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Par  m,  Abvl  TRANSON. 


L 

Dans  sa  belle  théorie  des  caractéristiques,  M.  Chasles 
a  fait  voir  qu'un  segment  de  droite  (double)  devait  quel- 
quefois être  considéré  comme  une  conique  infiniment 
aplatie.  En  effet,  dans  un  système  de  coniques  dont  les 
caractéristiques  sont  /x  et  i/,  il  existe  un  nombre  fixe 
(a  (A — 1^)  de  segments  de  droites  qui  participent  en  un 
certain  sens  aux  propriétés  des  coniques  du  système  ('*')• 

Le  nouveau  mode  de  construction  des  coniques  que  je 
vais  exposer,  étant  comparé  à  Tun  des  modes  les  plus 
usuels,  mettra  en  relief  Texistence  d'une  propriété  com- 
mune aux  véritables  coniques  et  aux  coniques  infiniment 
aplaties. 

Je  ferai  voir,  en  effet,  que  si,  en  chaque  point  d'une 
conique  à  centre,  et  sur  une  direction  constamment  in^ 
clinée  du  même  angle  sur  la  normale,  on  porte  une 


(*)  Voir  l'exposition  élémentaire  de  la  méthode  des  caractéristiques  de 
M.  Chasles,  donnée  par  Prouhet  dans  les  Nouvelles  Annales  ;  1866,  p.  193. 


(6) 
longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géométrique 
des  deux  rayons  focaux  relatifs  à  ce  point,  V  extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  nouvelle  conique  con^ 
centrique  à  la  première  et  de  même  genre  -qu^elle. 

On  conçoit  qu^une  infinité  de  coniques  distinctes 
pourront  être  ainsi  dérivées  d^une  autre.  Elles  différeront 
entre  elles  soit  par  l'inclinaison  constante  de  la  moyenne 
géométrique  des  rayons  focaux  sur  la  normale,  soit  par 
le  coefficient  attribué  à  cette  moyenne.  —  C'est  ce  mode 
de  construction  qui  fait  Tobjet  (*)  du  présent  article.  Or 
il  y  a  cet  autre  mode,  usuel  et  très-élémentaire  :  Si,  à 
partir  de  chaque  point  C  éPune  droite  terminée  aux 
points  A  ef  B,  on  porte  dans  une  direction  constante 
une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géométrique 
des  deux  segments  CA,  CB,  V extrémité  de  cette  lon- 
gueur a  pour  lieu  une  conique  à.  centre.  Cette  co- 
nique est  une  ellipse  si  les  points  C  sont  entre  A  et  B; 
une  hyperbole,  s^ils  sont  en  dehors.  Dans  le  premier 
cas,  le  segment  AB  peut  être  considéré  comme  une  ellipse 
aplatie  ;  dans  le  second  cas,  les  segments  de  la  direction 
AB,  qui  sont  extérieurs  aux  limites  A  et  B,  et  qui  s'é- 


(*)  Je  dis  V  objet  et  non  pas  V  objectif  ;  c'est  que,  malgré  la  faTeui* 
uniyenelle  accordée  à  ce  dernier  mot  depuis  quelques  années,  je  ne 
puis  me  résoudre  à  l'employer  dans  le  nouveau  sens  qui  lui  est  attribué. 
Je  sais  bien  que  pour  des  idées  nouvelles,  ou  même  pour  d'anciennes 
idées  que  la  marche  du  temps  aura  modifiées,  c'est  le  privilège  d'une 
langue  vivante  de  créer  des  mots  nouveaux,  ou  môme  de  modifier  le  sens 
de  quelques  mots  anciens;  mais  quand  des  mots  consacrés  par  l'usage 
n'ont  pas  cesse  de  répondre  exactement  à  l'idée  qu'on  veut  exprimer, 
.  leur  substituer  un  mot  qui  correspond  à  une  idée  d'un  tout  autre  ordre, 
n'est-ce  pas,  pour  une  langue  vivante,  un  signe  de  décadence  plus  que 
de  vitalité?  Et,  par  exemple,  quand  on  a  le  choix  entre  des  mots 
aussi  expressifs  que  les  suivants,  objet,  but,  visée,  etc.,  pourquoi  leur 
substituer  un  vocable  emprunté  aux  marchands  de  lunettes  ?  Pour  moi, 
lorsque  dans  un  salon,  ou  au  barreau,  ou  à  la  tribune,  un  discoureur 
parle  de  son  objectif,  je  me  sens  ftujimrs  en  curiosité  de  savoir  où  est 

son  OCGLAIRE. 
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tendent  à  l'infini  de  part  et  d'autre,  peuvent  être  con* 
sidérés  comme  les  deux  branches  d'une  hyperbole  aplatie. 
Dans  les  deux  cas,  on  peut  dire  que  les  points  extrêmes 
A  et  B  sont  lés  foyers  de  la  conique,  et  que  ÂC,  BC  sont 
les  rayons  focaux  du  point  C.  Enfin  les  lignes  issues  des 
différent^  points  de  AB  et  sur  lesquelles  on  porte  des 
longueurs  déterminées  comme  il  a  été  expliqué,  ces 
lignes  ayant  une  direction  fixe,  font  un  angle  constant 
avec  une  droite  perpendiculaire  à  AB,  c'est-à-dire  avec 
la  bissectrice  des  deux  rayons  focaux,  ou  encore  avec  la 
normale  de  la  conique  aplatie. 

Dans  ce  mode  usuel,  une  infinité  de  coniques  distinctes 
dérivent  d'une  même  conique  aplatie  qu'on  peut  con- 
sidérer comme  leur  base  commune,  et  Ton  peut  dire  que 
les  coniques  du  nouveau  mode  ont  à  leur  tour  une  base 
commune  qui  est  une  conique  non  aplatie.  Or  les  unes 
et  les  autres  dérivent  de  leurs  bases  respectives  suivant 
une  loi  qui  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  exactement 
la  même  pour  les  deux  modes.  Il  y  a  plus  \  parmi  les 
coniques  issues  d'une  conique  aplatie  AB,  considérons 
seulement  celles  qui  sont  relatives  &  une  même  incli- 
naison de  la  moyenne  géométrique  sur  la  base,  et  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  le  coefficient  attribué  â  cette 
moyenne  {*)\  si  on  construit  la  tangente  de  chacune 
d'elles  dans  les  points  où  elles  sont  rencontrées  par  une 
même  droite,  issue  d'un  point  C  de  la  base  selon  l'in- 
clinaison particulière  au  système,  on  sait  que  toutes  ces 
tangentes  rencontrent  la  base  AB  en  un  même  point  D, 
qui  est  le  conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  aux 
points  AetB  (foyers  de  la  conique  aplatie).  —  Eh  bien, 


(* )  C'est-k-dire,  considérons  nn  système  de  coniques  ayant  un  diamètre 
commun  et  les  cordes  conjuguées  à  ce  diamètre  selon  une  même  di- 
rection. 


(8) 
cette  propriété  si  connue  se  retrouve  {mutaiis  muiandis) 
dans  les  coniques  construites  selon  le  nouveau  mode  ] 
mais  il  faut  d'abord  démontrer  la  proposition  principale. 


II. 

Dans  les  articles  que  j'ai  publiés  antérieurement  sur  le 
calcul  directif  (  iVoii(^e//e5  Annales,  1868),  j'ai  éubli  un 
cas  très-particulier  de  cette  proposition,  celui  où  il  s'agit 
de  placer  sur  la  normale  d'une  ellipse  et  de  part  et  d'autre 
du  point  de  la  courbe  une  longueur  précisément  égale  à 
la  moyenne  géométrique  des  deux  rayons  focaux.  J'ai 
fait  voir  qu'on  trouve  alors  deux  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée,  et  qui  ont  pour  rayons  respectivement  la 
somme  et  la  différence  de  ses  deux  axes. 

Le  calcul  directif  offrait  pour  ce  cas  particulier  un 
moyen  de  démonstration  infiniment  facile.  Son  appli- 
cation au  théorème  général,  quoique  un  peu  moins 
simple,  fera  voir  encore  une  fois  qu'il  peut  rivaliser,  non 
sansavantage,  avec  laméthode des  coordonnées.  Quoiqu*il 
en  soit»  ce  sera  un  exercice  intéressant  pour  ceux  des 
lecteurs  des  Now^elles  Annales  qui  auront  pris  con- 
naissance des  règles  de  ce  calcul,  ou  mieux  encore  qui 
auront  été  préalablement  initiés  à  la  Théorie  des  équi" 
pollenices  de  M.  Bellavitis,  exposée  dans  ce  Recueil  par 
M.Hoûel  [Nouvelles  Annales^  1869)  ('*'). 


(  *  )  En  terminant  la  publication  de  mes  articles  sur  VAIgibre  directive^ 
j'ai  été  informé  et  je  me  suis  empressé  d'annoncer  (iVouf.  Ann,,  1868)  que 
réminent  professeur  de  rUnirersité  de  Padoue  possédait  depuis  longtemps 
et  avait  publié  en  un  mi  corps  de  doctrine,  avec  beaucoup  d'autres 
beaux  résultats,  quelques-uns  de  ceux  que  je  Tenais  de  trouver  moi- 
même  en  développant  les  idées  d'Argand,  de  Français,  de  Mourey  'et  de 
M.  Faure  (de  Gap),  sur  les  nombres  inelinés;  sur  ces  nombres  pendant  si 
longtemps  et  maintenant  encore  si  indûment  appelés  nombres  imagintUres, 


(9) 

Supposons  donc  une  ellipse  dont  les  axes  soient  aetb^ 

a  étant  Taxe  focal  dont  la  direction  sera  considérée  comme 

Torigine  des  inclinaisons.  Si  xesi  une  longueur  comptée 

sur  cet  axe  à  partir  du  centre  de  la  courbe,  l'ordonnée 

cartésienne  serait 

b  , 

j=- Va'  — X»; 

le  rayon  central  Yo  sera  représenté,  en  calcul  directif, 
par  une  somme  algébrique  : 

b   , 

Y.  =  .1-4-  -  i/jp'  — «'. 
a 

Le  second  terme  de  cette  somme  a  manifestemeat  une 
direction  perpendiculaire  à  celle  du  premier,  puisque 
X*  — ^  a*  est  nécessairement  négatif.  En  même  temps,  les 
deux  rayons  focaux  sont  représentés  (conformément  aux 
règles  du  calcul  directif)  par  Yo  +  c,  Yo  —  c;  leur 
moyenne  géométrique,  nécessairement  dirigée  selon  la 

normale  ('*'),  est  égale  i  ^J  —  c*  ;  et  si  on  la  multiplie 
par  un  coefficient  directif  m,  de  grandeur  et  de  direction 
déterminées,  on  aura  une  longueur  proportionnelle  à  la 
moyenne  en  question  et  inclinée  sur  la  normale  d'un 
angle  constant.  G>rame  on  aura  pu  porter  cette  longueur 
de  part  et  d'autre  du  point  de  la  courbe,  les  extrémités 
de  ces  deux  longueurs  égales  seront  fixées  sur  le  plan 
par  un  rayon  vecteur  Y^,  dontrexpression  ci-dessous,  à 
cause  du  double  signe  qu'elle  contient,  convient  i^ale* 
ment  aux  deux,  savoir  : 

Y«  =  Yo±:/w^Y;-r»; 


(*  )  Je  donnerai  à  la  fin  de  cet  article  la  détermination  en  grandeur  et 
en  direction  de  la  moyenne  séométriqoe  de  deux  lignes  diTersement  in- 
clinées. 


(lo) 
ou  bien,   en  remplaçant  Yo  par  sa  valeur  et  c*  par 


b    I 

a 


rt  —  \l(a*'\-  h^)  x'  —  /!<  -f-  labx  ^x*—  a\ 


Le  second  de  ces  deux  radicaux  est  assimilable  à  la 


forme  ya-^^  ^ —  c ,  qui  se  ramène,  comme  on  sait,  a 
la  somme  suivante  : 


or,  dans  Tapplicalion  actuelle,  on  a 

a  =  («»-<-  6»)x»—  «*;     p  =  labxsja}  —  x\ 

et,  par  conséquent, 

^/;?i}rp3  _.  ^4  __  (fli  _  ^»)  J.2 , 

D'après  cela,  on  trouve,  après  toute  r^Luctiou. 

„         ath  mh  h  ±  ma    ;-- 

¥«=  X  H dx^  —  a^ 

a  a 

A  peine  est-il  besoin  d'observer  que,  en  supposant 
m  =  o,  on  retrouve  Yo,  c'est-à-dire  le  rayon  vecteur  de 
l'ellipse  aux  axes  a  et  i,  base  commune  de  toutes  les 
courbes  à  rayons  vecteurs  Y.^*  D'ailleurs  il  est  aisé 
de  reconnaître  ici  les  rayons  vecteurs  de  deux  ellipses 
distinctes.  En  effet,  le  premier  terme  représente  une 
ligne  que  nous  appellerons  x\  laquelle  a  la  même  ori- 
gine que  a:,  c'est-à-dire  le  centre  de  Tellipse  (a,  h).  Cette 

ligne  x\  ou  (a  ±:  mh)  -9  est  inclinée  sur  l'axe  focal,  ou 

bien,  au  contraire,  est  sans  inclinaison,  selon  que  le 


(  ") 

coefficient  m  est  lui-même  incliné  ou  non  \  et,  dans  tous 
les  cas,  la  direction  de  x'  est  la  même  que  celle  de  la 

ligne  a±mb^  puisque  le  quotient -9  qui  entre  comme 

facteur  dans  la  composition  de  x\  est  sans  inclinaison. 
Or  le  rayon  vecteur  Y^,  étant  exprimé  en  x'^  prend  la 
forme 

a±Lmb  ^  ^  '     . 

La  quantité  sous  le  radical  est  négative^  puisque  x'^ 

est  égal  k[a±  mhy  —  »  et  qu'on  a  toujours  —  <C  *  •  Ainsi 

le  second  terme  de  Ym  représente  une  ligne  dont  la  di- 
rection est  inclinée  sur  celle  du  premier  terme  a:'  d'un 

angle  égal  à  l'inclinaison  du  facteur  --= — 7  augmentée 

de  90  degrés.  Appelons  a  cet  angle  total.  L'extrémité 
de  Ym  s'obtient  donc  en  élevant ,  en  chaque  point  de  la 
base  rectiligne  a  (a±mb)  et  sous  l'angle  a,  une  longueur 
proportionnelle  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  seg- 
ments a  ±:  mb  -hx'j  adz  mb  —  x\  A  ces  caractères,  on 
reconnaît  une  ellipse. 

autrement  :  Y„  est  la  somme  algébrique  de  deux 
termes  qui  ont  sur  le  plan  deux  directions  fixes.  Prenons 
deux  axes  de  coordonnées  tracés  selon  ces  deux  direc- 
tions, et  convenons  de  représenter,  comme  M.  Bellavitis, 
la  grandeur  absolue  de  toute  longueur  inclinée  par  la 

préfixe  gr-j  on  aura,  pour  la  double  équation  cartésienne, 
correspondant  aux  deux  valeurs  de  Y^^  la  forme  sui- 
vante, qui  est  bien  celle  de  deux  ellipses  : 


-h—, =  1. 


gr  {bzhma)       gr  {a±mb) 

En  terminant  ce  paragraphe,  il  doit  m'ètre  permis 


(  ") 

de  faire  observer  que  j^auraîs  pu  affecter  une  plus  grande 
concision,  si  je  n  étais  pas  fondé  à  croire  que,  probable- 
ment, quelques-uns  des  lecteurs  des  Nouvelles  Annales 
sont  peu  familiarisés  avec  la  pratique  du  calcul  directif. 
On  doit  avoir  égard  à  cette  observation  pour  apprécier 
équilablement  ce  calcul. 

III. 

Pour  établir  le  théorème  commun  aux  coniques  à  base 
aplatie  et  à  base  non  aplatie,  j'observe  d'abord  que  si  Té- 
quation  d'une  courbe  quelconque  en  calcul  directif  est  la 

suivante  : 

Y  =  f(x), 

où  Y  est  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe,  et  x  une  va- 
riable indépendante  qui  peut  être  elle-même  le  rayon 
d'une  courbe  directrice  de  la  proposée,  ou  plus  simple- 
ment, ainsi  que  je  Tai  supposé  dans  les  paragraphes  pré- 
cédents, une  longueur  variable  sans  inclinaison,  la  di- 
rection de  la  tangente  à  la  courbe  proposée  sera  donnée 
par  l'angle  du  quotient 

En  même  temps,  l'équation  d'une  ligne  droite  issue  du 
point  qui  correspond  sur  la  courbe  à  une  valeur  de  x  sera 
donnée  par  son  rayon  vecteur 

dx 

expression  dans  laquelle  /  est  une  ligne  de  longueur  va- 
riable, mais  d'inclinaison  constante.  Si  a  est  cette  incli* 
naison,  la  droite  dont  il  s'agit  fera  avec  la  tangente  ce 
même  angle  a.  Donc,  si  a  est  nul,  c'est-à-dire  si  /  est 


(  «3) 
sans  inclinaison,  Téquation  ci-dessus  sera  Tëquation  de 
la  tangente  elle-même. 

A  Taide  de  ces  principes,  on  démontrera  d'abord  comme 
il  suit  la  propriété  bien  connue  des  tangentes  aux  coni- 
ques qui  sont  dérivées  d'une  base  rectiligne. 

L'équation  de  ces  coniques  résulte  de  la  valeur  ci- 
dessus  de  Y„,,  xlans  laquelle  on  fera  &  =  o  ;  il  vient  alors, 
pour  le  rayon  vecteur, 


d'où 


dx 


y/x*  — 


Une  droite  issue  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  a 
donc  pour  équation 

Or,  en  prenant  pour  /  la  valeur  particulière 

/  = Xf 

X 

qui  annule  le  coefficient  de  iti,  on  a  un  rayon  vecteur 
particulier 


X 


commun  à  toutes  les  droites  OL  relatives  aux  différentes 
ellipses  caractérisées  par  les  diverses  valeurs  de  m.  Ces 
droites  concourent  donc  en  un  même  point  D.  D'ailleurs 
la  valeur  de  /  est  sans  inclinaison;  ces  droites  sont 
donc  les  tangentes  elles-mêmes.  De  plus,  le  rayon  vec- 
teur OD  est  lui-même  sans  inclinaison  ;  donc  le  point  D 
est    sur^  le    prolongement  de  la  base  ÂB.   Enfin,  en 


(  i4) 

appelant  C  rextrémité  de  x,  de  sorte  que  x  ==  OC,  on  a 

OC.OD=:<ï'; 

de  sorte  que  les  points  C  et  D  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  extrémités  de  la  base^  c'est-à-dire 
par  rapport  aux  foyers  de  la  conique  aplatie. 

Considérons  maintenant  une  ellipse  dérivée  d'une  base 
non  aplatie  (dérivée  d'une  ellipse  aux  axes  aelb). 

Une  droite  issue  d'un  point  quelconque  de  cette  ellipse 
a  pour  équation,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué, 

ax 

On  a  d'ailleurs 

Y  ^^ 
Y.  =  T.d=».Vfr^C     et     ^=-^±«^^=. 

Le  rayon  vecteur  de  cette  droite  reçoit  donc  la  forme 
suivante  : 

Or  en  prenant  pour  /  la  valeur  qui  annule  le  coeffi- 
cient de  m,  savoir  : 

ci Y*  dY 

i  =  —^     ou  bien     /  =  («»  -  *')  V-% 

^•"57  yT 

on  a  un  rayon  vecteur  particulier 


c» 


0D=:--, 

m 

lequel  est  commun  k  toutes  les  droites  OL.  Ces  droites 
concourent  donc  au  point  D.   D'ailleurs  cette  valeur 


(  i5  ) 
de  l  n'est  pas  sans  inclinaison  :  elle  est  inclinée  d^un 

angle  égal  à  celni  du  quotient  directif  -^  :  Yo*  Donc  ces 

droites  ne  sont  pas  tangentes  à  leurs  courbes  respectives, 

mais  elles  font   avec  les  diverses  tangentes   ce  même 

angle  (*). 

Enfii^  si;  dans  le  numérateur  de  OD,  on   remplace 

c*  par  sa  valeur,  et  dans  le  dénominateur  Yo  par  OC,  il 

viendra 

OC.OD  =  fl»  — A*; 

par  conséquent  le  point  D.  est  le  conjugué  harmonique 
du  point  C  par  rapport  aux  deux  foyers  de  la  courbe 
de  base. 

Pour  apprécier  cette  remarquable  analogie  entre  les 
coniques  à  base  aplatie  et  à  base  non  aplatie,  il  faut 
savoir  que  deux  couples  de  points  peuvent  sur  un  plan, 
comme  deux  couples  de  points  sur  une  même  droite, 
former  une  proportion  harmonique^  ou,  en  d^antres 
termes,  que  quatre  points  sur  un  plan  peuvent  former  un 
quadrilatère  harmonique.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  ferai 
voir  (§  V)  comment  on  peut  construire  le  point  D  au 
moyen  des  deux  foyers  et  du  point  C. 


IV. 

Voici  maintenant  le  nouveau  mode  de  construction 
pour  les  coniques  dénuées  de  centre  : 

Siy    en  chaque  point  d'une  parabole  et  sur  une  di- 
rection constamment  inclinée  du  même  angle  sur  la 


(*)  C'est  un  angle  égal  à  celui  que  le  rayon  Y,  prolongé  fait  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  de  base,  mais  à  cet  angle  pris  négativement;  de  sorte 
que,  C  étant  le  point  extrême  du  rayon  T.,  la  tangente  à  la  base  en  C  est 
bissectrice  de  CD  et  de  Y.  prolongé. 


{  i6) 
normale,  on  porte  une  longueur  proportionnelle  à  la 
moyenne  géométrique  entre  le  rayon  vecteur  et  une 
longueur  constante,  V extrémité  de  cette  longueur  aura 
pour  lieu  une  autre  parabole,  dont  Vaxe  aura  la  même 
direction  que  celui  de  la  première. 

Soit  p  le  paramètre  de  la  parabole  donnée  ',  prenons 
90n  foyer  pour  centre  des  rayons  vecteurs,  et  la  direction 
de  son  axe  pour  origine  des  inclinaisons.  Son  rayon 
vecteur,  identique  avec  son  rayon  focal,  aura  pour 
expression  la  somme  algébrique 


y,  =  a:  -h  sj — pi.^x-^' p). 

Le  rayon  vecteur  de  Tune  des  courbes  dérivées  de 
cette  base  sera 

où  q  est  une  ligne  sans  inclinaison,  et  m  uu  nombre 
directif  de  grandeur  et  de  direction  déterminées. 

Cette  valeur  de  Y«„,  exprimée  en  fonction  de  a:,  est  la 
suivante  : 


Yfl,  =  .« -f- V— />(2-c-H/?)  4-iw  v'— a^  V*  +  \/— /'(î»'5p-t-^)- 

En  lui  appliquant  le  même  calcul  qu^au  rayon  vecteur 
issu  d'une  ellipse  de  base  (dans  le  précédent  paragraphe) , 
il  viendra 

/—  v^-^^v^y  / — ; 

Or,  si  Ton  transporte  Poriglne  au  point  dont  le  rayon 

vecteur  est  m  sjpq^  }e  nouveau  rayon  vecteur  du  lieu  sera 
exprimé  par  la  somme  des  deux  derniers  termes  de  Ym,  et 
alors  on  reconnaîtra  aisément  que  ce  lieu  est  une  para- 
bole. 


(  '7) 
Il  y  aura  une  infinité  de  telles  paraboles  se  distinguant 
entre  elles  par  les  valeurs  de  q  et  de  m.  Si  Ton  considère 
une  ligne  droite  issue  d'un  point  quelconque, de  Tune 
déciles,  le  rayon  vecteur  de  cette  droite,  mesuré  à  partir 
du  foyer  de  la  parabole  de  base,  sera 

or 
c'esl-à-dire 


—  (-    ^) 


Or,  en  prenant  pour  /  la  valeur  qui  annule  le  coef- 
ficient de  m,  savoir 

on  a  uh  rayon  vecteur  particulier 

OD=-Y., 

lequel  est  commun  i  toutes  les  droites  OL.  Ces  droites 
concourent  donc  au  pointD.  Ce  point  est,  comme  on  voit, 
sur  le  prolongement  du  rayon  vecteur  de  la  parabole  de 
base,  et  à  égale  distance  de  Tautre  côté  du  foyer.  Cette 
propriété  répond  à  celle  des  paraboles  i  base  aplatie, 
pour  lesquelles  la  sous^tangente  est  le  double  de  Vah- 
scisie,  puisque  alors  Tabscisse  n^est  autre  que  le  rayon 
focal  de  la  base. 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  deux  points  C  et  D  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  foyers  de 
la  parabole  non  aplatie;  parce  que,  dans  un  quadrilatère 
harmonique,  si  Tun  des  points  passe  à  Tinfini  dans  une 
direction  quelconque,  son  conjugué  se  place  au  milieu 
de  la  diagonale  qui  réunit  les  deux  autres  sommets. 

Ann.  tf€*Mathémat.f  t.  XII,  a*  série.  (JauTier  1873.)  a 


(18) 

V. 

J'arrive  à  montrer  comment  on  peut  construire  en 
grandeur  et  en  direction  la  moyenne  géométrique  de 
deux  lignes  inclinées;  c'est-à-dire  comment  on  peut 
résoudre  le  problème  de  construire  la  ligne  OX  dé- 
terminée par  V équation  directii^e  suii^ante  où.  OA  et 
OB  sont  données  : 

0A.0B=:5x\ 

On  déduit  de  U 

OA.       OX 
OX  ""  OB  ' 

d'où  il  résulte  premièrement  que  OK  est  inclinée  sur  OX 
autant  que  OX  Test  sur  OB  5  c'est-à-dire  que  OX  est  sur 
la  bissectrice  de  Tangle  AOB. 


B 


De  plus,  l'égalité  des  rapports  directifs   jr=   et   -— 

prouve  que  les  deux  triangles  OAX9  OXB  sont  sem- 
blables. Par  conséquent,  la  somme  des  deux  angles  en  X 
est  égale  à  la  somme  des  deux  angles  en  A  et  B,  et  l'angle 

total  AXB  est  le  supplément  à  180  degrés  de  |  AOB. 
On  construira  donc  sur  AB  un  segment  AXB  capable 

de  180  degrés  —  7  AOB ,  et  le  point  X  sera  à  la  rencontre 

de  ce  segment  avec  la  bissectrice  de  AOB. 


(  19) 

Si  les  deux  lignes  OA,  OB  sont  en  prolongement  Tune 
de  l'autre,  c^est-à-dire  si  Tangle  en  O  vaut  deux  droits, 
on  retrouve  comme  cas  particulier  la  construction  donnée 
dans  les  Éléments  de  Géométrie» 

Le  point  D,  qu'il  nous  restait  à  construire  à  la  fin  du 
paragraphe  III,  était  déterminé  par  Téquation 


0C.OD  =  0F  . 


C'est  comme  si,  dans  la  figure  précédente,  on  donnait 
les  lignes  OA  et  OX,  et  qu'il  fallût  construire  OB. 


VI. 


La  propriété  relative  aux  tangentes,  qui  est  si  connue 
dans  un  système  de  coniques  dérivées  d'une  conique  in- 
finiment aplatie,  et  que  nous  avons  retrouvée  dans  tout 
système  de  coniques  dérivées  (selon  la  même  loi)  d'une 
conique  non  aplatie ,  pourrait  sembler  d'abord  une  dé- 
pendance essentielle  de  la  nature  des  coniques,  et  par  suite 
une  propriété  exclusive  de  ces  sortes  de  courbes  ;  mais  il 
n'en  est  pas  ainsi  :  la  propriété  en  question  résulte  du 
mode  de  dérivation,  et  en  ce  sens  elle  est  indépendante 
de  la  nature  particulière  de  la  base. 

En  efiet,  soit  une  courbe  quelconque  :  a  En  chacun  de 
ses  points  C  et  sur  une  droite  inclinée  d'un  angle  constant 
sur  la  bissectrice  des  deux  rayons  focaux  de  ce  point,  soit 
portée  une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géo- 
métrique de  ces  deux  rayons.  »  L'extrémité  de  cette  loo;- 
gueur  engendrera  une  infinité  de  courbes  qui  différeront 
entre  elles,  soit  par  Tangle  constant,  soit  par  le  coefficient 
de  proportionnalité,  soit  par  ces  deux  éléments  à  la  fois. 
Or  les  droites  qui  seront  construites  pour  ces  courbes  de 

a. 


(ao) 

la  manière  que  nous  avons  indiquée  pour  celles  dont  la 
base  est  une  conique  se  rencontreront  aussi  en  un  même 
point  D,  lequel  sera  encore  le  conjugué  harmonique  du 
point  C  de  la  courbe  donnée  par  rapport  aux  deux  foyers. 
C'est  que  la  circonstance  de  ces  rencontres  est  une  pro- 
priété générale  de  la  transformation  directive  du  second 
ordre,  c'est-à-dire  de  la  transformation  représentée  en 
calcul  directif  par  Féquation  générale  du  second  degré. 
J'ai  démontré,  en  effet  [Nouvelles  jinnales,  1 868) ,  qu'une 
telle  équation  se  ramène  à  la  forme  simple 


dans  laquelle  X  est  le  rayon  vecteur  de  la  figure  trans- 
formée, et  Y  celui  de  la  figure  transformante. 

A  cette  occasion,  j*ai  fait  remarquer  que  la  transforma- 
tion des  figures  par  le  moyen  des  équations  directives 
semble  ouvrir  un  vaste  champ  aux  investigations  géo- 
métriques, puisque,  dans  chaque  ordre  ou  degré,  les 
courbes  transformantes  ont  d'abord  des  propriétés  dé- 
pendantes des  courbes  transformées  (courbes  appelées 
bases  de  dérii^ation  dans  le  présent  article),  et  de  plus  ont 
aussi  des  propriétés  communes  qui  dépendent  essentiel- 
lement du  mode  de  dérivation,  comme  on  en  a  ci -dessus  un 
exemple  remarquable.  Et  enfin,  de  même  qu'il  y  a  des 
propriétés  communes  à  toutes  les  courbes  dites  algé» 
brigues  dans  la  méthode  des  coordonnées  cartésiennes,  il 
y  a  aussi  en  calcul  directif  des  propriétés  communes  à 
toutes  les  transformations  représentées  par  des  équations 
algébriques. 

P.- S.  —  Non -seulement  à  Toccasion  des  caracté^ 
ristiqueSy  mais  aussi  dans  le  Traité  des  sections  coni- 
gués,  M.  Chasles  fait  voir  qu'on  peut  considérer  un  seg- 
ment de  droite  limitée  comme  une  conique  infiniment 
aplatie. 


(^O 

SUR  LE  THÉORtlE  BB  BANDELM; 

Pàa  m.  Abbl  TRANSON. 


Lorsqu'un  plan  coupe  un  cône  de  révolution,  si  une 
sphère  est  inscrite  dans  le  cône  de  manière  à  toucher  ce 
plan,  le  point  de  contact  est  Tun  des  foyers  de  la  section, 
et  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  est  la  droite  de 
rencontre  du  plan  sécant  avec  le  plan  de  contact  de  la 
sphère  et  du  cône.  Tel  est  le  beau  théorème  dû  à 
MM.  Quetelet  et  Dandêlin. 

Ce  théorème  a  une  extension  bien  connue.  Si  une  autre 
sphère,  inscrite  aussi  dans  le  cône,  pénètre  le  plan  sécant, 
la  distance  tangentielle  d'un  point  de  la  section  conique 
au  cercle  de  pénétration  est  dans  un  rapport  constant  avec 
la  distance  de  ce  point  a  la  droite  de  rencontre  du  plan 
sécant  avec  le  plan  de  contact  de  la  nouvelle  sphère  et  du 
cône.  Ce  cercle  de  pénétration  peut  être  appelé  un  cercle 
focal,  et  la  droite  dont  il  s'agit  une  directrice  relative  â 
ce  cercle. 

Mais  si  la  sphère  inscrite  au  cône  ne  touche  ni  ne  pé» 
nètre  le  plan  sécant,  devient-elle  étrangère  à  la  conique, 
étrangère  aux  propriétés  focales  de  la  conique?...  On  va 
voir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

Lemme. —  u  Soit  une  sphère  de  rayon  r,  dont  le  centre  C 
est  i  la  distance  a  d'un  plan  donné;  toutes  les  sphères 
qui  ont  leurs  centres  sur  le  plan  et  qui  coupent  orthogo- 
nalement  la  première  se  rencontrent  en  un  môme  point 
placé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  C  et  à  une 

hauteur  égale  à  yjaf' — r*;  »  proposition  connue  et  d'ail- 
leurs très-facile  à  démontrer. 

Maintenant  si  Ton  se  représente  une  sphère  inscrite  au 


{  aa  ) 

c6ne,  mais  ne  touchant  ni  ne  pénétrant  le  plan  sécant,  on 
montrera,  précisément  comme  pour  la  sphère  tangente 
ou  pénétrante,  que  la  portion  d'arête  du  cône  comprise 
entre  le  plan  de  contact  et  un  point  quelconque  m  de  la 
section  conique  est  dans  un  rapport  constant  avec  la 
distance  de  ce  point  à  la  droite  de  rencontre  des  deux 
plans.  D'ailleurs  cette  portion  d'arête  issue  du  point  m 
est  égale  k  la  distance  de  ce  même  point  à  celui  qu'on 
aura  placé,  selon  la  règle  indiquée  dans  le  lemme,  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le 
plan  sécant  -,  car  ces  deux  distances  sont  des  rayons  d'une 
même  sphère  dont  le  centre  est  m. 

Ce  point  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
la  sphère  est  indépendant  de  la  situation  du  point  m  sur 
le  périmètre  de  la  conique.  C'est  un  véritable  yb^er  qui 
a  sa  propre  directrice. 

On  démontrera  aussi ,  absolument  comme  dans  le  cas 
de  deux  sphères  tangentes  à  une  section  elliptique,  que 
si  l'on  considère  les  deux  foyers  relatifs  à  deux  sphères 
non  pénétrantes,  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  est 
constante  pour  tous  les  points  de  l'ellipse  si  les  deux 
sphères  sont  situées  l'une  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
du  plan  sécant.  Ce  serait  la  différence  si  elles  étaient  du 
même  c6té.  Dans  le  cas  de  la  section  hyperbolique,  c'est 
toujours  la  différence,  parce  que  les  sphères  non  péné- 
trantes sont  toujours  d'un  même  côté  du  plan  sécant. 

On  retrouve  ainsi  ces  foyers  extérieurs  au  plan  de  la 
conique,  dont  l'existence  et  les  propriétés  sont  bien 
connues. 


RECTIFICATION. 

Les  questions  1056,  1079  et  1080  ont  été  résolues  par 
M.  Lucien  Bignon,  de  Lima. 


(^3) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.  Doucet,  professeur  au 
lycée  de  Lyon.  —  Permettez- moi,  je  vous  prie,  de  re- 
Tenir  un  instant  sur  une  question  traitée  deux  fois  déjà 
dans  les  AnnaleSy  et  qui  est  la  suivante  : 

Par  deux  points  fixes  A  e£  B  pris  sur  une  ellipse 
donnée j  on  fait  passer  des  cercles  variables  ^  on  de^ 
mande  le  lieu  des  points  M  oà  concourent  les  tangentes 
menées  à  V ellipse  et  à  chacun  des  cercles. 

Vous  avez  donné.  Monsieur,  dans  les  Noui^elles  An-- 
nales  (i**^  série,  t.  X,  p.  4o8)  une  solution  géométrique 
qui  ne  laisse  rien  a  désirer.  En  raème  temps ,  vous  de- 
mandiez à  vos  lecteurs  une  solution  analytique  qui,  en 
raison  de  certaines  difficultés,  devait  être  intéressante  et 
instructi\fe  (*). 

M.  Breton  (de  Champ)  a  donné  une  solution  de  cette 
nature,  fondée  sur  les  principes  de  l'homologie.  Cette  so- 
lution est  reproduite  par  M.  Housel,  dans  son  Intro- 
duction à  la  Géométrie  supérieure  (p.  177).  «  L'ana- 
lyse ordinaire,  dit  cet  auteur,  ne  donnerait  pas  uni- 
quement r équation  du  lieu  cherché,  parce  que  les  quatre 
tangentes  communes  que  le  calcul  indique  toujours  pour 
deux  coniques  se  coupent  deux  à  deux  en  six  points....  » 
Il  fallait  donc  avoir  recours  aux  formules  de  riiomologie 
pour  n'obtenir  que  le  facteur  du  second  degré,  qui  résout 
seul  la  question. 

Je  vous  adresse,   Monsieur,  une  solution  analytique 


(*)  Cette  solution  a  été  donnée  par  MM.  Mister  et  Ncuberg,  2*'  série, 
t.  H,  p.  481  ;  et  par  M.  Paul  Serret,  a«  série,  t.  III,  p.  4g. 


(M) 

que  j'ai  eu  Toccasion  de  donner  à  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  Je  ne  fais  usage  que  de  l'analyse  la  plus 
ordinaire;  c'est  un  calcul  très-simple^  dans  lequel  le  be- 
soin de  riiomologie  ne  se  fait  nullement  sentir. 

SoitT  =  o  l'équation  du  système  des  deux  tangentes 
menées  à  l'ellipse  par  le  point  M  (a,  (3)  qui  correspond 
â  l'un  des  cercles. 

Soient  en  outre  P  =  o,  Q  ==  o  les  polaires  de  ce  point 
dans  l'ellipse  et  dans  le  cercle.  Ces  deux  courbes  peuvent 
être  représentées  par  les  équations 

(i)  T-f-XP»z^o, 

(2)  T-f-fxQ»=rO, 

X  et  fx  étant  deux  paramètres  à  déterminer. 
En  retranchant,  on  a 

équation  d'un  système  de  cordes  communes.  Prenons, 
pour  la  droite  AB, 

(3)  Ps/x=:Qv^. 

Soit  maintenant 

l'équation  de  l'ellipse.  Alors 

T=:(P»— ^')(«— a)»— 2aP(.r— a)(r  — P) 


«.     ^-^      Pj 
P  =  — -+-^-1. 

Pour  identifier  les  équations  (i)  et  (4)9  il  suffit  d'an- 
nuler, dans  la  première,  le  coefficient  de  xy  \  il  en  ré- 
sulte 


(.5) 

Soit  d'ailleurs  Q  =  y -hpx-f-ç.  L'équation  (3)  de- 
vient 

(5  "^  6^  ""')  ""^  "^  ^^  "^^^  "^  ^^  ^'^^ 

et  si  l'on  désigne  par  X|,  j^i  les  coordonnées  à  l'origine  de 
la  droite  AB,  on  a 

En  retranchant,  on  élimine  q,  et  il  vient 

équation  où  n'entre  que  le  rapport  ^9  et  qui  montre  par 
là  que  le  lieu  cherché  ne  dépend  que  de  la  direction  de  AB. 

Soit  m  = i  le  coefficient  angulaire  de  cette  direction. 

"*' 
L'équation  ci-dessus  devient 

Exprimons  maintenant  que  la  courbe  (a)  est  un  cercle ^ 
il  vient  « 


Substituons  cette  valeur  de  p  dans  les  deux  équations 
qui  précèdent,  on  a 

(5)  I   \^        ^   /  V'.- 


(  a6) 
et  il  faut,  entre  ces  deux  équations,  éliminer  fx»  La  pre- 
mière donne  deux  valeurs  pour  yj^ . 

i^  ^  =  P  -.  Cette  valeur  doit  èlre  rejetée;  car,  sub- 
stituée dans  la  deuxième  des  équations  (5),  elle  conduit 
à  —  H-^  —  i=o,  qui  n'est  autre  chose  que  Tellipse 
donnée. 

0?  Ju  =  a  — •  Celle-ci  donne 


t» p»_ 


/!»—  b' 


a*m*        b^       à^m^ 


Telle  est  Téquation  du  lieu  demandé.  C'est  une  hyperbole 
homofocale  à  Tellipsc  donnée. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1038 

(  toir  a*  séria ,  t.  X ,  p.  336  )  ; 

Pae  m.  Lioif  LECORNU, 
Élève  du  lycée  de  Caen. 

Étant  donnés  en  grandeur  les  quatre  côtés  d'un  qua-' 
drilatère  plan  et  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  deux 
côtés  opposés,  trouver  Vaire  du  quadrilatère  en  fonction 
de  ces  cinq  droites.  Discussion  du  problème* 

Soient  ABCD  le  quadrilatère,  S  sa  surface,  MN  la 
droite  qui  unit  les  milieux  des  côtés  AC  et  BD.  Prolon- 
geons ces  deux  côtés  jusqu'à  leur  rencontre  au  point  O, 
appelons  0  leur  angle,  et  posons 

OM=.r,     0N==^,     MA  — r,     NB  =ii  rf,     k^-a, 

CD  -:  fl',     MN  r--  6; 


(^7) 
nous  avons  les  relations  suivantes  : 

d'où 

(i)  S  =  {dX'\'Cjr)sin9, 

(2)  j^^yi^2xy,cos9  =  b\ 

(3)  (j:-c)»-+.(7  — rf)»— 2(«  — C)(r— <^)cOS©=:fl% 

(4)  (xH-c)»H-(r+€/)»— 2{x+tf)(^-+-^)cOS0  =  «'». 

Les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  s'écrire 

{c*H-  ^?)  —  2(<?a?  -h  fl[r)4-  2 (dx-hcx—  cd)  C08©  =  a*  —  ^', 
(c»  H-  £p)  H-  2(ca?  H-  rf/)—  2  (^ir  -h  <?/  -h  cd)cosB  ^a'»—  ^S 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  deux 
équations  membre  a  membre^ 

(5)  2(c2-h<?)— 4crfcOS9=:«»-ha'>— 2^% 

(6)  ^{cx  +  dy)  —  4(£fx  -h  cr)  cosÔ  —  a'»—  n». 
De  réquaiîon  (5)  on  tire 

^^'^  = 4^5 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

c  — dcosOr-:  niy 
•    d —  ccosO  -    71, 

l'équation  (6)  devient 

4m.r  -f-  4/y^  =  «'' —  «S 
d'où 

^=  — 4^r— 

Ponant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  développant  et 
chassant  les  dénominateurs,  il  vient 


(a8) 
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(^9) 
Poar  qae  le  quadrilatère  e^siste,  il  faut  que  cos9  soit 
plus  petit  que  +  i ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

ou 

n  faut  aussi  que  cos  9  soit  plus  grand  que  —  i ,  ou 

U  £iat  enfin  que  Ton  ait 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  l'expression  (7)  est 
rëeDe,  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  l'expression  (8). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1081 

(  TOlr  a*  ferle ,  t.  XI ,  p.  191  ); 

Par  m.  L.  DESMONS, 
Professeur  au  lycée  de  Troyes. 

Trouver  Venvéloppe  de  la  corde  commune  à  une 
ellipse  et  à  son  cercle  osculateur,-  troui^er  le  lieu  des 
milieux  de  ces  cordes.  (E.  Lemoibe.) 

I.  L*équation  de  la  corde  commune  au  cercle  oscula- 
teur et  à  Tellipse  est 

^  '  y 

(0  -  cosa — 7- siDa=:  C08  2a. 

'  a  o 

a  étant  le  paramètre  angulaire  du  point  de  contact,  et  le 
second  point  d'intersection  ayant  pour  paramètre  —  3a* 
Je  pose 


(3o) 

rëqiiation  (i)  devient  alors 


X 

-  cos 
a 


(|-f)-J»i°(î-f)=«''^T. 


OU 


(2)      ^f_-^^co8?  +  (^+fj.in,=  -^sin?cost, 

équation  de  même  forme  que  cellede  la  normale  à  Tellipse. 
Si  Ton  pose 


*    r  _      ^  ^y 


on  peut  récrire 

4    .  4 

/7  +  9taDg7=  -^  Smf,      ou     pCOtf +  9=: -^COSf. 

Dérivant  ces  deux  équations  par  rapport  à  cp,  on  a 
successivement 

q 

d'où 

(3)  ;,^+y^=2; 

telle  est  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple  en  pre- 
nant pour  axes  les  diagonales  du  rectangle  des  axes.  On 
a,  MP  et  MQ  étant  les  perpendiculaires  abaissées  sur  OX 


(3i  ) 
et  OY,  et  0  étant  Fangle  XOY  des  nouveaux  axes, 

MP  =  Y  sinO,     MQ  =  X  sin  e, 

sinO  =  -; n* 

Ainsi 

X     r 2Y         X     y aX 

et  l'équation  (3  )  devient 

(4)  X*-4-T*=2*(fl«-f.^»)\ 

Cette  courbe  a  sur  les  axes  quatre  points^de  rebrousse- 
ment  de  première  espèce,  a,  ci^  i,  V .  Elle  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse  et  lui  est  tangente  en 
ses  quatre  sommets.  Les  points  a,  al^  &,  V  sont  sur  un 

cercle  de  rayon  ^a(a'  +  i*),  facile  à  construire. 

n.  Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  sont, 
en  prenant  pour  axes  les  axes  de  Tellipse, 

ifcosa  +cos3a) 
x  =  « \ 

i           ,  (9ina  —  sin3a) 
[y-^h ^ , 

ou  bien 

y"=z —  b  sina  cos2a. 
En  élevant  au  carré  ces  deux  équations  et  ajoutant,  on  a 

co»'a«  =  -  +  -r;; 


(3a) 
donc 

a                                          b 
cosa=: pi      sina=  -• 

En  introduisant  ces  valeurs  dans 

cos2a  =  cosV  —  sîn^a, 
il  vient 

<«)      ($-?)'=(?-?)■ 

Cette  courbe  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

cos'»)       sin'o» 

(7)  P  = 


a^ 


//cos^»       &in^»\* 


La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes;  Fori- 
gine  est  un  point  quadruple  dont  les  tangentes  ont  pour 
équation 

ce  sont  les  diagonales  du  rectangle  des  axes.  Si  Ton  con- 
struit rbyperbole  qui  a  pour  axes  aa,  ai,  Téquation  (7) 
donne  une  propriété  des  rayons  des  trois  courbes 

(8)  PP"*  =  P'S 

jo,  fl  et  ff  désignant  les  rayons  de  la  courbe,  ^e  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole  correspondant  à  un  même  angle  cû. 

lU.  L'équation  de  Tenveloppe  des  cordes  communes 
en  coordonnées  tangentielles  s'obtient  aisément.  L'équa- 
tion de  la  corde  commune  (a)  peut,  en  effet,  s'écrire. 


133) 
dans  le  système  des  axes  OX,  OT, 

,    .  Ycoso  Xsino  2     .  ,^, 

^9^  "    /  »:i:-A."^   /-l T-,=  -7=siDycoSy     (   ), 

V  fl'  -4-  ^*       y rt*  -f-  6*       y  2 

et,  en  désignant  par  u,  u  les  coordonnées  tangentielles  de 
cette  droite,  on  a 


-  =  cosf  yi(flM-^), 
I  ~ 

-  = — SÎDf  V2(fl*-f-  6*). 

On  tire  de  là  Téquation  de  la  courbe 

(10)  ^-»-;J  =  ^(«'  +  *')î 

elle  est  donc  de  quatrième  classe. 

N.  B,  —  Voici  comment  M,  Hilaire,  professeur  a 
Donaî,  trouire  Téquation  de  Tenveloppe  dont  il  s^agit  : 
a  L'équation 

II)  —  cosa — -rSÎna  =  cosaa 

*  '  a  0 

de  la  corde  commune  k  l'ellipse  et  au  cercle  osculateur 
peut  s'écrire 

•   ( — h  t)  (cosa  —  siDa)+( "^  j(cosa-f-  sinot) 

=  2(cos*a  —  sin'a]. 


OU 


U        b  a        b  4 


sin(a  -H  45**)       cos(a  -+-  45*») 


(*)  Plus  simplement,  en  posant  K  =^3(a'-i-  6'), 

X            Y 
„II 1_  —s  n, 

cos^      siuf 
Jnn,  de  Miatkém.,  t.  XII,  2'  série.  (Janvier  1873.) 


(34  ) 

équation  de  la  forme 

X  Y 


sinO       cosO 


tf. 


»  Or  on  sait  que  Tenveloppe  de  la  droite  représentée 
par  cette  dernière  équation  a  pour  équation 


1        1       i. 


donc,  par  analogie,  Tenveloppe  qui  nous  Occupe  a  pour 
équation 


{î^iïHî-iï-- 


»  Cet  ingénieux   artifice  de  calcul  est  indiqué  par 
M.  Salmon  [Higher  plane  Curves,i^.  io6).  » 

Note,  —  La  question  io8i  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Moret-Blauc; 
Moreau,  lieutenant  d'ArtiUerie  de  la  Marine;  Androuski,  étudiant  à  l'Uni- 
Tersité  deTarsoyie  ;  R.  de  Paolis,  étudiant  à  l'UniTersité  de  Rome  ;  Cherret, 
élève  du  lycée  de  Moulins;  Gambej;  Pellissier;  Brocard;  Hilaire  ;  Lenglet* 
Lez  et  Kœhler. 

Question  1088 

(TOlr  a*  série,  t.  XI,  p.  S36); 

Pab  m.  moret-blang, 

Professeur  au  lycée  du  HaTre.    • 

Trouv^er  Voire  de  V enveloppe  de  la  corde  commune 
à  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur. 

(L.  Desmons.) 
Soient 

Téquation  de  l^ellipse,  et  tù  le  paramétre  angulaire  du 
point  de  contact  d'un  cercle  osculateur.  Les  coordonnées 
de  ce  point  sont 

Xyzzza  cosoi|    jTiZzz  b  sin«». 

La  corde  commune  au  cercle  et  à  l'ellipse,  ayant  même 


(35) 

inclinaison  sur  les  axes  que  la  tangente  commune,  a  pour 

équation 

,    .            b  cos  0»  -  . 

y  —  usinai  =  — : (x  — ncosoi»), 

ou 

(i)  bx  cos«»  —  ajr  sIdo»  =  ab  (ces'»  —  sin'»), 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  (ù  est 

(2)  ^;r8ia«i  +  ojcostt»  =  4^^810»  cos»>. 

L'élimination  de  cd  entre  ces  deux  équations  donnerait 
celle  de  Tenveloppe^  cette  équation  a  été  trouvée  (ques- 
tion 1081).  II  vaut  mieux,  pour  l'objet  qui  nous  occupe, 
tirer  des  équations  (i)  et  (2)  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe.  H  vient 

x=za  (cos'6>  +  3siD'o>  cos»), 

X  =L  b  (sin'w  -h  3sin«>  cos^o»), 
d'où 

<;ù:r=3a(sino>  cos'û»  —  sin*o)  )  d<ù. 

De  Q)  =  o  à  (ù  =  j9  dx  est  positif,  et  Taire  comprise 

entre  la  courbe  et  Taxe  des  x  est  extérieure  à  la  courbe. 

De  «0  =  ^  à.  0)  =  ->  éir  est  négatif,  et  l'aire  comprise 

entre  la  courbe  et  l'axe  des  x  se  compose  de  Taire  pré- 
cédente, plus  le  quart  de  Taire  cherchée.  En  appelant  Â 

Taire  totale  de  l'enveloppe,  on  aura  donc  -^  en  intégrant, 

de  o  à  ~9  — jrdx  exprimé  en  fonction  de  o)  et  dtù^  ce  qui 
donne 

7-  =  Zab  I     (sin^u  +  3  sina>  cos'u)  (sin*o>  —  sino>cos'«»)^ 
4  Jo 


o 


=  3ab  j     (3  cos*G<>  —  3  cos*m  -h  2  sin*«  —  sin^wj^iw; 


(36) 

et,  en  remarquant  que,  de  o  à  -9  sin'o)  et  cos'a>  passent 

en  sens  inverse  par  les  mêmes  valeurs,  l'expression  pré- 
cédente se  réduit  à 


2 


-r  =  3ab  l      (2  co»*«  —  cos^6>)^Ai 

4  Jo 

„    ,  /1.3.5         1 .3  ff\       9   ,^ 

\a.4.b  2.4  2/  o 

d'où 

A  =  jnab. 

Cette  aire  est  les  7  de  celle  de  Tellipse^  par  suite,  Taire 
comprise  entre  la  courbe  et  l'ellipse  est  la  moitié  de  Taire 
de  Tellipse. 

Les  coordonnées  des  points  de  rebroussement  sont 

x^=.±a^y     jr  =  zt:b^. 

L'aire  du  rectangle  passant  par  les  quatre  points  de 
rebroussement  est  donc  Sab^  et  Taire  comprise  entre  le 
périmètre  de  ce  rectangle  et  la  courbe  est  égale  à 

(8-'\n)ab. 

Note,'^  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  EUlaire,  Pellissier, 
Brocard,  Gambey,  Androuski,  Chenret  et  Kœhler. 


Question  1089 

(  Toir  s*  série,  t.  U,  p.  396}; 

Par  m.   MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Harre. 

Troui^er  le  lieu  des  pôles  des  cordes  communes  et  la 
podaire  du  centre  relatwe  à  Venveloppe  des  cordes 
communes  à  une  ellipse  et  à  son.  cerct^e  osculateur, 

(L.  Desmons.) 


(37) 
1.  Soient  a  et  j3  les  coordonnées  du  pôle  d'une  corde 
commune 

(i)  bxcosià  —  û/sinw  =ab  (cos^u  —  sm*w); 

sa  polaire 

(2)  b^ax-i-  a^Px  =  a^b^ 

devant  être  identique  à  la  corde  commune,  on  aura  les 

équations 

ba.    a^    ab 


cosb>  smcj       cos'bi  —  sin^o> 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  w.  On  en  tire 

b^a^  ___  a^P'  _  <y'p«  +  ^'a*  _  a*b* 

cos'w       sin'w  I  (cos^w  —  sin^w)' 

d'où 

COS'b)  =: -, j 

a^P^'-i-b^oi' 

sin*w  r=  — ^ — --, 9 

a^P'-^b'a^ 

ou,  en  chassant  le  dénominateur,  et  écrivant  x  et  j  au 
lieu  de  a  et  j3, 

Le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  tangente  à 
Tellipse  aux  quatre  sommets,  et  ayant  pour  asymptotes 
les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  indéfiniment 
prolongés. 

2.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  corde 
commune 

(i)  6xcos&>  —  a/sinw  =  a6(cos^o>  —  sin'w) 


(38) 
a  pour  équation 

(a)  axsxuùi-h  bjrcos^  =  o. 

On  aura  l'équation  de  la  podaire  en  éliminant  <ù  entre 
ces  deux  équations.  De  l'équation  (a)  on  tire 


oos'w       sin^tt)  I  ces'»  —  sin^o» 


d'où 


_,  ox  .  ^^' 

C08  M  =  ii: ?     sin«=zp 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  et  élevant  les 
deux  membres  au  carré,  on  a 

OU,  en  coordonnées  polaires, 

û'cos'ô  -h  A^sin'Ô 

La  courbe  se  compose  de  quatre  feuilles  symétriques 
par  rapport  aux  axes,  tangentes  à  Tellipse  aux  quatre 
sommets,  et  ayant  pour  tangentes  au  centre  les  droites 

^=:dbT^9  c'est-à-dire  les  perpendiculaires  aux  dia- 
mètres conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

Note*  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard ,  Hilaire, 
Kœhler,  Pellissier,  Gambey,  Cherret,  R.  de  Paolis,  étudiant  à  l'Uni- 
▼ersité  de  Rome. 

Question  1090 

(  Toir  %•  lériet  t.  XI  «  p.  S36  )  ; 

Par  m.  a.  PELUSSIER, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Le  triangle  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  V ellipse 
et  pour  base  la  corde  du  cercle  osculateur  en  un  point 


(39) 
de  V ellipse  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour  sommet 
le  centre  de  V ellipse  et  pour  base  la  corde  de  l'ellipse 
perpendiculaire  au  grand  axe,  menée  au  point  dont  le 
paramètre  angulaire  est  double  de  celui  du  point  de 
contact.  Maximum  de  Vaire  de  ce  triangle.  Maximum 
de  la  longueur  de  la  corde  commune.   (L.  Dbsmors.) 

Soit  MN  la  corde  commune  a  Tellipse 

-T  4-  4t  —  i=0 


et  au  cercle  osculateur  en  M.  Le  paramètre  angulaire 
(ou  angle  excentrique),  étant  égal  à  a  en  ce  dernier  point, 
sera  au  point  N  égal  à  —  3a. 

La  surface  du  triangle  OMN ,  dont  le  sommet  O  est  le 
centre  de  l'ellipse,  sera  donnée  par  la  formule 


2S  = 


^sina  acosa 

—  ^sinSa    âcosSa 


=:ab 


sma         008  a 
—  sinSa     cosSa 


=  ab  (sÎQacosSa  +  cosasiD3a)  =  ab  sin4a* 
Celle  du  second  triangle  de  l'énoncé  sera  donnée  par 


2S'  = 


=:ab 


sm2a      cosaa 
—  sin^oe     cos2ae 


^sin2a       acos2a 

-^SÎD2a     a  C082a 

=  2â^siD2acos2a  =  ab  sïnJ^a. 

Ces  deux  surfaces  sont  donc  bien  égales. 
Maximum  de  Paire  de  ce  triangle.  —  Le  maximum 
de  S  aura  lieu  évidemment  pour 

sin4oe  =  ly 


c'est-à-dire 


TT 


ab 


L'aire  est  alors  égale  à  — »  ou  au  huitième  du  rectaDgle 

2 

des  axes. 


(4o) 

Maximum  de  la  longueur  de  la  corde  commune.  —  La 
corde  MN  a  pour  équation 

X  y 

-cosa  —  7-  sina=:cos2a; 

a  0 

en  appelant  L  sa  longueur  et  p  la  perpendiculaire  OP 

abaissée  du  sommet  sur  la  base  du  triangle  OMN,  on 

aura 

2S=/?L; 

donc 


d' 

ailleurs 

L  = 

2S 

• 

p' 

P 

^a' 

a^  cosa  a 
'sin'a-+  6^008^ 

a 

et 

par  suite 

L 

^^^mm 

asinaa 

.si  à' 

sin'a  -+-  b^ 

cos'a. 

Pour  avoir  le  maximum,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  dé- 
rivée par  rapport  à  a  ^  on  trouve  ainsi 

4cos2a  (a' sin'a  -h  ^'cos'a)H-c*sin'aa  =  o. 

Remplaçant  cos2a  et  sin  a  a  par  leurs  valeurs  en  sina 
et  cosa,  on  arrive,  toutes  réductions  faites,  à  l'équation 


d'où 

a'  tangua  —  2c»  tang'a  —  0^=:  0, 

c'  dz  sic'  -h  û*  6' 
tangua ^ • 

Le  signe  +  convient  seul  au  radical,  puisque  tangua 
doit  être  positif;  donc  les  valeurs  de  a  correspondant 
au  maximum  sont  données  par 


tanga  =±:  -  yjc^  H-  ^/c*  -h  û'6». 


(4i  ) 

On  a  donc  pour  a  quatre  valeurs ,  ce  qui  est  évident  à 
cause  de  la  symétrie. 

La  valeur  correspondante  de  L  sera  égale  à 


; » 


où  l'on  a  posé 


Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard,  Hilaire, 
Gambey,  Moret-Blanc,  Andronski,  Cherret,  Lez  et  R.  de  Paolis,  étudiant 
à  rUnirersîté  de  Rome. 


Question  1094 

(  Tolr  1*  i4rie,  t.  XI  <  p.  479  )»  « 

Par  m.  V.  JAMET, 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux  (classe  de  M.  de  LagrandTal). 

On  donne  deux  coniques  dont  Vune  est  fixe  et  dont 
Vautre  se  meut  autour  du  foyer  commun.  Démontrer 
que  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  com^ 
munes  est  un  cercle,  Sij  pour  une  certaine  position  de 
la  conique  mobile,  les  tangentes  communes  sont  paral- 
lèles, elles  le  seront  pour  toutes  les  positions  de  cette 
dernière  conique.  (E.  Lbmoine.) 

Soient  F  le  fojer  commun,  F''^  le  second  foyer  de  la 
conique  mobile,  F'  le  second  foyer  de  la  conique  fixe. 
Abaissons  FA,  FB,  F'C,  F'D  et  F''E,  F ''G  perpendicu- 
laires sur  les  tangentes  communes.  On  a,  en  appelant  b 
et  V  les  demi-axes  non  focaux  des  deux  coniques, 

FAXFC  =  ^% 
FAXF"E=ô'»; 


(  4a) 


d'oà 


De  même 


d'où 


F'C 
F"E 

4» 

F'D 
F*' G 

b' 

F'C 

F'D 

F'^E       F  G 


Les  trois  points  F',  F^^  M  sont  donc  en  ligne  droite. 
De  plus,  on  a 

F'M  _  F'C  _  b^ 

F"M""  F'^E""  6'»' 

Or  le  lieu  du  point  F'*^  est  un  cercle  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  la  longueur  FF^'^  pour  rayon;  et  le 
lieu  du  point  M  qui,  d'après  Tégalité  précédente,  est  ho- 


motbétique  par  rapport  à  F'  du  lieu  du  point  F'^,  est  un 
cercle  dont  le  centre  se  trouvera  sur  F'F  à  une  distance  d 
de  F',  telle  qu'on  aura ,  en  appelant  c  et  c'  les  demi- 


(43) 

distances  focales  des  deux  coniques , 
OU  bien 


6 


1  = 


De  même  le  rayon  R  sera  donne  par  l'ëquation 

2^V 


R  = 


^»—  b'^ 


Si,  pour  une  certaine  position  de  la  conique  mobile, 
les  deux  tangentes  communes  sont  parallèles  entre  elles, 
elles  seront  aussi  parallèles  â  la  droite  F'F^  qui  passe 
par  leur  point  de  concours ,  et  l'on  aura 

FC  =  F'E    ou  bien     F'C  X  FA  =F''E  XFA, 
ou  encore 

Il  en  résulte  que ,  pour  une  position  quelconque  de  la 
conique,  on  aura 

F'CXFA  =  F"EXFA, 

ou 

rC  =  F"E. 

De  même,  on  aura 

et  les  deux  tangentes  communes,  étant  parallèles  à  FF^, 
seront  parallèles  entre  elles. 

JVore.  —  Solutions  analytiques  de  MM.  6.  Launoy  et  Gambey. 


(44) 

Question  1095 

(Tolr  a*  •érie,  t.  XI,  p.  479); 

Par  m.  h.  lez. 

Le  minimum  d^une  tangente  à  l'ellipse,  comprise 
entre  les  axes,  est  égal  à  la  demi-somme  (a  +  &)  des 
axes. 

La  tangente  à  l'ellipse  a*/'-h  4*x*=  a*i*,  en  un 
point  dont  Tabscisse  est  jix,  a  pour  équation 

b 

jr  =z  — (—  i^œ  -h  a')  j 


fl» 


elle  rencontre  Taxe  des  X  à  une  distance  —  de  Torigine  et 

l'axe  des  Y  à  une  dislance  » 

Va»  —  p* 

Par  suite,  la  longueur  de  la  tangente,  comprise  entre 
les  axes,  est  exprimée  par 

ê 


fA*  fl^ p* 


Cherchant  maintenant  les  valeurs  de  jix  qui  annulent 
la  dérivée  du  radical  ou 


a{b*li* — fl'fA*-4-  aû^f*' — a') 

~"  f*»  (a'  —  fx»)  s/{Â»  ^^^J(â*  :Z^» ft»  H-  "^>*) 


^— î 


on  aura  celles  qui  rendent  la  fonction  /  minimum^  elles 
sont  les  racines  de  Téquation 


i»p*— û'fA<-4- 2fly— a«=o    ou     i*==±«\/— ip" 


(45) 
Or  la  Taleur  de  fx,  qui  répond  à  la  question,  est 


V^ 


j<a; 


c-ar  la  dérivée  reste  négative  pour  /*  <C  ^  1/ r  • 

Transportant  cette  valeur  dans  l'expression  de  /*, 
on  a 

C.   Q.    F.   T. 

Note.  —  Cette  question  a  été  résolue,  de  même,  par  MM.  H.  Heldermann, 
ABden  élère  de  l'École  Polytechnique  de  Delft;  Pierre  Amould,  élèye 
du  collée  Stanislas;  Kruschwitz,  de  Berlin;  A.  Tourrettes,  surveillant 
gcDéral  au  lycée  d'Albi  ;  Moret-Blanc. 


Question  1096 

(  TOlr  a*  série,  t.  XI,  p.  479) 

Paa  m.  h.  lez. 


Le  maximum  de  la  distance  du  point  de  contact 
d'une  tangente  à  l* ellipse  à  la  projection  du  centre 
sur  cette  tangente  est  égal  à  la  demi-différence  (a —  b) 
des  axes. 

La  tangente  à  l'ellipse  a*j  H- fc*x'=  a*fc',  en  un 


(*)  On  arrÎTe  au  même  résultat  par  le  calcul  sulyant.  En  désignant 
par  j  =  mx  -+■  n  l'équation  de  la  tangente,  on  a 

n*  à* 

^  =  il*  H — j  =  a*m"  -r  fr*-+-  «•h — , ' 
mr  m' 

Xais  le  produit  de  a*  m*  par  — ;  étant  une  quantité  constante  a*b*,  le  mi- 

mmum  de  la  somme  a*  m*  H r  est  ao^.  Donc  lé  minimum  de  /*  est 

m* 

iab^è^-ha\  ou  («  -f-  *)V  (G.) 


(46  ) 
point  dont  Tabsclsse  est  jx,  a  pour  équation 

r  =  — 7====  f  —  p*  +  «')• 

et  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  est  représentée 
par 

a  Ja? —  u} 

De  ces  deux  équations,  qu  tire  facilement  les  coor- 
données du  point  de  rencontre  des  deux  droites*,  elles 
sont  

Or,  le  point  de  contact  ayant  pour  coordonnées 

*   I ; 

a 

la  longueur  du  segment  intercepté  sur  la  tangente  aura 
pour  expression 

ou 
et 


/ 


Cherchant  maintenant  les  valeurs  qui  annulent  la  dé- 
rivée du  radical  ou 


l!z=z 


(a»— 6»)(a><--  ^»fA<—  2ûy-f-fl«) 


on   aura  celles  qui  rendent  la  fonction  /  maximum; 


(47) 

elles  sont,  comme  dans  le  cas  précédent,  les  racines  de 
l'équation 


flîjx* —  b^fl* — 2l?*|ji' -h  «®  =  O      ou      fl 


=^'\/^ 


Or  la  valeur  de  fx,  qui  répond  à  la  question,  est  encore 


•car  la  dérivée  reste  positive  pour  f*  <^  a  i/ 7. 

Transportant  cette  valeur  dans  Texpression  de  /*,  on 

trouve 

/  =  «  — 6. 

€•  Q.  F.  T.    (*). 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey;  Pierre 
Arnould,  élèye  du  collège  Stanislas;  A.  Tourrettes,  surreillant général  au 
lycée  d'Albi;  Moret-Blanc. 


(*)  La  question  1096  se  ramène  à  la  précédente  ioqS,  en  remarquant 
que  le  produit  d'une  tangente  comprise  entre  les  axes,  par  la  distance 
du  point  de  contact  à  la  projection  du  centre  sur  cette  tangente,  est  une 
quantité  invariable  égale  à  a* —  &'.  Cette  proposition  s'établit  facilement  ; 
car  soient  A,  B  les  points  où  la  tangente  coupe  les  axes  OX,  OY  ;  G  le 
point  de  contact;  D  la  projection  du  centre  sur  la  tangente;  £  Tinter- 
section  de  l'axe  OX  et  d'une  normale  menée  au  point  G,  et  DP  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  l'ellipse  sur  cette  normale.  La  simili- 
tude des  triangles  rectangles  AOB  et  OPE  donne 

OE~OP' 
d'où 

ABxOP  =  OExOA; 
mais 

0P=:CD; 
donc 

ABxGD  =  OExOA  =  ««-A*. 

Le  minimum  de  la  tangente  étant  a  -f-  5,  le  maximum  de  la  distance  CD 
est  nécessairement  a—  6.  (G.) 


.(  48  ) 
Question  H03 

(Toir  a'sArie,  t.  XI,  p  Sx?); 

Paa  m.  pellissier. 

Capitaine  d'Artillerie. 

Si  a,  fe,  c  désignent  les  sommets  d'un  triangle  et  al^  b\ 
d  les  traces,  sur  les  côtés  opposés,  des  polaires  de  ces 
sommets  par  rapport  à  une  conique,  les  cercles  décrits 
sur  aaff  bb\  cd  comme  diamètres  se  coupent  aux  mêmes 
points,  (H.  Faube.) 

Soit  ABC  le  triangle  polaire  réciproque  de  abc  par 
rapport  à  la  conique-,  on  sait  que  les  ligues  Âa,  B&,  Ce 
se  coupent  en  un  même  points  donc  les  intersections  a!^ 


b\  d  des  côtés  de  ABC  avec  les  côtés  de  abc  son(  sur  une 
droite  MN.  Or,  dans  la  figure  formée  par  le  rri angle  abc 
el  la  transversale  MN,  nous  avons  un  quadrilatère  acalc' 
dont  ad  et  cd  sont  les*  diagonales,  et  bV  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés.  Donc 
{Géométrie  supérieure,  n®345)  les  circonférences  décrites 
sur  aa\  bV^  cd  comme  diamètres  se  coupent  aux  mêmes 
points. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret- Blanc  et 
Gambey. 


(49) 
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Cours  de  Calcul  iifFi]!fiTÉsiMA.L,  professé  â  la  Faculté 
des  Sciences  de  Bordeaux,  par  /.  Houelj  1871-18721; 
deux  Parties,  iu-4^,  de  376-336  pages,  lithographiées. 
Prix  :  30  fr.  (La  seconde  Partie  se  vend  séparément  : 
10  fr.) 

Le  plan  général  de  cet  Ouvrage  s'écarte  en  quelques  points  du 
plan  adopté  dans  la  plupart  des  Traités  d'Analyse.  L'auteur  a 
renoncé  à  la  division  ordinaire  du  Calcul  infinitésimal  en  Calcul 
différentiel  et  Calcul  intégral.  Cette  division  n'a  pas  pour  raison 
le  degré  de  difficulté  de  ces  deux  branches,  les  commencements 
du  Calcul  intégral  étant  beaucoup  (^us  faciles  que  certaines 
applications  du  Calcul  différentiel.  En  séparant  les  deux  opéra- 
tions, inverses  Tune  de  Tautre,  la  différentialion  et  l'intégra- 
don  on  s'interdit  de  nombreuses  et  notables  simplifications 
dans  l'établissement  des  propositions  fondamentales,  et  l'on  se 
condamne  à  scinder  certaines  théories,  qui  se  rattachent  natu- 
rellement à  l'objet  du  Calcul  différentiel,  mais  dans  lesquelles 
l'usage  de  l'intégration  est  nécessaire. 

Le  caractère  dominant  de  ce  Cours,  c'es:  le  soin  avec  lequel 
l'auteur  a  développé  tout  ce  qui  touche  aux  fondements  de  la 
méthode  infinitésimale.  Bien  que  la  légitimité  et  la  rigueur  de 
cette  méthode  eussent  été  mises  hors  de  doute  depuis  longtemps 
par  les  travaux  de  Carnet,  de  Cauchy,  de  Duhamel,  il  semble 
cependant  que  beaucoup  de  Traités  classiques  ne  l'emploient 
qu'avec  timidité,  en  changeant  sa  dénomination  en  celle  de 
méthode  des  limites;  comme  si  ces  deux  méthodes  ne  découlaient 
pas  des  mêmes  principes,  et  différaient  autrement  que  par  des 
détails  de  forme.  Convaincu,  par  son  expérience  de  l'enseigne- 
ment, de  la  nécessité  d'aborder  franchement  les  difBcultés  appa- 
rentes, et  de  se  rapprocher  autant  que  possible,  dans  les  déve*- 
loppements  théoriques,  de  la  voie  indiquée  tant  par  l'instinct 
Ann.  de  Mathémat,,  a*  série,  t.  XIL  (Février  1873.)  4 
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anîversel  qu«  par  la  pratique,  l'auteur  a  pris  pour  point  de 
départ  le  mode  d^exposition  suivi  par  M.  Duhamel  dans  la  pre- 
mière édition  de  son  Cours  d^Jnaljrse  de  l'École  Polytechnique- 

(1840-1 840*  ^1  1*^^  ^  P^''*^  P^^^  naturel  de  commencer  par 
définir  la^  diflerentielle  d'une  fonction  comme  une.  partie  seule- 
nient  de  l'accroissement  infiniment  petit  de  cette  fonction,  cette 
conception  artificielle  pouvant  jeter  quelque  obscurité  sur  cer- 
tains points»  par  exemple,  sur  la  définition  des  différentielles 
totales  des  divers  ordres  d'une  fonction  de  plusieurs  variables, 
sur  la  question  du  changement  de  la  variable  indépendante,  etc. 
On  ne  tarde  pas«  du  reste,  à  reconnaître  que  tes  d^ux  points  de 
vue  sontidentiquesi  à  la  forme  près;  m^sl'on  n'a  plus  à  craindre^ 
la  cpnfnsipp. entre  Yif^mment  pelitet  le  très-petit^  que  l'emploi 
de.  d^ux  lettres,  d  et  A,  pour  désigner  successivement  les  qiéaies 
apcrois^egoaentSi  peut  faire  naître  d^ns  certains,  esprits.  Si  l^on 
évit^i.aM  dél^ut,  de  traiter  à.  fond  certaines  questions  réputée» 
délicates,  les  difficultés  devant  lesquelles  on  2^  d*abord  reculé  9^ 
représentent  inévitablement  plus  tard,  dans  des  ci^  où  1^  coi^- 
plicatioQ  du  sujet  rend  leur  solution  difficile.  C'ea  là  la  souipet 
de  tous  l<ss  paradoxes  qui  embarrassent  encore  tant  de  bons 
espritft.  fin  s*habituant  dès  le  commepc^ppent  àl'emploi du  1^<- 
gage  deli^  niéthode  infinitésimale,  auquel  on  est  forcé  tô(  ou  tai^ 
de  recourir  dans  les  applications,  comme  l'auteur  de  X^.Méc^r 
nique  analytique  en  a  lui-mén|e  donné  l'exemple,  on  n'est  pas 
exposé  À  mettre  en  suspicion  la  rigueur  d'un  mode  de  raisonne- 
ment dont  on  a  appris  à  contrôler  l'exactitude  dans  l'e^pçsilipa 
des  premiers  principes» 

1a  contenu  de  l'Ouvrage  de  M.  Hoiieloorf^espoiidià  peivprpst. 
au  programme  de  la  licence  es  Sciences  matbéniatiqit^»  s^^^f 
Padditioo  de  quelques  suppléments,  qu'exigeaient  les  progrès 
récents  de  la  Science.  Voici  un  aperçu  de  la  Table  d^.nm;iài(^. 
avec  l'indication  des  numéros  des  Leçons  correspondantes, 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Introduction,  —  (1*6).  Premières  notions  sur  les  déteriDioAnlg. 
Calcul  infinitésimal,  —  (1-3).  Généralités.  Principe  des  limites.  Infini- 
ment petits,  infiniment  grands.  Principes  Tondamenlaux  sur  la  substkii- 
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tion  das  infiniment  petits.  DériTées.  —  (4-8).  Différentielles  des  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  yariables.  intégrales  définies  et  indéfinies.  Métho- 
des générales  de  diiTérentiation  et  d^intégration;  application  aux  princi- 
pales fonctions  simples.  —  (9-12).  Infiniment  petits  des  divers  ordres. 
DérÎTéeset  difierentielles  d'ordre  supérieur;  leur  calcul  direct.  Différen- 
tielles et  dérÎTées  partielles  des  divers  ordres  des  fonctions  de  plusieurs 
variables.  Changement  de  variables.  —  (13-16).  Relations  entre  les  ac- 
croissements des  fonctions  et  les  valeurs  moyennes  des  dérivées.  Théo- 
rèmes de  Taylor  et  de  Maclaurin;  leur  application  au  développement  des 
fonctions  en  séries.  Théorèmes  sur  les  séries  de  puissances  entières  et 
positives.  Développement  en  séries  au  moyen  de  l'intégration.  Coeffi- 
cients indéterminés.  —  (17)*  Valeurs  limites  dans  les  cas  d'indétermina- 
tion apparente.  —  (18-19).  Maxime  et  minima  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables.  —  (20-23).  Décomposition  en  fractions  simples 
et  intégration  des  fonctions  rationnelles.  Irrationnelles  du  second  degré. 
Formules  de  réduction  successive  des  intégrales  des  fonctions  algébriques 
et  transcendantes.  —  (24-26).  Remarques  sur  le  passage  des  intégrales 
indéfinies  aux  intégrales  définies.  Difitârentiation  et  intégration  sous  le 
signe  /.  Calcul  des  intégrales  définies  spéciales.  Intégrales  eulériennes. 
—  (27-29).  Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes.  Asymptotes  rec- 
tilignes.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  Angle  de  contingence;  sens  de  U 
concavité.  —  (30-33).  Courbure  des  courbes  planes.  Contacts  des  diverf 
ordres;  courbes  osoulatrices.  Développées.  Enveloppes.  —  (34-35).  Tan- 
gente, plan  normal,  plan  osoulateur  aux  courbes  dans  l'espace.  Plan 
tangent,  normale,  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  des  surfaces 
courbes.  —  (36-41).  Théorèmes  de  Géométrie  infinitésimale;   doubla 
courbure  des  lignes  non  planes;  développées.  Étude  d'une  surface  en  un 
point  donné.  Rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque. 
Lignes  de  courbure,  lignes  asymptotiques,  lignes  géodésiques;  théorème 
de  Dupin.  Applications  à  l'hélice  et  aux  hélicoldes.  Contacts  des  lignes 
«t  des  surfaces,  —  (42-44).  Quadratures,  rectifications,  cubatures.  Centres 
de  gravité,  moments  d'inertie.  —  (45).  Déterminants  fonctionnels.  Chan- 
gement de  variables  dans  les  intégrales  multiples. 

Additions  :  Calcul  approché  des  quadratures. —  Série  deLagrange  piiur 
4e  développement  des  fonctions  implicites. 

SECONDE  PARTIE. 

(  1  ).  Intégration  des  différentielles  du  premier  ordre  à  plusieurs  varia- 
bles indépendantes.  —  (2-3).  Formation  des  équations  difierentielles  par 
l'élimination  des  constantes  arbitraires.—  (4).  Nouvelle  démonstration 
du  théorème,  que  toute  équation  différentielle  d'ordre  quelconque  admet 
une  intégrale  générale.  —  (5-9).  Principales  méthodes  d'Intégration  pour 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre.  Application  &  la  recherche 
des  formules  d'addition  des  transcendantes.  Théorie  du  multiplicateur. 
Équations  où  la  difiërentielle  entre  à  un  degré  supérieur  au  premier. 

4- 
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Solutions  singulières.  Méthode  de  P.-H.  BUnchet  pour  distinguer  les 
solutions  singulières  des  intégrales  particulières.  —  (10).  Intégration 
et  cas  d'abaissement  des  équations  différentielles  d'ordre  supérieur. — 
(  11-13).  Théorie  des  équations  différentielles  linéaires.  —  (14-16).  Équa- 
tions différentielles   simultanées.   Intégration   des   équations  linéaires. 

—  (17).  Équations  aux  différentielles  totales  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  entre  trois  Tariables.  —  (18-19).  Formation  des  équations 
aux  dérivées  partielles  par  l'élimination  dés  fonctions  arbitraires.  Équa- 
tions aux  dérirées  partielles  des  principales  familles  de  surfaces.  —  (  20- 
21).  Surfaces  euTeloppes.  Formation  des  équations  non  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Équations  aux  dérivées  partielles  à 
deux  variables  indépendantes;  exemples  d'intégration.  —  (22-24).  Équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Equations  non 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux 
variables  indépendantes.  Équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  d'or- 
dre quelconque.  —  (25-27).  Calcul  des  variations  des  intégrales  simples. 

—  (28-30).  Mesure  de  la  courbure  des  surfaces.  Coordonnées  curvilignes. 
Triangles  géodésiques.  Applications  k  l'ellipsoïde. 

APPENDICE  :  Éléments  de  la  théorie  des  quantités  complexes. 

(1).  Théorie  générale  des  opérations.  —  (2).  Des  quantités  négatives. 

—  (3-5).  Définition  des  quantités  complexes.  Addition  et  soustraction. 
Multiplication  et  division,  puissances  entières  et  fractionnaires.  Toute 
équation  algébrique  a  une  racine  réelle  ou  complexe.  Fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires,  logarithmes.  —  (6).  Fonctions  d'une  variable  com- 
plexe. Fonctions  monogènes.  —  (7-9).  Intégration  le  long  du  contour 
d'une  aire  donnée.  Théorème  de  Cauchy.  Résidus.  Représentation  d'une 
fonction  synectique  sous  forme  d'un  résidu.  Théorèmes  de  Cauchy  et 
de  Laurent  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  de  puissances. 
Étude  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point.  Indices.  Décomposition 
d'une  fonction  rationnelle  en  fractions  simples.  —  (  10-1 1  ).  Séries  de  Biir- 
mann  et  de  Lagrange.  Calcul  des  intégrales  définies.  —  (12).  Application 
de  la  théorie  des  quantités  complexes  à  la  Géométrie  analytique. 

Cours  de  Physique  mathématique  ,  par  M.  Emile 
Mathieu,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Be- 
sançon. Un  volume  in-4;  1873.  Prix  :  i5  francs. 

La  Physique  mathématique  est  une  branche  de  la  Science  qui 
a  été  créée  en  France,  mais  qui  n'est  presque  plus  cultivée  dans 
notre  pays  ;  cela  tient  en  grande  partie  à  ce  que  ceux  qui  dési- 
reraient rétudier  ne  trouvent  pas  d'ouvrages  qui  puissent  les 
diriger  dans  leurs  travaux. 

M.  Mathieu  vient  de  combler  cette  lacune,  en  publiant  un 
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Traité  didactique  sur  les  méthodes  d'intégration  en  Physique 
mathématique.  Ces  intégrations  se  rencontrent  dans  les  théories 
de  la  chaleur,  de  l'élasticité,  de  Tacoustique,  de  Télectricité,  et 
les  physiciens  eux-mêmes  sont  obligés  de  s^appuyer  sur  les  for- 
mules qu'on  en  déduit. 

M.  Mathieu  a  rangé  les  questions  qu'il  a  traitées,  non  sui- 
vant les  théories  physiques  auxquelles  elles  appartiennent,  mais 
suivant  l'ordre  dans  lequel  elles  se  présentent  d'après  les  inté- 
grations. 

La  Théorie  mathématique  de  la  Chaleur  de  Poisson  et,  à  plus 
forte  raison,  la  Théorie  analytique  de  la  Chaleur  de  Fourier  ne 
sont  plus  à  la  hauteur  de  la  Science.  Les  découvertes  de  Lamé 
sur  les  intégrations  de  la  Physique  mathématique  sont  répan- 
dues dans  quatre  ouvrages  qu'il  a  publiés  (*);  mais  il  n'est  pas 
toujours  revenu  sur  les  recherches  de  ses  prédécesseurs.  Aussi, 
aujourd'hui,  pour  connaître  les  méthodes  d'intégration  en  Phy- 
sique mathématique,  faut-il  lire,  outre  des  Mémoires  détachés, 
l'ouvrage  de  Fourier,  celui  de  Poisson  et  ceux  de  Lamé. 

Le  livre  de  M.  Mathieu  rend  donc  un  service  évident. 

On  vient,  il  est  vrai,  de  faire  paraître  en  Allemagne  un  ou- 
vrage de  Riemann  sur  le  même  sujet  :  Méthodes  dUntégration 
en  Physique  mathématique;  mais  ce  Livre,  publié  après  sa 
mort,  ne  fait  que  reproduire  les  leçons  du  savant  professeur  et 
ne  peut  avoir  les  développements  qui  auraient  été  donnés  à  un 
Traité  proprement  dit. 

Le  Chapitre  I  du  Cours  de  Physique  mathématique  de  M.  Ma- 
thieu traite  de  l'emploi  des  séries  trigonométriques,  introduites 
pour  la  première  fois  dans  l'Analyse  par  la  théorie  de  la  corde 
vibrante;  il  contient  l'historique  complet  de  la  corde  vibrante, 
à  la  théorie  de  laquelle  travaillèrent  tous  les  grands  géomètres 
de  répoque,  et  il  montre  ensuite  la  nouvelle  importance  que 


(*)  Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les,  surfaces 
isothermes;  in -8,  1857.  —  leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et 
leurs  diverses  applications;  in -8,  iSSg.  —  Leçons  sur  la  théorie  analy- 
tique de  la  chaleur;  in -8,  iSSq.  —  leçons  sur  la  théorie  mathématique 
de  l'élasticité  des  corps  solides;  a*  édition,  in -8,  18OG. 
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donne  Foarier  à  ces  séries,  en  les  employant  pour  repréiente^ 
des  fonctions  discontinues. 

Le  Chapitre  II,  relatif  aux  surfaces  isothermes  et  aux  coor- 
données curvilignes,  donne  sur  ces  belles  théories  de  Lamé  touc 
ce  qui  est  nécessaire  pour  le  sujet  du  Livre.  A  la  fin  du  Chapitre 
se  trouve  un  article  publié  autrefois  par  l'auteur  sur  Técoule- 
ment  des  liquides  dans  les  tubes  capillaires,  et  qui  a  été  signal^ 
plusieurs  fois  à  l'Académie  des  Sciences  par  M.  de  Saint-Yenant, 

Dans  Je  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  l'équilibre  de  tempéra^- 
ture  des  cylindres.  Cette  question  a  été  traitée  dans  les  Leçons 
sur  les  coordonnées  curviUgnes  de  Lamé;  mais  M.  Mathieu  y  ^ 
apporté  des  perfectionnements  en  reprenant  le  plus  souvent  les 
questions  mêmes  de  Lamé.  C^est  lui  qui  a  reconnii  le  premier 
que  les  équations  aux  différences  partielles  de  )^  Physiques» 
mises  en  coordonnées  curvilignes,  peuvent  devenir  fausses  spr 
certaines  surfaces;  alors  les  intégrations  qu'on  en  déduit  sont 
paiement  fausses.  11  montre  comment  on  doit  résoudre  cettç 
difficulté. 

Le  Chapitre  IV  renferme  des  recherches  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre,  utiles  dans  la  Physique 
mathématique^  et  reproduit,  avec  des  simplifications  potables» 
les  recherches  de  Sturm. 

Le  Chapitj*e  Y  traite  de  la  théorie  du  mouvement  vibra tpjir^ 
des  membranes;  c'est  un  sujet  qui  ^  été  spécialement  étudié  par 
l'auteur;  il  y  donne  avec  développement  la  théorie  du  mouye^ 
ment  vibratoire  d'une  membrane  de  forme  elliptique  qu'il  avait 
publiée  en  1868  dans  le  tome  XIII  (2"  série)  du  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Lion  ville. 

Le  Chapitre  YI  a  pour  objet  la  distribution  de  la  chaleur  dans 
une  sphère;  cette  question  a  été  traitée  par  Laplace  et  Poisson  ; 
l'au^enr  y  ajoute  peu  au  fond;  mais  l'exposition  en  était  diffi- 
cile et  mérite  d^étre  remarquée. 

Le  Chapitre  VII  traite  de  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un 
milieu  indéfini  et  des  températures  du  globe  terrestre.  On  y 
voit  les  principaux  résultats  des  recherches  de  Laplace,  Poisson, 
Fourier. 
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L'anvteor  j  Tésoitt  ceitaÎDS  problèmes  d*  AniiiyBe  par  îles  for- 
mules plus  simples  que  celles  données  avant  hii. 

Le  Chafpître  Vin  est  relatif  à  Téquilibre  de  température  de 
rellipsoîde.  C*est  une  question  qui  avait  été  entièrement  résolue 
par  Lamé.  Mais  l'auteur  en  a  changé  Texposition  en  usant  de 
réflexions  générales  auxquelles  il  a  été  conduit  par  le  sujet  de 
son  Livre  et  en  profitant  de  recherches  faites  par  Jacobi  et  par 
M.  Lion  ville. 

Le  Chapitre  IX  traite  du  refroidissement  d*tlii  eHipsoide  platié- 
taire.  Cette  question  difficile  appartient  entièrement  ù  Tanteuret 
renferme  des  résultats  très-curieux  au  point  de  vue  dé  l'Analyse. 

M.  Serret  a  présenté  l'Ouvrage  de  M.  Mathieu  à  l'Académie 
des  Sciences,  et  voici  les  paroles  qu'il  a  prononcées  à  cette  oc» 
casion  :  «  Le  livre  dont  M.  £.  Mathieu  a  tenu  à  faire  hommage 
à  l'Académie  tire  son  origine  des  leçons  professées  par  l'auteur 
dans  uti  cours  complémentaire  institué  à  la  Sorhonne,  il  y  a 
q^uelqués  aUDées,  par  M.  le  Ministre  de  Tlnstructioh  publique. 
M.  Mathieu  a  pleinement  justifié  la  confiance  qui  lui  fut  témoi- 
gnée en  cette  occasion,  et  l'Ouvrage^  dans  lequel  il  publie  au- 
jourd'hui le  résultat  de  ses  études  sur  les  méthodes  d'intégration 
usitées  dans  les  recherches  de  Physique  mathématique,  est  ap- 
peléy  sans  oui  doute,  à  i^ndre  d'importants  services  aux  pel^- 
sonnes  qui  s'occupent  de  celte  branèhe  dés  Mathématiques  ap- 
pliquées, v 


RECHERCHES  ANALYTIQUES 

ur  la  sirface  di  troisièie  orére  qii  est  la  réciproqie  de  h  sirface 

de  Steioer 

(salle,  Toir  a*  série,  t.  XI,  p.  k^); 

Pae  m.  LAGUERHE. 


V.  —  Digression  sur  les  cov^ariants  doubles  des  Jormes 

binaires* 

29.  Comme,  dans  tout  ce  qui  jtuit,  les  covariants  dou- 
ble» de»  formes  «  et  tù  se  présenleut  très-fréquemment, 
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les  considérations  suivantes,  quoique  très-simples,  ne 
paraîtront  peut-être  pas  inutiles. 

Soient  les  formes  u(x,^)  et  (*>(x,j')^  dans  lesquelles 
j'ai,  pour  un  instant,  substitué  aux  variables  t  et  t  de 
nouvelles  variables  x  et  jr. 

On  a  évidemment,  en  conservant  les  notations  précé- 
dentes, 

et  de  même 

en  posant 

^'=r'(ar»-f-3p^'T-f-37iT«4-^T^)-hT'(p/*+37<*T-h3^/r»-MT»), 

Soit  maintenant  F  un  covariant  double  quelconque 
de  u  et  de  go;  on  a,  par  suite  de  la  définition  même  des 
covariants, 

F(a,  b,. . .,  a,  p,,  .•,/*-+-  <'/,  rx  -h  t^^,  tx'  -^  />',  rx^  -Hry  ) 
d^où,  en  faisant  dans  cette  identité  jp=:i,  ;^==o,  x'=Oy 

F(<»,  *,.  .  .,a,  p,...,/,T,  f'jT') 

=  {/t'  — r'T)-"F(ii,C',...,«,rf',...,  i,o,  0,1). 

D^où  les  conclusions  suivantes  : 

i^  Un  covariant  double  (et  il  en  est  de  même  évidem- 
ment d'un  covariant  simple  et  d'un  invariant)  est  déter- 
miné quand  on  connaît  son  terme  principal,  c'est-à-dire 
le  terme  auquel  se  réduit  le  covariant  quand  on  y  fait 
e  =  I ,  T  =  O5  t'  =  o,  t'  =  I . 

On  obtient,  à  une  certaine  puissance  près  de  (tr'^^'r)^ 
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la  Taleur  du  covariant  en  remplaçant  respectivement 
dans  le  terme  principal  a^b^  c^. ,  *  par  u,  C\  £^, . . . ,  et 
a,  /3,  y,  •  • .  par  0))  ^',  ^0 V  •  •  ' 

a®  Si  Ton  veut  établir  une  relation  entre  des  éléments 
géométriques  dépendant  de  deuY  points  de  la  sextique  Z, 
on  pourra  toujours  supposer  que  les  paramètres  de  ces 
deux  points  sont  o  et  oo  ;  de  la  relation  qui  a  lieu  dans 
ce  cas  particulier,  on  déduira  la  relation  générale  en 
remplaçant  respectivement  a,  i,  c,. . .  et  a,  ^,  y^.\  .  par 
les  émanants  que  j'ai  mentionnés  ci-dessus. 

30.  Pour  faire  une  application  simple  des  considéra- 
tions qui  précèdent,  je  remarquerai  que  Ton  a 

f  =  fltf  —  4  W  +  3c»  =  (/t'  —  ifr)-*  [au'  —  4CC'  -h  ^C\]. 

L'équation  de  la  quadrique  t  peut  donc  s'écrire  de  la 
façon  suivante  : 

«a'  — 4CC'H  4Cî  =  o, 

Les  plans  osculateurs  de  la  sextique  Z  aux  points  (i) 
et  (t')^  dont  les  équations  sont 

«  =  o    et    a'  =  o, 

coupent  S  suivant  deux  coniques  situées  sur  le  cône  dont 
l'équation  est 

4^;  — 4ce'  =  o; 

le  sommet  de  ce  cône  est  défini  par  les  équations 

C,  =  o,    C  =  o    et    C  =  o. 

Ce  point  est  d'ailleurs  le  point  (t,  t')  de  la  surface  dC« 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorèue  VII.  —  Étant  donnée  une  sextique  Z,  si 
Von  mène  deux  plans  osculateurs  quelconques  de  cette 
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courbe,  il$  coupent  la  ^uadiique,  ^qui  contient  Z,  suhant 
deux  coniques^  le  $owjnet  dUtn  des  cènes  qui  passe  par 
ces  deux  coniques  se  trouve  sur  In  surface  d)C>  dont  Z  e^t 
ime  oeyTnptoHque,  et  quand  ces  plans  se  déplaceM  de 
toutes  les  manières  possibles,  le  sommet  de  ce  cône  décrif 
la  surface SK.. 

Remarque.  -^  On  peut  par  ces  deux  coniques  nMxirer 
mi  deuxième  cône;  le  sommet  de  ce  cène  décrit  une  sur- 
face que  j^étudierai  dans  la  suile  de  ce  Mémoire. 

VI.  —  Centre  et  plan  central  d'une  sextiqne  gauche. 
31.  Oulre  Tinvariant 

<|ui  est  identiquement  n«l,  les  deux  polynômes  net  (à  ôtic 
un  autre  invariant,  du  premier  degré  relativement  au)c 
coefficients  de  u, 

/i,  =  a  (71  —  ^)  -h  2Ô  (7^  — .  pg)  +  c{a$  -h  2^9  -—  37») 
4-  2</(p7  —  a^  )  +  e(<xy  —  p'). 

L'équation  /io  =  o  représente  un  plan  II;  pour  trouver 
les  points  d'intersection  de  ce  plan  ayec  la  sextiqne  Z,  il 
faut  remplacer  o,  b^  c^ . .  •  par  leurs  Taleurs  tirées  du 
tableau  B;  le  résultat  devant  être  un  covariant  de  o),  il 
suffit  de  calculer  son  terme  du  degré  le  plus  élevé  et 
par  conséquent  de  faire  a,  6,  c  égaux  k  zéro,  et 

d=iat*    et    tf  =  4P'*î 
il  vient  ainsi,  comme  premier  terme  de  ce  covariant, 

a[3ap7  — a»*— 2p»]/«; 

d'où  Ton  oonclnt  que  les  -paramètres  dés  pointa  où  le 
plan  n  rencontre  la  sextique  Z  sont  les  racines  de  Téqua- 
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tion  que  Ton  obtieni  len  égalant  À  zéro  Je  cQvanant  du 
sixième  degré  de  xd  ('*')• 

Les  parAQièlres  des  qufitre  points  statiomairesde  Z  étant 
les  racines  d^  l'équation  co  =  o,  on  déduil  de  là  et  dea 
propriétés  bien  connues  du  covariant  du  sixième  degré 
d'une  forcoe  biquadratique  la  proposition  suivante  ; 

TnÉoakifB  VIII«  —  Les  ifuatre  points  stationnmres 
d^une  sextit/ue  Ta  peuvent  être  partagés  de  trois  façons 
différentes  en  deux  groupes  de  deux  points  f  à  chaque 
mode  de  groupement  correspond  sur  la  courbe  une  di'^ 
vision  en  im^olution  donnant  lieu  à  deux  points  dou^ 
blés.  Les  droites  qui  joignent  les  trois  couples  de  points 
doubles  sont  situées  dans  un  même  pla^i  TIj  gui  est  le 
plan  central  de  la  sextique. 

Comme  je  le  montrerai  plus  tard,  ces  trois  droites  sont 
situées  sur  la  surface  dC^  dont  Z  est  une  asymptotique. 

32.  Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il 
ne  peut  y  exister  d'autres  covariants  de  u  et  de  o),  du 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  li,  que 
ceux  que  je  viens  d'examiner. 

En  égalant,  en  effet,  à  zéro  un  tel  covariant,  on  a  l'é- 
quation d'un  plan  qui  rencontre  Z  en  six  points  dont 
les  paramètres  sont  les  racines  d'une  équation  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  un  covariant  de  u  du  sixième 
degré.  Or  il  n'existe  qu'un  seul  covariant  de  ce  degré  5  la 

(*)  Les  points  cuspidaux  d'une  sextique  sont  souvent  désignés  sous  le 
nom  de  points  stationnatres. 

Par  tout  point  (r)  d'une  sextique  Z,  on  peut  mener  en  effet  un  plan  P 
oseulateur  de  cette  courbe  et  différent  du  plan  {t);  le  paramètre  t*  de  ee 
plan  s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'émanant 

^'=r'(ar*H-3^r»-f-37r-4-*)-^()8r*-+-3y£«-4-3<r^-4-f)  =  o. 

Si  le  paramètre  {i)  satisfait  à  la  relation  «  =  0,  on  voit  que  Ton  a 
t'=,t  et  le  plan  P  se  confond  avec  \»  plan  (1). 
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proposition  que  je  vieus  d^énoncer  est  donc  démontrée. 

De  là  diverses  conséquences  iniportantes. 

En  premier  lieu,  ^o  étant  le  seul  invariant  linéaire  par 
rapport  aux  coefficients  de  u  (sauf  ae  —  4^^  ~H •  •  •  9  4^1 
est  identiquement  nul),  si  Ton  passe  de  la  sextique  Z  à 
la  sextique  Zp,  en  employant  les  substitutions  dont  j'ai 
parlé  au  §  I,  h^  devra,  à  un  facteur  numérique  près,  con- 
server la  même  valeur^  et,  en  effet,  on  vérifie  facile- 
ment que  l'on  a,  en  conservant  les  notations  de  ce  même 
paragraphe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.  —  Toutes  les  sextiques  qui  sont  les 
asymptotiques  tVune  surface  X  ont  même  plan  centraL 

Je  dirai  que  ce  plan  est  aussi  le  plan  central  de  DC  ^ 
comme  je  l'ai  déjà  fait  observer,  il  coupe  cette  surface 
suivant  trois  droites. 

33.  Equation  de  la  surface  du  quatrième  ordre  qui 
contient  les  lignes  nodales  correspondant  aux  asympto- 
tiques de  la  surface  DC. 

Pour  tous  les  points  de  la  courbe  X,  qui  est  la  ligne 
nodale  de  la  surface  développable  ayant  Z  pour  arête  de 
rebroussement,  on  a 

ac — b^ ad — bc       ae-^i  hd — 3c* be — cd ce — d^       Zj 


a 

2b 

6c                     Tid               e 

On  déduit  de  là 

d'où 

et  encore 

-  k        3y 
&jK  +  ik  —  0, 

(12) 

^jK-^ik  —  h'  —  o. 

(6.  ) 

Cette  équation  représente  une  surface  du  quatrième 
ordre  SI  qui  contient  la  nodale  X^  en  se  reportant  aux 
formules  (3)  du  tableau  A,  on  voit  que  l'on  a 

f  X-'  _  A'»  =  ( ô)i  —  iipY(i^  —  h') ; 

en  vertu  de  la  formule  donnée  dans  le  numéro  précédent, 
on  a  donc  identiquement 

d'où  Ton  déduit  facilement  que  la  surface  Q  contient  les 
nodales  %^,  dont  le  lieu  est  ainsi  donné  par  Téqua- 
tion  (f  a). 

34.  II  y  existe  un  point  O  de  l'espace  dont  les  coor- 
données s'expriment  au  moyen  des  coefficients  de  u  et 
du  hessien  de  u. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  déterminées  par  le 
système  suivant  d'équations 

a  b  c 

On  vérifie  facilement  que  les  quantités  a^  b,  c^.  ^  »  sont 
les  coordonnées  d'un  point,  car  elles  satisfont  identique* 
ment  à  la  relation 

(i)  ag  —  ^bS-h6cy  —  4^P"*"^"  =  ^« 

Cela  posé,  si  l'on  détermine  le  plan  polaire  du  point  O 

par  rapport  à  une  quadrique  quelconque  du  réseau  (/,  h,  k)y 

.  c'est-à-dire  à  une  quadrique  dont  l'équation  soit  de  la 

forme 

A«4-  BAh-CA=o, 

il  est  clair  que  l'équation  de  ce  plan  s'obtiendra  en  éga- 
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lanr  k  xéro  un  invariant  de  u  et  de  cd,  du  pretttîer  degré 
par  rapport  aux  coefficients  de  u. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  son  équation  est 
nécessairement 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  Le  plan  central  II  de  la  surface  9C 
a  même  pôle  relatwement  à  toutes  les  quadriques  du 
réseau  (i,  /i,  h). 

Je  dirai  que  ce  p6le  est  le  centre  de  la  surface  ^  et 
des  divferses  sextiques  qui  sont  les  asjrmptotiques  de  cette 
surface» 

VIL  —  Sur  les  droites  qui  sont  situées  sur  la  surface  DC. 

35.  Si  une  droite  peut  être  placée  sur  la  surface  ot? 
elle  rencontre  S  en  deux  points  situés  sur  Tasympto- 
tique  Z.  Cette  droite  est  donc  une  corde  de  la  sextique  Z. 
Pour  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  paramètres 
des  extrémités  de  cette  corde,  je  supposerai  qu'ils  soient 
respectivement  o  et  oo  ,  en  faisant 

r=:i,    T  =  o,     t' r=  o    et    t'=:i. 

D'après  le  tableau  B,  les  coordonnées  de  ces  points  seront 
donc 

a=6=:<:  =  0,      c/  =  a,     e  =z  ^p, 

et 

a= — 4^>     ^  =  — «>     c  =  d  =  e  =  o. 

Désignons  par  k  un  paramètre  variable;  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  corde  seront  données 
par  les  équations 
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Ona 

—  4*   —  •       ® 

—  f  o  x« 

O  xa        —  4  ^^ 


=  4x(t»p  — xa'J); 


d'où  l'on  voit  que  la  valear  du  paramètre  %  correspondaut 
au  troisième  poiut  de  rencontre  de  la  corde  avec  dC  est 
donnée  par  Téquation 

si  la  corde  est  située  tout  entière  sur  la  surface,  cette 
équation  doit  être  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  X.  On  doit  donc  avoir 

«?p  =  o     et     a»<î  =  o; 

d'où  l'on  déduit,  d'après  les  propositions  données  n°20, 
les  relations  suivantes,  qui  existent  entre  les  paramètres 
des  extrémités  d'une  cordé  de  Z  située  sur  la  surface, 

»"^'  =  o     et    «»^=o, 
on  bien 

(«/•-h  4pr'>-H67^»-l- 4^*' -f- «)» 

X[r'(ar»-f-3p*»4-37^4-^)-4-(Pï'-4-37^»-f-3^<-+-f)]=o, 

et 

[at*  -f-  4p/»  -h  67/»  -h  43/  -h  f  )' 
X[/(ai'*-f-3p/'>-+-37f'-h^)-H(p/'*-h37<'»-h3^/'-f.f)]=o. 

36.  On  peut  satisfaire  à  ces  relations  de  deux  façons 
fistinctes  : 
1°  En  faisant 

0)  =  o     et     u'  =  o. 
Les  racines  de  ces  équations  sont  les  paramètres  des 
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quatre  points  stationnaires  de  Z  (qui  sont  les  quatre 
points  coniques  de  dC)  ;  on  en  conclut  que  les  six  arêtes  du 
tétraèdre  dont  ces  points  sont  les  sommets  sont  situées 
sur  la  surface. 
2^  En  faisant 

^==0    et    ^'  =  0. 

Pour  résoudre  ce  système  d'équations,  je  remarque  que, 
en  éliminant  t'  entre  ces  deux  équations,  le  résultat  est 
un  covariant  dont  le  premier  terme  est 

Ce  covariant  est  donc  c^Fo,  F^  désignant  le  covariant  du 
sixième  degré  de  o). 

Laissant  de  côté  le  facteur  étranger  ti),  on  voit  que  les 
paramètres  des  extrémités  des  cordes  cherchées  seront  les 
racines  de  Téquation 

r,=:o. 

Soient  2|,  Zf  et  z»  les  racines  de  l'équation  {*) 

z»  — /««-h  2y,  =  0; 

on  sait  que  Fo  est  le  produit  des  trois  facteurs 

yiiw-— 27Î,     ^*jfti  —  2n>     ^«5(1)  —  iîj, 

OÙ  Y)  représente  le  hessien  de  od. 
Les  deux  racines  de  Téquation 


.  y  s,  tù  —  a  D  =  O 

sont  les  paramètres  des  extrémités  d'une  corde  située  sur 
la  surface.  Je  désignerai  cette  corde  par  la  lettre  D|«  Aux 
deux  autres  facteurs  correspondront  deux  autres  cordes  Dt 
et  Ds  *,  il  suit  d'ailleurs  de  ce  que  j'ai  dit  au  n?  31  que  ces 

(*)  Voir  Salvom,  Algèbre  supérieure,  p.  i8o  et  suiv. 
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trois  droites  sont  Tintersection  de  la  surface  OC  par  le  plan 
central  n  (*). 

A  celte  occasion,  je  ferai  remarquer  que  le  théorème 
donné  au  n^  31  peut  s'énoncer  d'une  façon  un  peu  plus 
générale  de  la  manière  suivante  : 

Si  Von  coupe  une  asymptotique  quelconque  de  9C  par 
une  quadrique  du  réseau  (t\  hyk),  cette  quadrique  ren^ 
contre  la  courbe  en  quatre  points  distincts  des  points 
coniques.  Si  Von  partage  d^une  façon  quelconque  ces 
points  d^ intersection  en  deux  systèmes  de  deux  points, 
la  droite  qui  joint  les  deux  points  doubles  de  Vinvolution 
déterminée  par  ces  deux  systèmes  est  une  des  droites 
de  la  surface  Dt  située  dans  le  plan  central. 

VIII.  —  Pôles  et  plans  polaires  relaliv^ement 
à  la  surface  5.  Applications  diverses. 

37.  Considérons  un» point  dont  les  coordonnées  soient 
a',  b\  c\  d',  e\ 

L'équation  du  plan  polaire  de  ce  point,  relativement 
à  la  quadrique  S,  est  évidemment 

,  di  di  ,  di  di  ,  di  

da  db  de  dd  de  ' 

OU  bien 

ae'  —  4^^'  -^  6fc'  —  ^db'  ■+■  ea'  =  o. 

Si  la  quadrique  S  est  telle  que  Ton  ait  /^  ==  o,  les  coor- 
données du  centre  de  la  surface  DC  (u^34)  sont  a,  P, y,}, 6. 
L'équation  du  plan  polaire  de  ce  point  est  donc 

ai  —  /^bS  -+■  6cy  —  4^p  4-  tf  a  =  o, 

(*)  Il  est  clair  que  tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  forme  w  ne 
présente  aucune  particularité,  ^examinerai  plus  tard  les  cas  particuliers 
où  O)  aurait  un  facteur  triple  ou  deux  facteurs  carrés. 

Jnn,  de  Maehémat,,  t.  XII,  a*  série.  (Février  1873.)  5 
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etj  celte  relation  étant  identiquement  satisfaite,  on  en 
conclut  que  le  plan  polaire  est  indéterminé;  par  suite: 

Lorsque,  pour  une  asymptotique  Z,  on  a  'o  =  o>  cette 
asymptotique  est  située  sur  un  cône  du  second  degré 
dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  courbe, 

38.  Soit  un  plan 

ait  —  4^^»  "*"  6^7»  —  ^^P*  +  ^*o  =  o; 

on  voit  immédiatement  que  les  coordonnées  du  pôle  de 
ce  plan  sont  données  par  le  système  d'équations 


OÙ  j^ai  posé,  pour  abréger, 

8  =  otf,  —  4P^o  —  677,  —  4^P«  ■*■  ^*»» 

Il  est  facile,  en  eiïet,  de  vérifier  : 

1^  Que  les  quantités  déterminées  par  les  équations 
précédentes  sont  effectivement  les  coordonnées  d*un 
point,  car  elles  satisfont  à  Tidentité 

az  —  4^^  "+"6^7  ""4^P  "*"  ^*  =  o> 

a^  Que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapporta  S, 
est  le  plan  donné. 

39.  Comme  application  des  formules  précédentes,  con- 
sidérons un  plan  tangent  quelconque  à  la  surface  tK. 
Comme  nous  Pavons  vu  (n^  18),  son  équation  est 

Co=flrV»-h2*(f<'»4-r»OH-<^(^'-*"4'''-^-'")+2£/(/-f-/')-»-tf=o; 
on  a,  dans  ce  cas, 


«  =  ef. 


fl^ 


et  les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  sont  données  par 


(  6?  ) 
le  système  d'équalions 

(i3) 


Sopposons  le  point  tellement  choisi  sur  la  surface  OC 

que  l'on  ai  t 

^0  =  0, 

les  coordonnées  du  pôle  seront  données. par  les  équations 

a  Tik  e 

* 

en  se  reportant  au  n^  25,  on  voit  que  le  point  ainsi  dé- 
terminé est  le  point  de  la  nodalcX,  qui  est  l'intersection 
des  tangentes  (t)  et  [t^)]  le  plan  polaire  de  ce  point  touche 
par  conséquent  la  surface  DC  au  point  (f,  t'). 
D'où  encore  celte  conséquence  : 

La  surface  déveïoppable,  qui  est  la  polaire  réciproque 
de  la  nodale  2((o  relativement  à  la  quadriqiie  S,  est  cir- 
conscriie  à  D€. 

40.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  que  1^  sur* 
face  de  Steiner  S,  qui  est  la  polaire  réciproque  de  DC 
relativement  à  la  quadrique  S,  contient  la  nodale  X. 

Cherchons  Téquation  de  cette  surface;  il  faut,  pour 
l'obtenir,  éliminer  t  et  £'  entre  les  équations  (i3).  A  cet 
elTet,  X  désignant  une  quantité  inconnue,  je  suppose  que 
la  valeur  commune  des  rapports  contenus  dans  ces  équa- 

lions  soit  égale  à  -j"  ^^  mettra  facilement  ces  équations 

sous  la  forme  suivante  : 


21,7       /r-f-xa 

D  -hytp        '       c  H-  «7 

tf-i-« 

^.       .    - 

2                     6 

rV» 

Je  remarque  maintenant  que  ces  équations  expriment 

5. 
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que  la  forme  u+xo)  est  un  carré  parfait;  or,  pour  que 
cela  soit  possible,  on  doit  avoir  entre  les  iuyariauts  de  u 
et  de  Cl)  la  relation  suivante  (*)  : 

(A  — 48B)»~-R=ro. 

Dans  cette  formule,  A  et  6  reprësentenl  deux  combinants 
qui,  dans  le  cas  actuel  où   . 

as  —  4^^  4-6^7  —  4^P  -f-  ^a=:  o, 

s'expriment,  au  moyen  des  invariants  que  nous  avons 
introduits,  par  les  formules  suivantes  ; 

4      ^ 

R  représente  le  résultant  des  équations  u  ettù.  Par  suite, 
la  relation  précédente  (qui  est  évidemment  Téquation  de 
la  surface  S)  devient 

i44(A-i-/o/)»— R  =  o. 

U  est  clair  que  Téquation  R  =  o  représente  les  plans 
osculateurs  de  la  sextique  Z  en  ses  quatre  points  sta- 
tionnaires*,  ces  plans  touchent  la  surface  6  le  long  de 
quatre  coniques  situées  sur  la  quadrique 

k  -H  r'oi  =  o. 

Cette  quadrique  est  la  polaire  réciproque  relativement 
à  S  d'une  quadrique  T  à  laquelle  sont  circonscrits  les 
quatre  cônes  nodaux  de  la  surface  (**). 


(*)  Salmon,  Righer  Algebray  §§  2i3  et  ai^. 

{**)  Pour  un  point cooique  delà  surface  Dd  Véquation  ei»  =  o  étant 
satistaite,  de  la  formule  donnée  (n^  10},  il  résulte  que  Téquation  du  cône, 
circonscrit  à  ^  et  ayant  ce  point  pour  sommet,  est 

JJ  =  o. 

Le  cône  circonscrit  est  donc  un  cône  du  second  degré  double;  c'est  un 
des  cônes  nodaux  de  la  surface. 
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La  forme  de  l'équation  précédente  montre  qu'elle  re- 
présente une  quadrique  passant  par  Tintersection  des 
deux  quadriques  i  =  o  et  k  =  o. 

Je  dirai,  pour  abréger,  que  la  quadrique  k=:o  est 
adjointe  à  la  quadrique  S  (i  =  o),  el  je  la  désignerai  par 
la  no  talion  S^  Cela  posé,  la  remarque  précédente  donne 
lieu',  relativement  à  la  surface  T,  à  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  XI.  —  Si  Von  considère  une  quadrique 
quelconque  S^,  passant  par  une  asymptotique  de  DC,  et 
la  quadrique  adjointe  5^ ,  la  développable^  circonscrite 
à  Bf  le  long  de  leur  intersection,  est  circonscrite  à  la 
quadrique  T, 

Réciproquement,  si  l'on  circonscrit  à  T  et  à  $f  une 
surface  dé^eloppable,  la  courbe  suivant  laquelle  cette 
dé\feloppable  touche  Sp  est  située  sur  $!^ . 

IX,  —  Sur  les  fonctions  qui  jouent  le  rôle  d'invariants 
relativement  aux  substitutions  qui  permettent  de 
passer  d^une  asymptotique  de  DC  aux  autres  asympto- 
tiques  de  la  surface. 

41.  Etant  donnée  une  asymptotique  quelconque  Z  de 
la  surface  DC,  on  peut,  en  général  (sauf  un  cas  particulier 
que  j'examinerai  tout  à  l'heure),  en  déduire  toutes  les 
autres  asymptotiques  au  moyen  des  substitutions  dont 

j'ai  parlé  au  §  I. 

•~-  ,  . , „ , 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  quatre  cônes  nodaux  appar~ 
tiennent  à  toutes  les  asymptotiques. 

Sur  ces  cdnes,  et  en  général  sur  la  théorie  de  la  surface  qui  fait  l'objet 
de  ce  Mémoirei  njoir  : 

STiTBif  :  Uber  die  Rômische  F  lâche  von  Steiner  {Math,  jinn.,  III); 

EcKARDT  I  Beitràge  zur  analjrtischen  Géométrie  {Math.  Ann.,  V)j 

TowNSEND  :  On  the  Nodal  Cônes  of  Quadrinodal  Cubics  {Quarterljr 
Journal f  X). 
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Ces  substitutions  peuvent  être  déânies  par  le  système 
linéaire 

P    e 

et  il  y  existe  un  certain  nombre  de  fonctions  des  coeflfi- 
cienls  a,  &,  c, . . .  qui,  quand  on  y  effectue  ces  substitu- 
tions, ne  changent  pas  de  valeur,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  sont  simplement  multipliées  par  une  puis- 
sance de  (/9/x — 16). 

Ces  fonctions,  lorsqu'on  les  égale  k  zéro,  représentent 
des  surfaces  indépendantes  de  Tasymptotique  particulière 
qui  sert  de  base  au  système  de  coordonnées  et  ne  dépen- 
dant que  de  la  surface  DC  elle-même. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  ik  —  /**  et  h^^ 
qui  donnent  lieu  aux  relations 

i'/'  —  //»  =  {pfjL  —  IBy  (l'A-  —  A^) 
et 

L'équation  ik  —  A*  =  o  représente,  comme  nous  l'avons 
vu,  Tenveloppe  des  quadriques  $p,  et  Tcquation  A^  =  o 
est  celle  du  plan  central. 

Les  fonctions  qui  jouissent  de  cette  propriété  jouent 
évidemment  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la  sur- 
face DC;  outre  celles  dont  je  viens  de  parler,  il  est  facile 
d'en  trouver  plusieurs  autres. 

Il  résulte,  en  effet,  des  formules  données  au  n^  7  du 
§  I,  que,  par  la  substitution 

p   e 
^   ^> 

les  formes 

/ x'-i- T.hxy-^-ky^     et    x^  —  i, xjr '  -+-  o.j\x ' 

se  changent  respectivement  en 

Vx"'  -+-  7.h'xx  -h  k'y^     et     x»  —  i\  xjr^  -+-  ij\  >**• 
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De  là  résalte  que  les  inTariants  de  ce  système  de  formes 
sont  des  fonctions  jouissant  de  la  propriété  dont  je  viens 
de  parler. 

Nous  aurons  à  considérer  (^)  : 

i^  L'invariant  quadratique 

/;i-f-i8y,A-f-3io^; 

je  désignerai  par  6  la  quadrique  dont  l'équation  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  cet  invariant; 

a**  Le  résultant  de  ces  formes;  j'étudierai  de  préfé- 
rence les  facteurs  de  ce  résultant. 

En  désignant,  comme  au  n^  36,  par  Zj,  Zf  et  z^  les 
trois  racines  de  l'équation 

z3  _  i^z  -t-  ij\  =  o, 

je  m'occuperai  des  surfaces  représentées  par  les  équations 

z\i  4-  2«,A  4-  ^  =  O, 
zji  -f-  T-Zih  -h  ^  =  o, 
«î' -H  2«,/i  -h  A=  o. 

(La  suite  prochainement,  ) 

NOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  DE  COMPAS  (''''); 

Par  m.  PEAUCELLIER. 


Nous  donnerons  le  nom  de  compas  composé  à  un  sys- 
tème quelconque  de  pièces  rigides  articulées  à  liaison 
complète.  On  sait  que  cette  dénomination  s^applique 
généralement  à  tout  assemblage  de  corps  unis  entre  eux 
de  telle  sorte,  que  le  mouvement  d'un  point  quelconque 

(*)  Salmoh,  Algèbre  supérieure,  §  167. 

(^*)  Cette  question  date  de  1864,  et  a  été  résolue  à  cette  époque,  comme 
l'indique  la  lettre  insérée  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 
3*  série,  t.  III,  p.  4i4- 
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commande  celui  de  tous  les  autres.  Le  pantographe,  le 
parallélogramme  de  Watt,  etc.,  constituent  de  pareils 
assemblages  et  peuvent  être  considérés  comme  des  com* 
pas  composés. 

Les  appareils  de  ce  genre  jouissent  du  précieux  avan- 
tage d'exiger  de  très -faibles  efforts  pour  être  mis  en  mou- 
vement^ ils  donnent  lieu  à  des  déplacements  continus  et 
parfaitement  définis,  grâce  k  la  possibilité  de  supprimer 
pour  ainsi  dire  complètement  tout  jeu  dans  les  articula- 
tions. Ils  n  ont  point  d'irrégularités  ni  de  <c  temps  perdu  », 
pour  parler  le  langage  technique.  Ces  diverses  propriétés 
les  recommandent  d'une  manière  toute  spéciale  au  con- 
structeur d'instruments  de  précision,  et  nous  les  adopte- 
rons exclusivement  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue  : 
c'est-à-dire  le  tracé  mécanique  des  courbes  planes. 

La  ligne  que  parcourt  un  point  quelconque  guidé  par 
une  combinaison  de  pièces  articulées  est  nécessairement 
algébrique.  On  conçoit  que,  réciproquement,  toute  courbe 
algébrique  puisse  être  engendrée  à  Taide  d'un  système 
articulé  convenablement  choisi  :  car  on  disposera  toujours 
d'un  nombre  suffisant  d'éléments  variables,  rayons  et 
centres  de  rotation,  pour  satisfaire  aux  équations  expri- 
mant l'identité  entre  la  courbe  décrite  et  une  courbe 
donnée. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  bornerons  à  faire  connaître 
les  compas  composés  traçant  les  lignes  les  plus  connues  : 
la  droite,  le  cercle  de  tout  rayon,  les  sections  coniques, 
enfin  les  conchoïdes ,  la  cissoïde.  Nous  présenterons  les 
résultats  de  nos  recherches  sous  la  forme  synthétique, 
les  procédés  analytiques  qui  nous  ont  guidé  dans  la  partie 
la  plus  intéressante  de  ce  travail,  celle  relative  à  la  ligne 
droite,  étant  beaucoup  plus  compliqués  et  ne  constituant 
pas,  dans  l'espèce,  un  procédé  d'investigation  suffisam- 
ment méthodique. 
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Lemme.  —  Un  point  quelconque  C  [fig»  i)>  pris  sur  la 
diagonale  d'un  losange,  la  divise  en  deux  segments  dont  le 

produit  AC  X  CB  est  égal  à  la  différence  AD  —  CD  ,  en- 
tre les  carrés  construits  sur  le  côté  du  losange  et  sur  la 
distance  CD  du  point  considéré  aux  sommets  de  Tautre 
diagonale. 

En  effet,  prolongeons  CD  jusqu'à  sa  rencontre  en  F 


et  G  avec  le  cercle  décrit  du  point  D  comme  centre  avec 
DA  pour  rayon  ;  on  aura 

AC  X  BC  =r  CF  X  CG  =  (AD  —  CD) (AD  -f-  CD) 

=  âd'— cd'  (•). 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  suppose  que  la  figure  EADBECD 
représente  un  assemblage  de  tiges  rigides  articulées  à 
leurs  extrémités,  et  que  le  point  C  demeure  fixe,  les 
sommets  opposés  A  et  B  décriront  des  courbes  récipro* 
ques  l'une  de  Tautre.  Cette  combinaison  formera  l'or- 
gane essentiel  des  divers  compas  composés  que  nous  au- 
rons a  examiner. 


(*)  Cette  démonstration,  d'une  remarquable  simplicité,  nous  a   été 
donnée  par  M.  Maunheim. 
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En  effet  : 

i^  La  réciproque  d'une  droite  étant  un  cercle  passant 
par  le  pôle,  si  le  point  B  {^g-  a  et  3)  est  assujetti  k  se 

Fiç.  a. 


mouvoir  circulairement,  en  passant  par  le  centre  d'ar- 
ticulation C,  le  mouvement  du  point  Â  sera  rectiligne. 
Il  suffira  donc,  pour  engendrer  la  droite,  d'introduire 
dans  le  mécanisme  précité  EÂDBECD  un  nouveau  centre 
fixe  C,  auquel  on  reliera  le  point  B,  le  lien  C'B  étant 
d^une  longueur  égale  à  la  distance  GC  des  centres  fixes. 
Ce  qui  précède  constitue  une  solution  rigoureuse  du 
problème  posé  par  Watt  5  elle  est  assez  simple  pour  pou- 
voir être  employée  avec  avantage  dans  certaines  machines 
à   longue  course.  M.  Mannheim,  en  1867,  en   a  fait 

Fig.  3. 


Tobjet  d*une  communication  à  la  Société  Philomathique 
de  Paris. 
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tP  Lorsque  le  cercle  décril  par  le  sommet  B  ne  passe 
point  par  le  centre  fixe  C,  le  sommet  oppose  A  se  meut 
sur  un  cercle  dont  le  rayon  est  représenté  par  Teicpression 

dans  laquelle  on  désigne  par  a  le  côté  du  losange  AD, 
h  la  bride  CD,  r  le  rayon  C'B,  d  la  distance  des  cen- 
tres C,  C 

Si  r  =  //,  on  a  R  =  00  ,  ce  qui  répond,  en  effet,  au  cas 
de  la  ligne  droite. 

Cette  combinaison  de  pièces  articulées  permettra  donc, 
en  faisant  varier  l'un  des  éléments,  la  distance  CC  par 
exemple,  de  tracer  d'une  manière  continue  des  arcs  de 
cercle  de  toute  courbure.  Les  dessinateurs  savent  que 
cette  opération,  en  apparence  si  élémentaire,  n*cst  pas 
moins  compliquée  que  le  tracé  d'une  courbe  géométrique 
quelconque,  dès  qu'il  s'agit  d'une  courbure  dépassant  les 
limites  extrêmes  du  compas  à  verge. 

3^  Considérons  maintenant  les  sections  coniques.  On 
sait  qu'il  existe,  pour  la  construction  de  ces  courbes,  une 
infinité  de  théorèmes  conduisant  à  déterminer,  au  moyen 
de  la  ligne  droite  et  du  cercle,  des  points  successifs  de 
ces  lignes.  Les  systèmes  articulés  dont  il  vient  d'être 
question  permettant,  pour  ainsi  dire,  de  matérialiser 
toute  combinaison  de  lignes  droites  et  de  cercles,  sans 
l*econrir  i  d'autres  organes  de  transmission  que  des  tiges 
articulées,  on  pressent  qu'il  doit  exister  une  infinité  de 
compas  composés,  propres  au  tracé  des  lignes  du  second 
ordre. 

Ainsi,  une  droite  finie  AB  (^^.  4)  se  mouvant,  par 
exemple,  en  s'appuyant  sur  une  circonférence  de  même 
rayon  et  sur  un  de  ses  diamètres  OB,  chaque  point  de  la 
ligne  mobile  décrit  une  ellipse.  Ce  théorème  fournit  un 
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moyen  très-simple  de  constituer  le  compas  elliptique, 
puisque  nous  savons  guider  la  droite  AB  par  ses  ex- 
trémités, comme  Texigent  les  données  de  la  question. 


Fig.  4- 


Mais  il  est  une  solution  plus  générale ,  susceptible,  par 
une  même  combinaison  de  lignes,  d'engendrer  toutes 
les  coniques  indistinctement. 

L'équation  en  coordonnées  polaires  de  ces  courbes  est 


P  = 


I  -h  £?COS&> 


et  représente  des  ellipses,  des  paraboles  ou  des  byper- 
boles,  selon  que  c  est  <[|  i ,  égal  à  i  ou  ]>  i . 

Si  Ton  considère  la  courbe  réciproque  delà  précédente, 
elle  aura  pour  équation 

p'~ » 

k  étant  une  constante.  C'est  un  limaçon  de  Pascal,  dont 
nous  allons  indiquer  la  génération  mécanique. 

Pour  cela,  revenons  au  compas  relatif  à  la  ligne  droite, 
auquel  nous  ajouterons  la  bride  Cil  {Jig»  5),  articulée 
au  point  I  de  la  pièce  CC^  où  la  droite  décrite  par  Â  coupe 
la  ligne  des  centres  CC.  Si  Ton  fixe  le  point  Ci  ainsi  que 
le  sommet  A,  que  Ton  fasse  Cj  I  =  Ci  A,  et  que  toutes  les 
autres  parties  de  la  figure  soient  libres,  il  est  visible  que 
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tout  point  M  de  la  perpendiculaire  IM  à  CC  parcourra 
un  limaçon  de  Pascal.  L'équation  en  sera 

p'  =  aCiIcosb)  -h  IM. 

Fig.  5. 


Sa  réciproque  par  rapport  à  Â  est  une  conique.  On 
obtiendra  cette  dernière  en  liant  le  point  M  au  sommet 
libre  d'un  losange  articulé,  dont  on  fixera  le  centre  d'as- 
semblage des  brides  en  A.  Ce  point  deviendra  le  foyer  de 
la  conique,  dont  AC  sera  la  direction  de  Taxe  principal, 
et  qui  sera  : 

Une  ellipse         \  (  "^  '  > 

Une  parabole     \  si   ■         {  ^=  '  > 

l  2Ci,l  J 

Une  hyperbole  ]  l  ^  *  • 

Il  est  d'ailleurs  évident  que,  en  attribuant  à  IM  et  à  Ci  I 
des  valeurs  convenables,  il  sera  possible  de  tracer  avec  le 
même  compas  composé  toutes  les  courbes  du  second  degré. 

Conchoïdes  du  cercle  et  de  la  droite,  cissoïde,  etc. 
—  On  vient  de  voir  comment  on  peut  opérer  pour  le 
tracé  de  la  conchoïde  du  cercle  ou  limaçon  de  Pascal;  en 
modifiant  la  combinaison  relative  à  cette  courbe,  d'une 


(78) 
manière  analogue  à  ce  que  Ton  a  fait  pour  les  coniques, 
on  engendrera  la  conchoïde  de  la  droite.  On  trouve  de 
même  des  combinaisons  propres  à  la  lemniscate;  mais  la 
plupart  d'entre  elles  sont  assez  compliquées.  Nous  nous 
contenterons  d'indiquer^  pour  terminer  cette  étude  som- 
maire, le  compas  et  le  cissoïde,  qui  est  d'une  extrême 
simplicité. 

Le  centre  d'articulation  des  brides  CD,  CE  {Jig.  6) 
est  assujetti  à  parcourir  un  cercle  passant  par.  le  sommet 
fixe  A  du  losange,  et  dont  le  diamètre  égale  ^A*  —  a'  \ 


bêla  désignant,  comme  précédemment,  les  longueurs  CD 
et  AD.  Le  sommet  opposé  B  tracera,  dans  ces  conditions, 
la  cissoïde,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  en  formant 
l'équation  de  la  courbe  décrite. 


SDR  LA  CAPILLARITÉ  [*). 


Influence  de  la  courbure» 

Soient  AmB  {fig.  i)  une  section  normale  faile  en  un 
point  m  de  la  ligne  de  séparation  de  deux  liquides  (L,), 

(*)  Extrait  du  TrMté  de  Mécanique  générale.  Aq  M.  ResaJ,  en  cours  de 
publication  chez  M.  Gaulhier-YiHars,  avec  Tautorisation  de  l'auteur  et  de 
l'éditeur. 
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(L),  superposes  dans  un  tube  capillaire,  la  concavité  étant 
tournée  vers  (L|); 

ab  la  trace  du  plan  tangent  en  m; 

Si^S  les  densités  des  deux  liquides  ; 

z  la  hauteur  du  point  m  au-dessus  du  niveau  de  la  por- 
tion de  (L)  extérieure  au  tube. 


Le  point  matériel  m  est  en  équilibre  sous  Taction  de 
son  poids  mg  et  des  actions  qu'il  reçoit  des  molécules 

{L)et(LO. 

On  peut  considérer  la  résultante  des  actions  molécu- 
laires de  (Li  )  sur  m,  comme  étant  due  à  celle  Qi  du  même 
liquide  dans  Thypothèse  où  ab  serait  la  surface  de  sépa- 
ration) et  à  la  résultante  Q', ,  prise  en  sens  contraire, 
des  actions  provenant  des  molécules  du  ménisque. 

Si  nous  désignons,  pour  (L),  par  Q  et  Q'  les  équiva- 
lents de  Qi  et  Q',,  Faction  exercée  par  ce  liquide  sur  m 
sera  de  même  la  résultante  de  Q  et  Q';  de  sorte  que  les 
forces  Q,  Q',  — Qi,  Q'^,  m^  doivent  se  faire  équi- 
libre sur  le  point  m. 

Diaprés  cet  exposé,  pour  simplifier  le  langage,  nous 
pourrons  considérer  le  ménisque  comme  existant  pour 
les  deux  fluides,  en  le  considérant  comme  positif  pour  (L) 
et  négatif  pour  (Li).  Laplace  et  Gauss  ont  supposé  que 
les  liquides  dans  les  tubes  capillaires  n'éprouvent  aucune 
variation  dans  leur  densité.  Poisson  au  contraire,  par  des 
considérations  particulières,  admet  que  la  densité  a  subi 
une  altération  dont  il  croit  devoir  tenir  compte  dans  le 
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voisinage  de  la  surface  AmB.  Lamé,  dans  ses  leçons  de 
Physique,  en  se  basant  sur  la  faible  compressibilité  des 
liquides,  considère  cette  variation  comme  nulle  ou  négli- 
geable. 

Nous  nous  rangerons  à  cette  dernière  manière  de  voir, 
qui  nous  conduit  à  regarder  (L)  et  (Lj)  comme  homo- 
gènes dans  toute  leur  masse ,  et  par  suite  les  actions  Q 
et  Qi  comme  normales  à  AmB. 

Il  faut  donc,  pour  Téquilibre^  que  la  résultante  de  mg^ 
—  Q',  — Q',  soit  aussi  normale  à  la  surface,  ou  que  le 
travail  élémentaire  de  ces  trois  forces  pour  un  déplace- 
ment de  m  sur  cette  surface  soit  nul,  ou  encore  que  le 
potentiel  de  mgj  des  actions  du  ménisque  de  (L)  sur  m, 
et  de  celles  du  ménisque  de  (Lj)  prises  en  sens  contraire, 
soit  constant  pour  tout  point  de  la  surface. 

Le  potentiel  de  Faction  de  la  molécule  m!  du  ménisque 
de  (L)  sur  m  est  de  la  forme  mn/f(r)jf[r)  étant  une 
certaine  fonction  de  la  dislance  r  de  ces  deux  molécules. 

Considérons  un  élément  de  volume  de  ce  ménisque, 
limité  par  deux  plans  normaux  en  m  faisant  entre  eux  un 
angle  dû,  et  par  deux  cylindres  concentriques.  Si  l'on 
remarque  que  le  rayon  «,  de  la  sphère  d'activité  est  très- 
petit,  on  peut  supposer,  pour  toute  molécule  de  l'élément 
de  volume  considéré,  r  =  me,  et  par  suite  cd  =  dr-y  le 
potentiel  dû  à  Faction  de  la  masse  déterminée  par  l'élé- 
ment de  volume  est  par  suite 

m$rdB/{r)c</.dry 

et,  pour  toute  la  portion  du  ménisque  limitée  par  les  deux 
plans  normaux, 


m 


SdB  f  r/(r)cc\dr. 


Mais,  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  Tune  des  sec- 
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tîons  normales,  on  a  ce/  =  — >  et  réimpression  ci-dessus 
deyieni 


9  — m   I    /(r)r^dr=z 
2p      Jo 


2p     ir 


en  posant  nJ  i    f{r)r^dr  =  /r,  qui  est  une  constante. 

Soient  maintenant  B.,  R^  les  rayons  de  courbure  prin- 
dpaux  de  la  surface  en  m,  Tangle  Q  étant  censé  mesuré  i 
partir  de  la  trace  sur  le  plan  tangent  du  plan  normal  cor- 
respondant au  premier  de  ces  rayons,  on  a 

-  =  '^  cos>Ô  -+-  ^,  sin'O, 

et  le  potentiel,  pour  tout  le  ménisque,  est 

2irJ^       \K  R'  y  2    U       R7 

Le  potentiel  du  ménisque  de  (L)  sera  représenté  de  la 
même  manière  par 

Si  donc  on  appelle  C  une  constante,  nous  aurons 

mk  (  \  I  \        mh.  Il  i  \ 

OU,  en  posant  /tj  —  /r  =  H, 


^'=l(î  +  s^)-^<^- 


Dans  le  cas  d'un  seul  liquide,  (Li)  représentera  l'atmo- 
sphère, et  l'on  devra  avoir  C  =  o,  puisque,  pour  un  dia- 
mètre suffisamment  grand  du  tube,  on  doit  avoir  R  =  oo  , 
R'  =  00  et  ^  =  o,  et  l'on  a  la  formule  connue 

Ann,  de  Mathém,,  t.  XII,  a*  série.  (Février  1873.)  6 
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Influence  de  là  paroi  du  tube. 
Leijig,  a  représente  la  section  normale  en  un  point  m 


Jïg.  a. 


(Li) 


de  Tintersection  de  la  surface  de  contact  de  (L)  et  (L|) 
avec  celle  de  la  pa-roi. 

Soient  mn,  aa^  les  tangentes  en  m  aux  deux  sections 
faites  respectiivemeni  dans;  ces  deux  stir&aes  pao  le  plan 
de  la  figure  \  i  Tinclinaison  de  mn  sur  ma  dans:  (L);,  mx 
la  normale  à  la  paroi,  que  nous  supposerons  formée  d'une 
matière  homogène.  Si  la  paroi  était  un  plan  indéfini, 
son  action.  mN  suirla  masse  m  àeraril  dirigée  suifant  mx, 
et  N  serait  une  constante.. 

Quelle  que  soit  la  forme  de  la  paroi,  on  peut  également 
considérer  N  comme  constante  ^  car  il  est  clair  que  les  ac- 
tions sur  m  exercées  par  les  molécules  du  ménisque  delà 
paroi  ne  peuvent  donner,  suivant  niXy  que  des  compo- 
santes de  Tordre  de  quantités  que  Ton  peut  négliger. 

Nous  ferons  également  abstractijon,,  mais  avec  moiAS; 
d'autorité,  de  l'influence  du  ménisqjue.de  ((L)  et  (  Li),  qui. 
d'ailleurs  est  relativement,  faible  dans- la  diétermioaûoa 
de  la  composante  suivant  mx  des.  actions  qu'exercent  les 
deux  fluides  sur  m.  Cette  hypothèse  doit  être  implicite- 
ment faite  dans  ses  calculs  par  Poisson,  lorsqu'il  arrive 
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à.coooluro'  cpn  i:  est.  ooinUnt,.oe  qui  esti  éfvidenti  d^apnèfr' 
les  considérations  qui  précèdent. 

Soit  mm'(f[r)  Faction  exercée  par  une  molécule  m' 
de  (L)  sur  m^.r  étant  lav distance  des  deux  molécules. 
Concevons  dans  ce  liquide  un  cône  ayant  m  pour  sommet 
et  d*une  ouverture  infiniment  petite  £?b>,  et  dont  les  géné- 
ratrices fassent,  aux  infiniment  petits  près,  Vangie  a  avec 
mn.  La  masse  élémentaire  $r*d(ùdr  de  ce  cône  donnera, 
suivant  mx,  la  composante 

et  Von  a  pour  tout  le  cône,  en  continuant  à  appeler  %,  le 
rayon  de  la  spbère  d'activité, 

m8doà  cosa  1     if[r)r^dr=zmq d»  cosa, 

q  ét«nt  une  oonatantâ'  dépendant  der Iai  natune  de  (iL,).,U 
vient,  par.  suite,. pour  la  oomposaïUe  normale.  tiOtale;doe 
à  l'action  de  ce  liquide 

mq  J*  cosa  diiy 

l'intégrale  seTappoTtanUauifiieeaii  sphéricpe  de*centre  m, 
d'un  rayon  égal  àViinité^limité'par  le^plansmoiCOTniB., 
Mais  il  est  elaîr  qvecetDe  intégrale  représente  la  prejec** 
tion  du  fuseau  sur  un  plan  perpendiculbire  à  mXj  e'Wslr 

à-dire cos/.  L'expression  ci-dessus  devient  donc 

mq  -{i  —  cos/). 

En  appelant  q^  l'équivalent  de  q  pour  (Li),  ce  liquide 
domi£  de  m£me  la  composante  normale 


TT 

mai  -  (i-l-  cos/). 


6« 
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Si  l'on  néglige  raction  de  la  pesanteur,  ou  si  Ton  suppose 
ma  vertical,  on  a  donc 

m 

mN  4-  /W7  -  (i  —  cos/)  -f-  /w^,  -  (i  -h  cosi)  =  o, 
d'où 

cosi  = -i        -1  f. 


THÉORÈMES  SUR  LES  COMBINAISONS  -, 

Par  m.  DàiRtf  ANDRÉ. 


I. 


H 

m 


1 .  Nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  par  K 

le  nombre  des  combinaisons  complètes,  et  par  C^  le  nom- 
bre des  combinaisons  simples  de  m  objets  nk  n. 

Nous  représenterons  par  (  -  )  l^t  partie  entière  du  quo- 
tient de  p  par  q. 

Enfin  nous  nous  appuierons  sur  ce  fait  bien  connu, 
que  le  nombre  x,  qui  exprime  combien  de  fois  le  nombre 
premier  p  entre  comme  facteur  dans  le  produit  i.a.3...7i, 
est  donné  par  la  formule 


.r  r-r: 


fâ  -  (p)  -  iS) 


IL 

2.  Théorème.  —  Sim  —  ietn-^i  sont  premiers 

entre  eux^  K^^  est  dmsibïe  par  n-hi. 

Ceci  revient  à  démontrer  que,  dans  le.cas  où  m  —  i  et 
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Il  +  1  sont  premiers  eutre  eux,  le  quotient 

m  (m  H-  I  )  (m  -j-  2) . .  .  (m  -}-  /i  —  i  ) 

I  .2.3.  .  ./ï(/f  -h  l) 

est  un  nombre  entier. 

1}  suffit  pour  cela  d'établir  que,  dans  ce  cas,  tout 
nombre  premier  p^  qui  entre  au  dénominateur,  entre  au 
numérateur  au  moins  le  même  nombre  de  fols. 

Le  nombre  premier  p  entre  au  numérateur  un  nom- 
bre X  de  fois  donné  par  la  formule 

(m -^  n  —  i\       l m -\- n  —  i\        I m -^  n  —  i\     ^ 


(m  —  i\        Im  —  i\        tm  —  i\ 


Le  même  nombre  premier  p  entre  au  dénominateur 
an  nombre  j^  de  fois  donné  par  la  formule 


"  »  '\' 


Donc  il  suffît  de  prouver  que,  quand  m  —  i  et  n  -i-  i 
sont  premiers  entre  eux,  on  a,. pour  toute  valeur  dec)  cn« 
tiëre  et  supérieure  à  Tunilé, 

— ^ — )-\-T-)-\-^y 

ou  bien 

Divisons  m  —  i  et  /»-h  i  par  î).  Soient  M,  N  les  quo- 
tients ;  |x  et  V  les  restes.  Nous  aurons 

m  —  1  =  MD  -hfi, 
/?  -f-  I  =  ND  -f- V. 


(«6) 
L'inégalité  précëdente  revient: stlors  àicdle^oi  : 

Or,  si  m  —  i  eln-hi  sont  premiers  entre  eux,  uell  v 
ne  sont  pas  niils  en  même  temps;  donc  /x-+-*v — i  est 
supérieur  ou  égal  à  -zéro  •,  domc  la  paflie  entièredu  pre- 
mier quotient  est,  au  moi-us,  M-hN,  c'esl-^à-dire  au 
moins'égale  à  la  somme  des  parties  ertti'ères  des  deux-der- 
niers quotients.  L'inégalité  est  donc:  satisfaite,  et  le  théo- 
rème démontré. 

3.  Théobèmb.  —  Si  met  n  sont  premiers  entre  eux, 
K^  est  divisible  par  m. 

En  effet  on  a,  identiquement, 

m  *^m  -l-i 


m 


»— 1 


Or,  puisque  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  K^ 
d'après  le  théorème  précédent,  est  divisible  par  n.  Donc 
le  second  membre  de  Tidentité  précédente  est  eniier. 

Donc  le.premier  Test  aussi.  Donc  K^  est  divisible  par  m. 

4.  Théorème.  —  Si  m  —  i  et  n  sont  premiers  entrée 
eux^  K^  est  dii^isible  par  m  -+-  /i  —  i . 
En  effet  on  a,  identiquementi 


•m  *^/n 


m  -\-  n  —  I  n 

Or,  puisque  m  —  i  et  n  sont  premiers  entre  eux,  d'a- 
près le  premier  théorème,  K^***  est  divisible  par  n.  Donc 
le  second  membre  de   l'égalité  précédente  est  entier. 

Donc  le   premier  l'est  aussi.    Donc   K^  est  divisible 
par  m  -f  •  »  —  i . 
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m. 

5.  Théokème.  —  Si  m  ^i  et  n-\-  i  sont  premiers 
entre  ewx,  C^  est  div^isible  par  ti  4- 1. 

Pour  le  déaionirer,  nous  palliions  de  Tidentîté 

Or,  »ï  m  + 1  et  n  4- 1  soni  premiers  entre  eux,  m  —  n 
et  n  4-1  le  sont  aussi.  Doue,  diaprés  le  premier  théo- 
rème, K^-„  +  X  est  divisible  par  n  -H  i .  Il  en  est  donc  de 
même  de  Cm 9  ceiqui  démontre  le  nlxéorème* 

6.  Théorème.  —  Si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
C^  est  dii^isible  par  m. 

Eu  effet  on  a,  identiquement, 

Cn  wi— 1 

m  V'm  — I 

'Or,  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  d'après  le 
théorème  qui  précède  immédiatemeiït,  C","*,  est  divi- 
sible par  n.  Le  second  membre  est  entier.  Le  premier 
Test  donc  aussi,  et  C^  est  divisible  par  m, 

7.  Théorème. —  Sim-hietn  sont  premiers  entre  eux, 
C^  est  diy^isible  par  m  —  fi  4-  1 . 

En  effet  on  a,  identiquement, 

fin  f^-^t 


m  —  «4-1  n 

Or,  si  /«  4-  I  et  n  sont  premiers  entre  eux,  Cj,~',  d'a- 
près le  premier  théorème  relatif  aux  combinaisons  sim* 
pies,  est  divisible  par  n.  Le  second  membre  de  T identité 
est  entier.  LepremierTest  aussi.  Donc  Cj,  estdivisible  par 
m— n4^i. 


(88) 

IV. 

8.  Le  premier  des  six  théorèmes  qui  précèdent  a  été 
démontré  directement;  les  cinq  autres  en  ont  été  déduits 
par  la  considération  de  certaines  identités. 

Ces  mêmes  identités  peuvent  servir  à  démontrer  sépa- 
rément chacun  de  ces  six  théorèmes,  d^une  façon  fort 
indirecte,  il  est  vrai,  mais  très-facile  et  surtout  très-ra- 
pide. Nous  nous  contenterons  de  donner,  comme  exemple, 
la  démonstration  du  premier  théorème. 

Reprenons,  pour  cela,  Tidentité  employée  au  n?  3.  Elle 
peut  s'écrire 

Kn+x  jrn 

m—x  ^m 

m , 

m  —  I        w  -+- 1 
OU  bien 

Or  /i  +  t  divise  le  premier  membre;  donc  il  divise  le 
second;  par  suite,  s'il  est  premier  avec  m  —  i,  il  divise 
K^.  Donc  : 

Si  m  —  I  et  n  -\-i  sont  premiers  entre  eux,  Kj^  est 
dwisible  par  /H-  i . 

Les  cinq  autres  théorèmes  se  démontreraient  d^une 
façon  analogue. 

V. 

9.  Comme  conséquence  des  propositions  précédentes, 
on  peut  citer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  «Si  m  -f-  i  est  un  nombre  premier , 
chaque  coefficient  du  dév^eloppement  de  [a  -h  t)"*,  ex- 
cepté  le  dernier^  est  dis^isible  par  son  rang» 

En  effet,  le  terme  de  rang  tz  +  i  a  pour  coefficient  C,». 
Or  m  -h  I,  étant  premier,  est  premier  avec  toutes  les  va- 
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leurs  de  /»  +  I  inférieures  a  m  +  i  •  Donc ,  d'après  le 
premier  théorème  sur  les  combinaisons  simples,  C^  esl 
toujours  divisible  par  n  + 1 9  excepté  dans  le  cas  où  n  =  m. 

TBÉORKIES  SDR  LES  CONIQIES  ET  SDR  LES  SURFACES 

DE  SECOND  ORDRE-, 

Par  m.  Louis  SALTEL. 


I. 

Prenons  à  volonté  une  conique  S  définie  par  cinq 
points  P,  A,  6,  I,  2^  menons  les  rayons  (Pi),  (P^)^ 
et  imaginons  les  cercles  (Â61),  (AB2);  soient  l'et  21 
leurs  seconds  points  dMntersection  avec  ces  rayons;  si 
Ton  considère  le  cercle  2  défini  par  les  trois  points  P, 
i',  2',  on  peut  énoncer  les  divers  théorèmes  suivants  : 

Théorèub  I.  —  Par  les  points  A,  B,  faites  passer 
un  cercle  arbitraire  ^ ,  qui  coupe  le  cercle  S  en  ayb\ 
menez  les  rayons  PA,  PB,  et  soient  A',  B'  les  seconds 
points  d^ intersection  de  ces  rayons  av^ec  le  cercle  X  : 
Us  points  A\  B'  sont  deux  points  de  la  conique  S. 

Remarque,  —  Ce  théorème  donne  une  solution  de  ce 
problème  : 

Construire  la  conique  S  définie  par  cinq  points. 

Théohèus  II.  —  Si  Von  joint  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  AB  avec  le  cercle  Z  au  point  P,  les  deux 
droites  ainsi  obtenues  sont  les  directions  asjrmptotiques 
de  la  conique  S.  Conséquemment,  la  conique  S  sera  une 
hyperbole,  une  parabole  ou  une  ellipse,  suiv^ant  que  la 
droite  AB  rencontrera,  touchera  ou  ne  rencontrera  pas 
le  cercle  2. 
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Hemarque,  -^  Ce  théorème  donne  nne  soliltioii  ifiui>é- 
idîate  de  oesurois  pvobléfnes  : 

I®  Étant  donnés  cinq  points  d^une  conique^  déter-- 
miner  la  forme  de  la  courbe  sans  la  construire. 

a°  Construire  une  parabole,  connaissant  quatre 
porrïts, 

3**  Construire  une  hyperbole  equilatère^  connaissant 
quatre  points. 

Théorème  IIL  —  i^  La  tangente  à  la  conique  S  en 
Vun  des  points  A,  B,  au  point  A,  par  exemple^  est  la 
tangente  en  ce  point  au  ceivle  passant  par  les  points  A, 
B  et  par  le  second  point  de  rencontre  du  cercle  S 
ai^ec  PA.  a°  La  tangente  en  P  est  la  droite  qui  passe 
par  Je  second  point  de  rencontre  des  deux  cercles  S 
et  (PÀB). 

Nota.  —  Si  Ton  joint  deux  à  deux  les  points  de  ren- 
contre des  tangentes  en  A,  B,  P  au  milieu  des  cordes  dé- 
terminées par  les  mêmes  points,  les  droites  obtenues  pas- 
seront par  le  centre;  de  là  la  détermination  de  ce  point. 

Remarque.  —  Les  trois  points  P,  A,  B  étant  quel- 
conques, il  résulte  du  théorème  précédent  la  construction 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  S. 

Théorème  IV.  —  Les  bissectrices  des  angles  des  deux 
droites  AB ,  A'B'  sont  les  directions  des  axes  de  la 
courbe. 

Remarque. —  Pdur  obtenir  la  grandeur  des  axes,  on 
o'aflftra)  «d'après  ce  «tlnéorème ,  qu'à  recourir  à  la  solution 
de  v:e  problème  : 

Une  oonique  'étant  -^éfime  par  cinq  points-,  tremver 
son  intersection  'Ui^ec  une  droite. 

TflrÉontMï  V.  —  Si  Von  suppose  les  deux  points  A^  fi 
contfondus  en  A  suii^ant  la  direction  AB,  le  cercle  tan- 
gent  en  Kà  cette  droite  et  passant  par  le  second  point 
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de  rencontre  *de  PA  uifec  £  est  >le\cercle  osculaîeur  en 
yce  point 'iie  ia^courhe. 

Remarque.  —  L'hypothèse  que  Ton  \îent  de  faire 
élxai  itoujours  possible,  id'après  le  thcopème  III,  il  «en  ré- 
sulte la  construction  suivante  du  cercle  osculateirr  ten 
un  pornt  Avd^une  cDoîque  définie  par  oe  point ,  'sa  Xan- 
gente  AT  et  trois  poinlsiP,  ^9  ^  : 

RteWE.—  Par  chacun  des'points  i^  a,  menez  le  cercle 
tangent  en  A  *à  la  droite  AT;  soient  I',  V  les  seconds 
points  d^ intersection  de  ces  cercles  avec  (P  1)5  (P^i)  5  ?^ 
cercle  ^osculateur  en  A  est  le  cercle  tangent  ^en  oe  point 
à  .AB,  M  passant  parde>second  point  de  rencontre  du 
cercle  (Pi' 2')  avec  la  droite  PA. 

Prenons  à  volomé  dans. Ue^pace une  8uniface>duseoond 
^ordre  V,  définie  ipar  une  «ecùon  circulaire  C  et  quatre 
points  P,  I,  a,  3;  menons  les  rayons  (P^),  (Pa),.(P3)., 
et  imaginons  les  sphères  déterminées  par  le  cercle  C  et 
par  les  points  i,  a,  3  ;  soient  1',  a',  3' leurs  seconds  points 
d'intersection  a^ec  ces  «sfAièreB^;  si  Ton  considère  la 
sphère  2  déterminée  par  les  quatre  ;pciints  P,  i^  .0!^  3', 
on  peut  énoncer  les  tthéor^èmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Par  le  cercle  C,  faites  passer  une 
sphère  quelconque  A ,  coupant  la. sphère  £  suivant  un 
cercle  Ci  ;  menez  le  cône  qui  a, pour  sommet  le  point  P 
et  pour  base  le  cercle  Ci ,  et  soit  C  le  second  cercle 
d* intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère  1  :  le  cercle  C' 
'BÊtMne  nauvelle aectian  circulaire  de  la  vurfaoe  Y. 

TniÉOKfeifElI.  —  Lecdnequi  a  pour  sommet  le  paintT? 
et  pour  base  le  cercle  d'intersection  du  plan  C  avec  lu 
sphère  2  est  le  cône  asymptotique  de  la  surface^i  consé^ 
quemnrent,  la'surface  Nest  un  hypetboloïde,un  parâbo^ 
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hide  elliptique  ou  un  ellipsoïde ,  suivant  que  le  phut  du 
cercle  C  rencontre,  touche   ou   ne  rencontre  pas  la 
sphère  Z. 

Remarque.  —  Ce  théorème  donne  une  solution  de  ce 
problème  : 

Construire  un  paraboloïde  elliptique  défini  par  une 
section  circulaire  et  trois  points, 

La  solution  de  ce  problème  revient  à  construire  une 
sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  a  un  plau 
donné. 

Théorème  III.  -7-  Le  plan  tangent  en  V  à  la  surface  V 
est  le  plan  dHnterseclion  de  la  sphère  S  et  de  la  sphère 
(CP). 

Remarque.  —  Ce  ihëorème  enseigne  à  construire  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  de  la  surface. 

Théorème  IV.  —  Les  plans  bissecteurs  des  plans  des 
deux  cercles  C,  G  sont  deux  plans  parallèles  à  deux 
plans  principaux  de  la  surface. 


SOLUTION  AKALYTIQUB 

de  U  qiestioi  de  Nathématiqoes  spéciales  proposée  ao  (loBcoars 

d'Agrégalioi  de  1872 

(Toir  a*  férié,  t.  XI,  p.  450); 

Par  m.  GAMBET,  « 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 


Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  milieu  O  de 
la  plus  courte  distance  id  de  A,  A',  la  direction  de  cette 
plus  courte  distance  pour  axe  des  a:,  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  les  parallèles  à  A,  A'  menées  par  Tori- 
gine  pour  axe  des  z^  et  enfin,  pour  axe  des^,  une  per- 
pendiculaire au  plan  xOz, 
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I.  Les  équations  des  dioites  donnëes  seront 

/  X  —  d-=o, 

(A) 

(  X  — /wz=:o; 

ÎX  -h  d  z=:  O9 

m  étant  un  coefficient  donné  ainsi  que  d. 

L'équaiion  d'une  surface  du  second  ordre  passant  par  A, 
ù!  sera 

{x  -h  d)  [k  {x  —  d)-h  fx(^  —  mz)] 

•i-iX  -+-  mz)[\t  (j:  —  û?)  -+-  fx,(j  —  mz)]  =  o, 

ou,  en  effectuant  les  calculs  et  ordonnant, 

X,  ).|,  fx^  fjL^  étant  des  indéterminées. 
Les  coordonnées  du  centre  satisfont  aux  équations 

12  Xx  -4-  (X,  H-  pi)^  -h  m  (X,  —  fx)  z  =  o, 
(X,  -h  fx)ar  -f  2fx,jr  _  rf(X,  —  p)  —  o, 
(X,—  f*)^—  2/Wfx,z— £/(X,  H-fA)=o. 

Or  on  voit  sans  peine  que,  si  Ton  y  fait  x  =  o,  l'une 
des  trois  équations  est  alors  une  conséquence  des  deux 
autres.  Donc  le  plan  x  =  o  contient  tous  les  centres,  et 
les  relations  (i)  se  réduisent  à 

f       ^  i      ^f*,^—  rf(X,—   f*)    =    0, 

\^)  i 

I    2/lip,«  +  «f(Xi-+-  f*)  =  o. 

Nous  aurons  deux  autres  relations  entre  les  indétermi- 
nées X,  ).],  fA,  fAj,  en  nous  servant  de  Téquation  en  S. 

On  sait  que  si  Ton  appelle  généralement  p  la  longueur 
algébrique  de  l'un  des  axes  de  la  surface  à  centre 

Aj?»-f-  A'r»-f- A"*'-4-2B7z-f  2B'»x-4-  2B*'x:r=H, 
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les  axes  des  coordonnées- ëlant  peotavguliiireff,  on  a 


L'équation  en  S  devient  alors 

B' 


-F 


B' 


B' 
B' 


A -5 


B 


=  o. 


Appelons  h*  la  somme  el  —  l^  le  produit  des  carrés 
des  longueurs  algébriques  des  axes;  Féquation  ci -dessus 
nous  donnera 

/  ^»(AA'A"— AB»  — A'B'»  — A"B''*-i-aBB'B''J 
(3)1       =  H(AA'-4- A'A"-H  A*A—  B»—  B'»—  B"*), 

(  — /•(AA'A'^— AB^— A'B'»— A"B^*-f-2BB'B*)=H*. 

Mais  si  Fôn  rapporte  la  surface  (S)  à  son  centre,  son 
équation  devient 

Ix*  -f-  fi,^>  —  m'fx,  2*  -f-  m  {\i  —  f*)  «X 

En  faisant  les  substitutions  dans*  les  ëquatixms  (3)  et 
effectuant  les  calculs,  on  obtient 

14/wVÎ  (A>—  €/»)  —  rf«(i  4-  iw») CXÎ  4-  fi») 
+  2d^  (i  —  m»)  (  a  Vi  —  ^i  f*)  =  o, 
^»  (  Vc  —  3^i  f*)*—  i^n^it^  =  o. 

L'élimination  se  fait  maintenant  facilement  entre  les 
équations  (.a)  et  (4)*  On  trouve 

(A)     rf(/»4-m^»')  — m*rf(/*'"-rf')q=w/*('i— «')'=o. 
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Le  lieu  est  donc  eomposé  de  deux  ellipses  conosor 
triques  situées  dans  le  plan  jrOz. 

Pour  m  =  1 ,  ce  qui  correspond  au  cas  où  A  et  ù!  sont 
reclangalairesy  les  deux  ellipses  se  réduisent  à  uu  cercle 

m 

n.  Si  o,  |3,  y  sont  Tes  coordonnées  du  centre  particu- 
lier I  de  Tune  des  surfaces  (S) ,  les  équations  de  la 
droite  DD'  seront 

avec  les  conditions 

(S)  (/'(?—  ^7)  -+-  ^(y  —  m)  =  o, 

I />(P  4-1117)  — rf(y  4- /w)  =  o. 

Les  coordonnées  des  points  D  et  D'^'sont  alors 


(D) 


M^ 

= 

m(rf/-f-/?7) 

J 

P 

z 

— 

P    ' 

X 

^^ 

-d. 

y^ 

:= 

rnid  —  pi) 

P 

« 

(d-py) 

(D') 


P 
Le  carré  de  DD'  sera  donc,  après  réductions, 

qui  devient,  en*  éliminant  p  au  moyen  des  relations  (5), 
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quantité  constante,  si  Ton  tient  compte  de  (A);  poar 

m  =  I, 

DD'=aA. 

III.  Les  plans  menés  en  D,  D',  perpendiculairement 
à  A  et  ù!^  sont  évidemment  parallèles  i  Taxe  des  x.  Le 
lieu  de  leur  intersection  est  donc  un  cylindre  parallèle  i 
cet  axe. 

Du  reste,  les  équations  des  deux  plans  étant 

f6)  {  ^f'"-^"^*)"~(^  -|-/W»)(<f-+-/?7)=:0, 

I  /?(/ity  — z)  — (H-/ii»)(rf  — /?7)  =  o, 

et  /3  et  y  vérifiant  l'équation  (A),  on  obtient,  en  élimi- 
nant ^,  y^  p  et  q  entre  les  équations  (A),  (S)  et  (6),  l'é- 
quation du  lieu,  qui  est 

(B)   rfm< (^» 4- »')  =  /»(/»' -h i)'[mrf(A»-.£/»)±/»(i—wi>)]. 

Pour  m  =  I ,  elle  devîeni 

QUESTION. 


lliO.  On  construit,  dans  le  cercle  trigonométrique, 
l'arc  aa  =  AC,  sinaa  =  CP,  le  point  P'  symétrique 
de  P  par  rapport  à  OG,  D  milieu  de  la  corde  AC  et  les 
droites  P'D,  P'P.  Prouver  que  Ton  a,  aux  signes  près, 

P'  D  =  sinSflr.     PP'  =  8in4«. 

Si  Ton  construit  cosaa  =  CR  et  R'  symétrique  de  R 
par  rapport  à  OG,  ou  aiira,  aux  signes  près, 

R'D  =  cosSfl ,     P'  R  =  cos  4«. 
(  Communiqué  par  M.  Ch.  Legrand,  proviseur  du  lycée  Gondorcet.  ) 
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EXPOSITION  SB  U  MÉTHODE  DES  fiQUIPOLlENGBS  ; 

P*K  M.  G.  BELLAYITIS. 

(Tndiiit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  da  Génie.) 


AVANT-PROPOS. 

Dans  mon  Mémoire  snr  la  classification  des  courbes 
du  troisième  ordre  (^),  je  m'étais  proposé  d'exposer, 
ailleurs  et  avec  plus  de  détails,  une  Méthode  de  Géo^ 
métrie  analytique,  imaginée  par  moi  depuis  déjà  vingt 
ans  {**)^  et  appelée  d'abord  Méthode  des  équations 
géométriques,  désignation  qu'ensuite  je  changeai  pour 
lui  substituer  celle  plus  laconique  à^éqidpollences. 

Les  principaux  écrits  où  j'ai  traité  de  cette  méthode 
sont  : 

VEssai,  publié  en  i835  dans  le  troisième  volume  des 
Annales  des  Sciences  du  royaume  Lombard- f^énitien^ 

La  Méthode  (1837),  dans  le  tome  VU  du  même  Recueil 
périodique  ; 

Les  Solutions  graphiques  (i843},  dans  le  premier  vo« 
lome  des  Mémoires  de  Vlnstitut  impéiial  et  royal  de 
Venise. 

Soit  parce  que  je  me  suis  toujours  astreint  a  une  ex- 
trême concision,  indiquant  un  grand  nombre  d'appli- 
cations géométriques  et  mécaniques  avant  de  m'ètre  suf- 
fisamment étendu  \  soit  parce  que,  dans  une  science  aussi 
vaste  que  la  Géométrie,  les  savants  reculent  à  consacrer 
nu  peu  de  temps  à  l'étude  d'une  nouvelle  méthode,  et 

C*)  Mémoires  de  la  Société  italienne  des  Sciences  de  Modène,  t.  XXV,  p.  i . 
(^*)  La  présente  Exposition  a  été  publiée  en  i854» 

Jnn.  de  Mathémat,,  3*  série,  t.  XII.  (Mars  1873.)  7 
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préfèrent  conserver  celle  qu'ils  connaissent,  et  qui  peut 
les  conduire  aux  mêmes  résultats;  soit  pour  toute  autre 
raison,  les  géomètres  ne  prêtèrent  point  attention  à  la 
méthode  proposée  par  moi,  ni  aux  solutions  d'une  incon- 
testable simplicité  que  j'en  ai  déduites  dans  les  écrits  cités 
ci-dessus  et  dans  quelques  autres. 

Néanmoins,  plusieurs  des  principes  établis  par  moi 
tendent  de  plus  en  plus  à  être  adoptés  :  M.  de  Saint-Venant 
montre  les  avantages  que  présente  la  considération  des 
quantités  géométriques;  ses  sommes  géométriques  sont 
précisément  celles  auxquelles,  de  mon  côté,  je  donnai 
d'abord  le  même  nom,  mais  que  j'appelai  ensuite  com- 
posées ^équipollentes  ;  et  M.  Cauchy  a  fait  remarquer, 
à  plusieurs  reprises,  toute  la  valeur  de  la  théorie  de 
M.  de  Saint-Venant.  Je  crois  donc  qu'il  n'est  pas  inopportun 
de  revenir  encore  une  fois  sur  la  méthode  des  équipol* 
lences,  en  Texposanfavec  la  plus  grande  clarté  possible. 

Cette  méthode  donne  satisfaction  au  désir  exprimé  par 
Carnot,  de  trouver  un  algorithme  qui  représente  à  la 
fois  la  grandeur  et  la  position  des  diverses  parties  d'une 
figure;  il  en  résulte  directement  des  solutions  graphi* 
ques,  élégantes  et  simples,  des  problèmes  de  Géométrie. 
La  méthode  des  équipoUences  comprend,  comme  cas 
particuliers,  celles  des  coordonnées  parallèles  ou  po- 
laires, le  calcul  barycentrique,  etc.  \  les  problèmes  rela- 
tifs aux  courbes  y  sont  résolus  d'une  manière  générale, 
sans  préférence  accordée  à  un  mode  de  représentation 
plutôt  qu'à  un  autre;  les  calculs  en  sont  plus  rapides  que 
ceux  de  la  Géométrie  analytique,  et  les  résultats  se  trou* 
vent  exprimés  sous  une  forme  plus  simple. 

La  distinction  des  parties  positives  et  négatives  est 
essentielle  dans  la  méthode  des  équipoUences;  en  sorte 
que  la  corrélation  des  figures  est  une  conséquence  néces- 
saire de  l'algorithme,  sans  quil  soit  besoin  d'aucune 
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remarque  spéciale,  ce  qui  enlève  toute  cause  d'erreur. 
Le  lecteur  auquel  les  principes  de  la  Géométrie  de  pO'- 
sition  sont  familiers  me  suivra  sans  peine  dans  le  petit 
nombre  des  conventions  sur  lesquelles  s'appuie  la  mé- 
thode; peut-être  arrivera-t-il  à  rendre  celle-ci  encore 
plus  conforme  aux  procédés  ordinaires;  mais  je  n'ai  pas 
jugé  utile  de  sacrifier  la  concision  des  formules  à  une 
plus  grande  facilité.  Les  conventions  seront  aisées  à  re- 
tenir de  mémoire;  car  elles  sont  conformes,  les  unes 
aux  règles  ordinaires  relatives  aux  quantités  positives  et 
négatives ,  les  autres  à  la  composition  bien  connue  des 
forces. 

Les  équipoUences  expriment  des  relations  entre  des 
droites  considérées,  non-seulement  quant  è  leurs  gran-* 
deurs,  mais  aussi  quant  à  leurs  directions  (ou  inclinai* 
sons);  en  sorte  qu'elles  diffèrent  essentiellement  des 
équations,  qui  expriment  seulement  des  relations  entre 
quantités  réelles.  Néanmoins,  le  calcul  des  équipoUences 
suit  précisément  les  mêmes  règles  que  le  calcul  des  équa- 
tions, ce  qui  ofire  un  grand  avantage. 

L^étendue  et  les  progrès  de  la  Géométrie  sont  tels,  que, 
plutôt  que  de  se  refuser  à  toute  étude  des  nouvelles  mé- 
thodes^ il  faudra  peut-être  avant  peu  tenir  compte  seu- 
lement des  méthodes  générales,  afin  d'avoir  en  sa  pos- 
session un  plus  grand  nombre  de  xno^^ens  pour  arriver  k 
la  connaissance  des  vérités  dont  on  a  besoin.  Il  est  effec- 
tivement impossible  désormais  d'avoir  présentes  à  l'esprit 
toutes  les  vérités  qui  viennent  à  être  découvertes. 


:\    / 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

PRINCIPES    DE   LA    MÉTHODE   DES    ÉQUIPOLLEITCES. 

Définitions  et  notations  préliminaires. 

1.  Nous  nous  proposons  d'exprimer  les  relations  dé 
grandeur  et  de  position  qui  ont  lieu  entre  les  droites  d'une 
figure,  de  manière  à  pouvoir  en  déduire  celles  qui  con- 
stituent un  théorème  de  Géométrie,  ou  servent  à  la  réso* 
lutioD  d'un  problème.  Si,  dans  l'équipoUence  exprimant 
la  condition  d^un  problème,  figure  un  seul  point  inconnu, 
l'équipollence  se  résoudra  par  rapport  à  ce  point,  d'à- 
près  les  mêmes  r^les  que  celles  qui  régissent  la  résolution 
des  équations,  et  la  formule  finale  indiquera,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'aucune  considération  géométrique,  quelle 
est  la  construction  graphique  que  Ton  doit  faire  pour 
obtenir  la  solution  désirée,  laquelle  sera  presque  ton*- 
jours  Tune  des  plus  simples  que  l'on  pourrait  trouver  en 
employant  les  considérations  artificielles  et  indirectes  de 
la^  Géométrie  dite  synthétique. 

%  Nous  indiquerons  une  droite,  comme  d'habitude, 
au  moyen  des  deux  lettres  qui  marquent  ses  extrémités; 
toutefois,  on  doit  remarquer  qu'on  exprime  ainsi,  non- 
seulement  la  grandeur  de  la  droite,  mais  bien  sa  grandeur 
et  sa  direction  à  la  fois.  C'est  pourquoi,  par  exemple,  il 
n'est  pas  permis  de  remplacer  MQ  par  QM.  Ces  deux 
notations  MQ,  QM  indiquent  bien  une  même  droite, 
mais  prise  en  sens  opposés*  La  confusion  de  Tune  avec 
l'autre  serait  pareille  à  celle  d'une  quantité  positive  avec 
une  quantité  négative  d'égale  valeur;  nous  verrons,  en 
effet,  que  MQ  est  identique  avec  —  QM,  et  —  MQ  avec 
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QM.  Cette  convention  est  souvent  admise  dans  la  Géo- 
métrie moderne. 

3.  Pour  qu'une  droite  puisse  être  substituée  à  une 
autre,  il  ne  suffit  ptis  qu'elle  lui  soit  égale  (c'est-à-dire 
d'égale  grandeur)  ;  mais  il  faut  en  outre  que  ces  deux 
droites  soient  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens* 
Deux  droites  qui  ont  de  telles  relations  sont  dites  iqui' 
pollentesi  et,  dans  le  calcul  des  équipoUences,  on  peut 
toujours  substituer  à  une  droite  une  autre  qui  lui  soit 
équipollente.  Ainsi  la  droite  AB  [fig-  i)  est  équipoUente 

Fig.  I. 


à  DC,  et  est  seulement  égale  à  EF;  ce  qu*on  distingue  au 
moyen  de  deux  signes  différents,  en  écrivant 

AB^DC 

et 

AB  =  EF. 

D'après  cela,  il  pourrait  se  produire  quelque  confusion 
en  employant,  dans  un  même  calcul,  des  équipoUences 
telles  que  AB^DC,  et  de  simples  égalités  telles  que 
AB  =  EF5  aussi,  powr  indiquer  la  grandeur  d'une  droite 
indépendamment  de  son  inclinaison,  se  servira-t-on  de 
la  caractéristique  gr«.  Par  exemple 

gr.AB=rgr.EF 

indiquera  que  les  longueurs  de  ces  droites  sont  égales.  Au 
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sujel  de  ces  longueurs  de  droites,  et  en  général  au  sujet 
des  grandeurs  exprimées,  à  la  manière  de  l'Algèbre,  au 
moyen  de  lettres  (ordinairement  en  petits  caractères  ita- 
liques), on  peut  remarquer  qu'il  n'y  a  aucun  inconvénient 
&  employer,  dans  un  même  calcul,  des  équations  relatives 
aux  grandeurs  et  des  équipollences  relatives  aux  droites. 

4.  Une  droite  est  dite  équipoUente  à  une  autre,  mul- 
tipliée par  un  nombre  positif,  quand  ces  deux  droites  ont 
entre  elles  ce  nombre  pour  rapport  ,  et  qu'elles  sont  en 
outre  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Ainsi  l'on 
dira  que  DN  est  équipoUente  à  AB,  multipliée  par  le 
nombre  positif /i,  et* l'on  écrira 

lorsque  gr.DN  =  ngr.  AB^  et  qu'en  outre  DN,  AB  sont 
parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Si  le  multîpli* 
cateur  donné  est  un  nombre  négatif,  les  droites  auront 
bien  entre  elles  le  rapport  fixé  par  la  valeur  de  ce  nombre, 
et  seront  parallèles,  mais  dirigées  en  sens  contraires. 
Si,  par  exemple,  on  a 

CN^(/i  — i)AB, 

et  que  le  nombre  n  —  i  soit  négatif,  les  longueurs  des 
droites  CN,  AB  auront  entre  elles  le  rapport  (i  —  n)  :  i, 
et  en  outre  CN  sera  parallèle  à  AB  et  dirigée  en  sens  con- 
traire. De  même,  en  employant  NC,  qui  a  une  direction 
opposée  à  CN,  nous  pourrons  écrire 

NC^(i  — /i)AB, 

(i  —  n)  étant  un  coefficient  numérique  positif.  En  gé- 
néral, on  peut  substituer  à  une  droite  quelconque  CN  la 
droite  opposée  NC,  pourvu  qu'en  même  temps  on  change 
le  signe  de  son  coefficient. 


\  *  • 


;  •  •. 
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Sommes  géométriques.  —  Èquipollences  polynômes. 

5.  Diaprés  ce  qui  précède,  se  trouve  définie  la  signifi- 
cation d'une  équipoUence  à  deux  termes  seulement,  dont 
chacun  renferme  une  seule  droite.  Voyons  maintenant 
comment  on  réunit  ensemble  plusieurs  droites,  en  tenant 
compte  de  leurs  grandeurs  et  de  leurs  directions  \  au  ré- 
sultat de  cette  opération ,  nous  donnerons  le  nom  de 
somme  géométrique  ou  de  composée-équipollente  (*). 
Pour  mieux  fixer  les  idées,  imaginons  qu'un  voyageur 
parcoure  une  ligne  brisée  OPQR  {Jig.  s);  le  chemin 


effectif  et  utile  qu'il  aura  fait  ainsi  ne  sera  point  égal  à 
la  longueur  de  la  ligne  brisée,  mais  équivaudra  à  la 
droite  OR,  par  laquelle  il  serait  également  parvenu  de 
O  en  R;  nous  appellerons  cette  droite  OR  la  somme  géo- 
métrique  de  toutes  les  droites  qui  constituent  la  ligne 
brisée. 

Nous  savons  qu'en  Mécanique  une  telle  somme  géo^ 

(*)  Le  nom  plus  simple  de  somme  géométrique  sera  celui  que  nous 
emploierons  en  général  ;  mais  il  est  bon  que  le  lecteur  sache  que  la  dé- 
nomination de  composée-équipollentûf  s'il  venait  k  la  rencontrer,  possède 
exactement  la  même  signification. 
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métrique  exprime  la  résultante  des  forces  appliquées  au 
poiot  O,  et  respectivement  équîpollentes  (c'est-à-dire 
égales,  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens)  avec  OP, 
PQ,QR. 

6.  Pour  construire  la  somme  géométrique  des  droites 
AB,  DC,  EF,  on  mènera,  par  un  point  O  quelconque,  la 
droite  OP  équipoilente  à  A6  ;  puis  à  la  suite  PQ  équi- 
poilente  à  DG,  et  QR  équipoilente  à  EF^  OR  sera  la 
somme  géométrique  chercliée. 

n  est  facile  de  démontrer  que,  dans  quelque  ordre  que 
l'on  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres  les  droites  équi- 
poUentes  aux  droites  données,  on  obtiendra  toujours  la 
même  droite  OR.  En  prenant  autrement  le  point  arbi* 
traire  O^  on  trouvera,  pour  somme  géométrique,  une 
autre  droite,  qui  sera  toujours  équipoilente  à  OR. 

Si  les  droites  étaient  toutes  parallèles,  leur  somme 
géométrique  ne  serait  autre  que  leur  somme  algébrique, 
obtenue  en  tenant  compte  des  signes. 

7.  Ceci  bien  compris ,  il  sera  très-facile  d'interpréter 

Fig.  3. 


et  de  construire  une  équipollence  polynôme.  Soit,  par 
exemple  (fig.  3), 

DE  H-  ^AB  —  CB-A-i  DF  —  /i  AF. 
Si  Ton  mène  OP  équipoilente  à  DE,  puis  à  la  suite 
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PQ^jÂB  (selon  la  signification  du  n^  4),  et  encore  à 
la  suite  QR*dlr— CB»a.BC,  on  obtiendra  ainsi  la  com- 
posée OR,  laquelle  sera  équipoUente  à  la  composée  TV, 
obtenue  en  menant,  par  un  point  quelconque  T,  la 
droite  TU*A.i.DF,  et  à  la  suite  UY^—  tiâF,  n  étant 
un  nombre  donné,  qui,  dans  le  cas  de  ^^fig*  3,  est  né- 
cessairement négatif. 

8.  On  peut  changer  la  disposition  des  termes  d'une 
équipoltence^  on  peut  aussi  faire  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  l'autre,  pourvu  que,  selon  la  règle  établie 
pour  les  équations,  on  cbange  le  signe;  Féquipollence 
demeure  ainsi  exacte.  Par  exemple,  Féquipollence  pré- 
cédente peut  s'écrire 

iAB  +  BC  -4-  DE  +  «  AF  —  lDF%Aeo, 

c'est-à-dire  qu'en  construisant  la  somme  géométrique  des 
cinq  termes  du  premier  membre  on  trouve  un  polygone 
fermé  au  lieu  d'une  ligne  brisée. 

Nous  pouvons  aussi  multiplier  tous  les  termes  d'une 
équipoUence  par  un  même  nombre,  sans  en  altérer  l'exac- 
titude. Cela  résulte  de  la  proportionnalité  de  deux  figures 
homothé tiques,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  sont  respecti- 
vement parallèles. 

En  un  mot,  nous  pouvons  exécuter,  sur  les  équipoi- 
lences,  des  opérations  précisément  analogues  à  celles 
qu'on  pratique  sur  les  équations  algébriques,  et  qui  dé- 
pendent de  l'addition  ou  de  la  soustraction,  et  aussi  de 
la  multiplication  et  de  la  division  par  des  nombres. 

9.  Remarquons  incidemment  que  si,  dans  Féquipol- 
lence des  deux  numéros  précédents,  nous  supposons 
inconnue  la  droite  ÂF,  quand  bien  même  nous  ne  con- 
naîtrions pas  7»,  Féquipollence  servirait  néanmoins  à  in* 
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diqner  la  direction  de  AF,  qui  est  parallèle  à  UY,  TV 
étant  ëquipoUente  à  OR.  Nous  verrons  toujours  que, 
tandis  qu  une  équation  sert  à  déterminer  une  seule  quan- 
tité, une  équipoUence  en  détermine  deux  ;  et,  en  effet, 
lorsqu'elle  détermine  une  seule  droite,  cela  revient  encore 
à  déterminer  deux  quantités,  savoir  :  la  longueur  de  cette 
droite  et  son  inclinaison. 

Règles  relatwes  aux  grandeurs  et  aux  inclinaisons, 

10.  La  composition  ou  somme  des  droites,  établie  pré- 
cédemment, nous  montre  évidemment  que,  dans  le  calcul 
des  équipollences,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Règle  I.  —  Quels  que  soient  les  trois  points  A,  B,  C, 
on  a  toujours 

(i)  AB  +  BC%A^AC. 

Cette  équipoUence  peut  indifféremment  prendre  les 
formes 

m 

(2)  BC^A.AC~AB, 

(3)  AB^AG  — BG, 

(4)  AB  +  BC  +  GAtî^o. 

Cette  règle  peut  paraître  une  conséquence  tellement 
immédiate  des  définitions,  qu'elle  ne  valait  pas  la  peine 
d'être  énoncée  à  part;  mais  elle  est  d'un  continuel  usage 
pour  substituer  une  droite  à  d'autres;  il  convient  donc 
de  se  la  rendre  familière. 

Nous  y  joindrons  une  règle  pour  distinguer  d'un  coup 
d' œil  quelles  sont  les  équipollences  identiques  par  elles- 
mêmes,  de  manière  qu'on  puisse  s'assurer  de  leur  exac* 
Ulude  sans  aucun  effort  d'esprit,  et  sans  regarder  le  moins 
du  monde  la  figure. 
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1i.  En  vertix  de  la  règle  précédente  (3),  nous  polt- 
rons substituer  à  une  droite  MN  quelconque  le  binôme 
MZ  — •  MZ,  Z  étant  un  point  complètement  arbitraire. 
Si,  en  faisant,  pour  chacune  des  droites,  une  substitution 
analogue,  il  en  résulte  une  expression  identique,  il  en 
sera  de  même  aussi  de  Téquipollence  qui  a  servi  de  point 
de  départ.  Ainsi,  par  exemple, 

BCr:A-AC  — AB 

est  une  équipollence  identique,  parce  que  la  suivante 
l^est  elle-même  : 

BZ— C2%à?  AZ  —  CZ  —  (AZ  —  BZ). 

U  en  est  de  même  de 

AB  +  BGd^AD  — CD, 
puisque 

AZ  —  BZ4-BZ— CZ^A-AZ  —  DZ  —  (CZ  —  DZ). 

Mais  si ,  au  contraire ,  nous  avions  écrit  par  erreur 
AB  +  CB^  ACy  nous  reconnaîtrions  la  faute,  en  remar- 
quant que  AZ  —  BZ  +  CZ  —  BZ  n'est  pas  identique  avec 
AZ  — CZ. 

12.  Il  nous  reste  à  établir  la  signification  des  équi- 
poUences  qui  contiennent  des  produits  ou  des  quotients 
de  droites  multipliées  ou  divisées  entre  elles.  Dans  ce 
but,  il  est  nécessaire  de  se  restreindre  à  la  considération 
des  figures  situées  dans  un  même  plan  \  tandis  que  tout 
ce  que  nous  auons  dit  jusçu*à  présent  s^ étend  aussi  à 
Vespace.      , 

13.  Établissons  tout  d'abord  une  convention  qui  ren- 
dra le  langage  plus  rapide.  Dans  toute  droite,  nous  ob- 
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aeryons  deux  choses  :  la  longueur  et  la-  direction;  pour 
calculer  les  longueurs^  les  géomètres  anciens  considé- 
raient toujours  les  rapports  entre  deux  droites;  les  mo- 
dernes trouvèrent  plus  commode  de  considérer  les  gran* 
deurs  d'une  manière  absolue,  en  les  comparant  à  une 
unité  de  mesure  choisie  arbitrairement;  d'après  cela,  le 
rapport  de  deux  droites  résulte  de  la  division  de  leurs 
grandeurs. 

Par  analogie,  tandis  que,  jusqu'à  présent,  pour  cal- 
culer les  directions  des  droites,  on  a  considéré  les  angles 
compris  entre  deux  droites,  nous  trouvons  plus  commode, 
au  lieu  de  cela,  de  considérer  les  inclinaisons  des  droites 
d'une  manière  absolue,  par  comparaison  avec  une  droite 
choisie  arbitrairement  pour  origine  des  inclinaisons; 
d'après  quoi  Vangle  de  deux  droites  sera  la  différence 
de  leurs  inclinaisons.  Nous  désignerons  Tinclinaison 
d'une  droite  par  la  caractéristique  inc,  comme  déjà  (3) 
nous  avons  désigné  la  grandeur  par  gr. 

i4.  Prenons  pour  origine  des  inclinaisons  (fig-  4)  I^ 
droite  OH  (que,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 

Fig.  4. 


horizontale  et  dirigée  de  gauche  à  droite);  nous  appel- 
lerons inclinaisons  de  la  droite  OM  l'angle  HOM  qu'elle 
forme  avec  OH,  en  observant  que  les  inclinaisons  posi- 
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tives  sont  pHses  à  droite  et  au-dessus  {*)j  c'est-à«-dire 
dans  le  sens  HMIL,  et  que  les  inclinaisons  prises  dans 
le  sens  opposé  HRL  sont  regardées  comme  négatives. 
D'après  cela,  comptant  les  inclinaisons  de  o  à  36o  de* 
grés^  l'inclinaison  de  la  droite  OR,  par  exemple,  peut 
être  considérée  comme  étant  de  — 4o  degrés  ou  de 
3ao  degrés,  c'est-à-dire  qu'une  différence  de  36o  degrés 
ne  change  pas  l'inclinaison. 

L'angle  MON  est  égal  à  l'inclinaison  de  ON,  moins 
l'inclinaison  de  OM  : 

angle  MON  =  inc.ON  —  inc.  OM. 

On  conTÎejQt  aussi  que  les  angles  positifs  doivent  se 
prendre  dans  le  sens  HMNI,  et  que  tout  angle  se  compte 
de  la  première  à  la  troisième  lettre.  Ainsi  Tangle  NOM 
est  négatif,  parce  qu'il  est  égal  à  inc.OM  —  inc.ON. 

15.  L'inclinaison  de  la  droite  AB  est  la  même  que 
celle  de  la  droite  OM,  parallèle  et  dirigée  dans  le  même 
sens.  L'inclinaison  de  BA  est  la  même  que  celle  de  OL, 
prolongement  de  MO.  Ainsi 

(  i)  inc.  BA  =  inc.  AB  ±  1 8o<'. 

On  affecte  180  degrés  du  double  signe,  parce  que,  ainsi 
qu'on  l'a  dit,  une  différence  d'inclinaison  de  36o  degrés 
ne  produit  aucun  effet.  Rappelons  qu'en  outre  de  (i) 
nous  avons 

(2)  angle  BAC  =  inc.  A C  —  inc.AB, 


(*)  M.  Bellavitis  a  changé  depuis  la  convention  sur  le  signe  des  incli- 
naisons. Nous  conservons  ici  la  première,  comme  plus  conforme  à  celle 
habitaellement  admise  pour  les  coordonnées  polaires. 
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et  aussi,  en  vertu  de  (i), 

(3)  angle  BAC  =  inc.  CA  -^  inc.  BA. 

16.  Nous  avons  vu  ce  qu'on  doit  entendre  par  une 
droite  équipollente  à  la  somme  géométrique  de  deux  ou 
plusieurs  droites.  Définissons  mainteoant  ce  qu'est  une 
droite  équipollente  à  un  monôme  formé  par  la  multipli- 
cation ou  la  division  du  plusieurs  droites.  Si  Ton  a 

#  t  ^  r.  A   aB  .  CD 

(i)  GH^— ^|r-> 

la  droite  GH  non-seulement  doit  avoir  la  grandeur  ex- 
primée par  Féquation 

gr-ABgr.CD 
(^)  6'--*^"=       gr.iF       ' 

mais,  en  outre,  son  inclinaison  doit  être 

<  3  )  inc.  GH  =  inc.  AB  +  inc.  CD  —  inc.  EF. 

Réciproquement,  si  les  relations  (a)  et  (3)  existent  si- 
multanément, l'équipoUence  (i)  aura  lieu.  De  même, 
l'équipoUence 

//\  rv«  A  GH.IL 

Vf/  MN 

signifie 

/*'\  ^wx       gr.GHcr.IL 

^  ^  gr.MN 

et 

(6)  inc.OP  =:  inc.  G  H  +  inc.  IL  —  inc.MN. 

En  substituant  dans  (4)9  (5),  (6)  les  valeurs  (i),  (a), 
(3),  nous  verrons  que  TéquipoUence 

IN  ^o  A  AB.CD.IL 


(m  ) 
comprend  les  deux  conditions 

(8)  6'®P-      gr.EFgr.MN      ' 

(9)  înc.  OP = inc.  AB  +  inc« CD  -t-  inc. IL  —  inc.  £F — inc.  MN. 

n  est  bon  d^observer  que  de  (7)  on  déduit  (8),  en 
chaDgeant  l'ëquipoUence  en  équation  relative  aux  gran- 
deurs, et  (9)  en  opérant  comme  si  Ton  voulait  prendre 
les  logarithmes,  mais  en  écrivant  inc.  au  lieu  de  log.  Ces 
deux  règles  serviront,  d'une  manière  semblable,  i  inter- 
préter une  équipoUence  binôme  quelconque. 

L'équipoUence  (i)  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 

et  exprime  encore  les  deux  conditions 

gr.  AB  gr.  CD  =  gr.  EF  gr.  GH, 
inc.  AB  +  inc.  CD  =  inc.  EF  +  inc.  GH. 

Si  les  membres  de  Téquipollence  sont  affectés  de  coef* 
ficients  numériques,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

/    X  ^«   A  «AB.CD 

n  étant  positif,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

QR^aGH, 

formule  à  laquelle  nous  devrons  donner  la  signification 
déjà  établie  au  n^  4.  Ainsi  (10)  exprimera  que 

ngr.ABgr.CD 

gr.QR  =  /igr.GH  =     ^   ^^^p 

et  que 

'  inc.QR  =  inc.GH  =.inc.  AB  -h  inc.  CD  —  inc.EF. 
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On  voit  que  la  condition  relative  aux  inclinaisons  est 
indépendante  des  coefficients  numériques  positifs.  Nous 
avons  déjà  dit  (4)  qu^un  coefficient  négatif  entraine  une 
différence  d*inclinaison  de  180  degrés. 

17.  De  ce  que  nous  venons  d'établir  sur  les  équipol- 
lences  binômes,  et  auparavant  (7)  sur  les  équipollences 
polynômes  dont  chaque  terme  contient  une  seule  droite , 
résulte  l'interprétation  de  toute  équipoUence  homogène, 
dans  laquelle  les  droites  sont  combinées  entre  elles  au 
moyen  des  signes  de  Taddition,  de  la  soustraction,  de  la 
multiplication,  de  la  division,  et  aussi  des  signes  de  Télé* 
vation  aux  puissances  et  de  l'extraction  des  racines  à 
indices  numériques,  ces  deux  dernières  opérations  se 
déduisant  des  deux  précédentes  à  la  manière  accoutumée. 
Si,  par  exemple,  on  a  Téquipollence  (*) 

AB.CD  :  EF  -4-  nCD^  :  AB  —  2FG  ^  o, 

que  l'on  construise  (16)  une  droite  LM  telle,  que 
LM-i^  AB.CD :EF,  et  si,  en  outre,  MN^nCD*:AB, 
TéquipoUence  proposée  se  réduira  à 

LMH-MN  — 2FG%i»o 

* 

et  exprimera  que  la  somme  géométrique  des  droites  LiVI, 
MN,  c  est-à-dire  LN  (10),  est  équipollenle  à  2FG. 

18.  En  transportant,  par  la  pensée,  des  équations  aux 
équipollences  tout  ce  système  des  significations  spéciales 
attribuées  aux  signes  ^,  +,  — ?  l,  etc.,  on  se  convain- 
cra aisément  de  cette  vérité  très- utile  : 

{*)  Poar  la  commodité  typographique,  nous  adoptons  deux  points  : 
comme  si^rne  de  la  division,  ce  signe  embrassant  toutes  les  quantités 
qui  suivent,  jusqu'au  premier  H-  ou  — • 
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Prihgipe  fondameutal.  —  On  peut  faire  sur  les  équi- 
poUences  relatives  aux  figures  planes  toutes  les  opéra^ 
iions  et  transformations  gui  sont  légitimes  pour  les 
équations  algébriques,  et  les  équipollences  qui  en  résul- 
tent sont  toujours  exactes. 

Si,  par  exemple,  on  multiplie  une  équipollence  par 
PQ  :  RS,  c'est  la  même  chose  que  si  Ton  multipliait  tous 
les  termes  par  le  rapport  numérique  gr.PQ:gr.RS  et 
si  Ton  augmentait  leur  inclinaison  de  inc.  PQ  —  inc.  RS  ; 
en  sorte  que  le  polygone  exprimé  par  l'ëquipoUence  se 
changera  en  un  autre  semblable,  qui  aurait  tourné  d'un 
angle  égal  à  inc.PQ  —  inc.RS;  si  bien  que  l'on  conser^ 

vera  toujours  un  polygone  fermé. 

[jé  suiçre.) 

M  RAYON  DE  GOORBIIRB  D  UNE  COURBE  DÉCRITE 
PAR  ON  POINT  D'UNE  FIGURE  MOBILE; 

Par  m.  saint-loup, 

ProfesBeor  à  la  Facalté  de  Besançon. 

Lorsqu'une  figure  invariable  se  déplace  dans  un  plan,  on 
sait  que  ce  mouvement  peut  être  produit  par  le  roulement 
d^une  certaine  courbe  ou  roulette  liée  à  la  figure  mobile 
sur  une  autre  courbe  qu'on  nommé  la  base  de  la  rou- 
lette, et  Ton  démontre  que,  si  Ri  et  Rt  sont  les  rayons  de 
courbure  de  ces  deux  courbes  à  leur  point  de  contact,  le 
rayon  de  courbure  A  de  la  courbe  décrite  par  un  point  A 
quelconque  du  plan  de  la  roulette  est  donné  par  la  rela- 
tion 

(I) 

qui  conduit  à  la  construction  de  Savary. 

j4nn,  de  MathémM.y  a*  série,  t.  Xlî.  (Mars  1873.) 
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(  «M) 

Dans  cette  formule,  a  désigne  la  distance  du  point 
mobile  A  au  point  de  contact  O,  et  0  Tangle  de  a  avec  la 
normale  en  ce  point  k  la  roulette. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  donner  la  solution  de  la 
question  suivante  : 

Une  courbe  étant  donnée  dans  le  plan  d^unejigure 
mobile,  celle-ci  reste  constamment  tangente  à  deux 
courbes  fixes;  déterminer  le  rajon  de  courbure  de  l*en- 
veloppe  de  la  première  courbe  en  fonction  des  rayons  de 
courbure  des  courbes  données  aux  points  oà  elles  se  tou- 
chent. 

Pour  cela,  traitons  d'abord  cet  autre  problème  plus 
simple  : 

Trouver  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  d^un 
point  C  du  plan  d'une  figure  invariable  dont  deux  points 
h.  et'R  décrii^ent  des  courbes  données,  en  fonction  des 
rayons  de  courbure  en  A  et  B  des  deux  directrices.  ' 

i .  Menons  en  A  et  B  les  normales  aux  deux  directrices, 
ces  normales  se  rencontrent  en  un  point  O  qui  est  le 
point  de  contact  de  la  roulette  qui  produirait  le  mouve- 
ment de  AB,  avec  la  base  sur  laquelle  s'effectuerait  le  rou- 


lement. On  sait  que  la  normale  à  la  trajectoire  du  point 
C  passe  aussi  en  O.  Soient  ON  la  normale  commune  aux 


(1.5) 

courbes  de  roulement  et  OX  une  direction  quelconque, 
«,  /3, 7,  y  les  angles  de  OÂ,  OB,  OC,  ON  avec  OX.  D'à* 
près  la  formule  rappelée  plus  haut,  on  a 

(a)  co.(v-.)(l  +  ^)=i.  +  i-; 

la  considération  des  points  B  et  C  donnerait  lieu  à  des 
relations  analogues.  Il  résulte  de  là  que 


(3) 


COs{v  -  a)   (i  +  ^) 


équations  qui  renferment  comme  inconnues  v  etC  ;  élimi- 
nons v,  on  a,  en  développant  les  cosinus  dans  la  première 

équation, 

Acosa  Bcosp 

(4  )  tangv  =  -V-: '- \^  .   ^  '  ' 

^^^  ^  Asma  Bsinp 

«(A  — a)~  A(B  — ^) 

La  seconde  équation  donnerait  pour  tang  v  une  expression 
analogue;  en  les  égalant,  il  vient 

(5)  j  -f-^  ('""§)  ""(^■~") 


•4-c  (ï— -f;)  sin{a  — p)= 


c'est  la  relation  cherchée. 

Les  signes  des  différences  j3  —  y,  y  —  «,  a  —  ^  sont 

8. 


(  "6) 
définis  par  la  figure.  A  — a,  B  —  ^^C  —  c  sont  positifs 
quand  les  rayons  de  courbure  A,  B,  C  sont  supérieurs  aux 
distances  a,  by  c  et  dirigés  du  même  côté  que  le  point  O 
par  rapport  aux  points  A,  B,  C. 

2.  Prenons 


a' 


AA'  =  — >     BB'  =  .— »     CC'==~; 
A  B  C 


l'équation  (5)  peut  s'écrire 


(6)  OA'sîn(p  —  v)  -*-  OB'  sin(7  —  a)  -4-  OC'  8in(a  —  p)  =  o. 

Or,  si  par  un  point  O  d'une  circonférence  on  mène  trois 
droites  OA'^  OB',  OC  terminées  k  la  circonférence,  ces 


Fig.  2. 


droites  représentent  les  cosinus  des  angles  a,  ^^y  qu'elles 
font  ayec  le  diamètre  mené  par  le  point  O,  et  on  a  l'iden- 


tité 


cosasin(p  —  7)  -+-  cosp8in(7  —  a)  -+-  cos7sin(a  —  p)=:  o, 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  développant;  donc  la  rela- 
tion (6)  exprime  que  les  trois  points  A',  B',  Csont  sur 
un  même  cercle  passant  par  le  point  O.  La  construction 
de  deux  de  ces  points  A'  et  B'  déterminera  donc  le  troi- 


{"7) 
sième  C,  et  on  voit  que  le  rayon  de  courbure  C  est  une 
troisième  proportionnelle  à  c  ou  OC  et  à  CC 

C'est  la  construction  à  laquelle  arrive  M.  Transon  par 
la  considération  du  cercle  de  roulement  {Journal  de 
Mathématiques  y  i845). 

Soient  A^,  B'^,  C*  les  centres  de  courbure,  en  sorte  que 

AA'  =  A,     BB'^  =  8,     CC"  =  C, 

on  a 

OA''  =  A  — fl,     OB'  =  B-~ô,     OC"  =  C— c. 

Désignons  ces  trois  longueurs  par  {^\  V\  cf\  Tëquation  (  5  ) 
prendra  la  forme 

(   )  «P(P  — 7)    ,  sin(7  — g)   ^   sin(a— p)_^ 

II  II  II  * 


a 


jf 


h" 


dans  laquelle  les  dénominateurs  sont  les  sommes  des  in- 
verses des  distances  du  point  O  au  point  décrivant  et  à 
son  centre  de  courbure. 

3.  En  se  reportant  a  la  construction  de  Savary,  on  voit 

Fig.  3. 


que,  si  le  point  décrivant  A  s^éloigne  indéfiniment  sur 
OA,  le  centre  de  courbure  A'^  se  rapproche  du  point  O  et 
▼ient  en  A' ,  point  que  Ton  obtient  en  menant  Cj  M.  pa- 


(.18) 
rallèle  à  AO  et  joignant  M.  à  €«,  et  l'on  a 

oa:  =  a  -  û, 

quand  A  et  a  deviennent  Infinis. 

Cela  posé,  si  Ton  considère  une  courbe  F  faisant  partie 
du  système  des  points  A  et  B,  et  que  l'on  mène  du  point  O 
une  normale  OF  à  cette  courbe,  le  point  F  ainsi  déter- 
miné est  le  point  de  contact  de  la  courbe  F  avec  son  enve- 
loppe. Des  courbes  équidistantes  de  F  ont  pour  enveloppes 
des  courbes  parallèles  à  l'enveloppe  de  F*,  toutes  ces 
courbes  ont,  comme  on  sait,  au  point  où  elles  rencontrent 
OF,  leurs  centres  de  courbure  au  même  point  F'^,  lequel 
est  aussi  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  décrite 
par  le  point  g  centre  de  courbure  de  la  courbe  F. 

Il  résulte  de  là  que,  si  le  système  mobile  est  formé  des 
deux  points  A  et  B  et  de  la  courbe  F,  on  pourra  lui 
appliquer  la  relation  (5)  en  substituant  à  la  courbe  F  le 
point  g  qui  remplace  ainsi  le  point  C  précédemment  con- 
sidéré. 

Dans  cette  relation,  c  désignera  la  distance  O^,  et  C 
désignera  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  par 
le  point  g  et  dont  le  centre  de  courbure  est  en  F''  centre 
de  courbure  de  l'enveloppe  de  F. 

4.  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  F  est  une 
droite,  il  résulte  de  la  remarque  qui  précède  que,  pour  le 
point  g  alors  situé  à  l'infini,  on  a  C  —  c  =  OF";  cette 
distance  doit  être  comptée  en  sens  contraire  de  OC  quand 
elle  est  positive. 

La  relation  (5)  devient  donc 

(8)   {  / 

/  b\ 


(  «'9) 
et  on  peut  Tëcrire  en  observant  que  OP',  est  compté  en 
sens  inverse  de  OA'  et  de  OB', 

(9)  OA'  sin{p  — 7)  -H  OB'sio(Y  —  a)  —  Or'sin(a  —  p)  =  o; 

elle  est  donc  renfermée  dans  Téquation  (6),  si  au  point 
C  on  substitue  le  point  P'.  Ainsi  le  point  P'  coïncide 
avec  le  symétrique  du  point  G  par  rapport  au  point  O. 

5.  Cherchons  comme  application  le  rayon  de  courbure 
de  Fenveloppe  d*une  droite  de  longueur  constante  qui 
s'appuie  sur  deux  droites  fixes  \  les  points  A'  et  6'  coïnci- 
dent alors  avec  les  points  A  et  B',  menons  les  normales 
AO  et  BO9  puis  la  normale  OC  à  la  courbe  mobile  AB. 

Fig.  4. 


Cette  normale  vient  rencontrer  le  cercle  en  C'^  prenant 
OP'  =  OC,  P'  sera  le  centre  de  courbure  de  Tenveloppe 
de  AB  pour  le  point  C,  et  comme  OC  =  ID,  on  voit  que 
le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  V enveloppe  est 
triple  de  la  distance  du  centre  de  l^ enveloppe  à  la  tan- 
gente au  point  considéré. 

Ce  résultat  est  aisé  à  vérifier  par  le  calcul,  car  Téqua- 
lion  de  Tenveloppe  est,  comme  on  sait, 


1         2        ' 
.r*  -<-  }'  =zr. 


{  «a<>  ) 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  C  (x,/)  est,  d'après 
Texpression  connue  de  p, 


1    1   t 


d'autre  part,  la  distance  ID  du  centre  à  la  tangente  est 


/         3  2 


x*X'l\ 


Ainsi  p  =  3ID. 


6.  Si  nous  considérons  un  triangle  lié  à  la  figure  mo- 
bile, on  voit  d'après  ce  qui  précède  que  : 

Les  centres  de  courbure  des  eni^eloppes  des  côtés 
d'un  triangle  mobile  sont  situés  sur  un  même  cercle  pas- 
sant par  le  point  de  concours  O  des  normales  aux  trois 
enveloppes  menées  aux  points  de  contact  avec  les  côtés 
du  triangle. 

7.  Comme  application,  considérons  un  triangle  dont 
deux  côtés  restent  tangents  à  deux  courbes  ;  cherchons  le 
rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  du  troisième  côté. 

Fig.  5. 


"*- — jc:- 


■  --- 


Soit  MNP  le  triangle  dont  les  côtés  MP,  NP  restent 
tangents  aux  deux  cercles  A'^  et  B'';  soient  A  et  B  les  points 


(  «a»  ) 

de  contact,  k'^A^  B^B  les  normales  qui  se  rencontrent  en 
O;  abaissons  OC,  G  sera  le  point  de  contact  de  MN  avec 
son  enveloppe;  traçons  le  cercle  A'^B'^O,  le  centre  de 
courbure  CI'  doit  être  sur  ce  cercle  au  point  où  il  est  ren- 
contré par  OC;  observons  maintenant  que  le  cercle  A'^'^O 
est  invariable,  car  les  points  A'^  et  B''  sont  fixes  et  Tangle 
hl'OW  constant  supplémentaire  de  P.  Le  point  C'"^  reste 
donc  constamment  sur  le  cercle  A^'^OB''^,  et  comme  ce 
cercle  ne  saurait  être  le  lieu  des  centres  de  courbure  de 
l'enveloppe  de  MN,  il  en  résulte  que  ce  point  CI'  est  fixe. 
C'est  ce  que  Ton  reconnaît  directement  en  observant  que 
les  angles  A'' OC,  B'^OC  sont  constants  comme  respec- 
tivement é^aux  i  M  et  N.  Donc  Tenveloppe  de  MN  est 
un  cercle. 

8.  La  proposition  précédente  peut  être  généralisée; 
car  elle  s*applique  à  un  nombre  quelconque  de  droites 
formant  un  polygone  ou  concourantes. 

9.  Laissant  de  côté  le  cas  particulier  où  la  courbe  F 
est  une  droite,  nous  voyons  qu'il  résulte  du  §  III  que 
nous  pouvons  calculer  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
décrite  dans  les  conditions  suivantes  : 

Etant  donnés  une  courbe  et  deux  points,  la  courbe 
glisse  sur  une  courbe  fixe  :  l'un  des  points  décrit  une  tra- 
jectoire donnée  ;  le  second  point  décrit  alors  une  courbe 
dont  la  formule  (9)  nous  donne  le  rayon  de  courbure. 

Si  la  courbe  fixe  se  réduit  à  un  point,  la  courbe  mobile 
se  trouve  alors  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe. 

10.  application  à  la  détermination  du  rayon  de 
courbure  du  limaçon  de  Pascal,  —  Par  un  point  fixe  C 
d'une  circonférence,  on  trace  une  corde  CA  sur  laquelle 
on  prend,  à  partir  du  point  A,  une  longueur  AB  con* 


(  "a  ) 
stante  :  le  point  B  décri  i  le  limaçon  de  Pascal .  La  courbe  F 

Fig.  6. 


est  ici  la  droite  GB,  la  courbe  fixe  se  réduit  au  point  C, 
le  point  F''  coïncide  avec  ce  point,  et  OF'''  =  —  OC. 
L'application  de  Téquation  (8)  donne,  pour  déterminer 
le  rayon  de  courbure  B  au  point  B, 

0A(i~2)sinB0C  — OB[i— —  jsinAOC-hOCsinAOB  =  o, 


ou 


OA.BC    .  ^^  /        0B\  AC        ^^,     AB 


OB  \         B  y  OA  OA.OB 

ce  qui  donne,  pour  le  rayon  de  courbure  B, 

OB» 

^0B'-+-0C»4-AC.BC' 

fl 

résultat  que  Ton  vérifie  aisément  à  Taide  de  l'équation  de 
la  courbe 

rzrrOAcOSÔ -+- AB, 

qui  donne 

~=— OA8in9=—  OC, 

—-=^  OAcosO  =  —  AC. 
Ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  connue  du 


{  "3) 
rayon  de  courbure,  dounent 


P  = 


(CB«-+-OC»)'       __ 


OB' 


CB^-+-0O-f-AC.CB       OB'-hOC'-hAC.BC 


il.  Plus  généralement,  considérons  le  cas  où  une 
courbe  glisse  sur  deux  autres,  et  cherchons  le  rayon  de 
courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe  liée  à  la  première. 

Nommons  '^,  y),  ^  les  rayons  de  courbure  des  courbes 
mobiles  aux  points  où  elles  touchent  leurs  enveloppes;  il 


suffira  de  remplacer,  dans  Téquation  (  5  ) ,  a  et  A  par  a  +  ^ 9 
A  +  ^,  etc.,  ce  qui  donne 

(10)  («+Ç)^,_Ji|^,i„(P_y)H-...  =  0. 

Prenons 


f„\   ,.'-^±±1)1     ni'-!±±J!Ï,    ^c'-<î±il', 

et  la  relation  précédente  devient 

^i^)  OA'sinfp-7)-l-OB'sin(7-~«)-f.OC'sin(a  — p)  =  o^ 


(  IM  ) 

les  points  A',  B',  C  sont  donc  sur  une  mftme  circonfé- 
rence passant  en  O. 

L'équation  (lo)  comprend  la  solution  du  problème 
qui  nous  occupe  dans  des  cas  particuliers  très-généraux, 
parmi  lesquels  je  mentionnerai  les  suivants  : 

Si  les  courbes  fixes  se  composent  d'un  système  de  deux 
droites  auxquelles  une  courbe  mobile  reste  constamment 
tangente,  on  a  alors  A  et  B  infinis,  et  réq{iation(io)  se 
réduit 


/  (fl-4-Ç)sin(p  — 7)-4-(^-*-u)sin(7  — a) 

j  4-(c  +  Ç)^i-i^]8m(a-p)=Oî 

les  points  A'  et  B'  coïncident  alors  avec  les  points  e  etf. 

Si  en  outre  la  courbe  mobile  C  est  une  droite,  le  centre 
de  courbure  F'^  de  Tenveloppe  de  la  droite  est  symétrique 
par  rapport  au  point  O  du  point  G  situé  sur  le  cercle  Oef. 

Si  les  courbes  fixes  se  réduisent  à  deux  poiqts,  c'est- 
à-dire  à  deux  cercles  de  rayon  nul,  la  courbe  mobile  passe 
alors  par  deux  points  fixes.  On  a  A  et  B  nuls;  l'équa- 
tion (lo)  devient  donc 

7(«  +  Ç)Mn(p  — 7)4-  -{*  -l-ïj)sin{7  — a) 

-i-(c-f-Ç)(i-.i±i)sin(a~p)  =  o. 

Dans  les  deux  cas,  le  coefficient  de  sin(a  — /3)  se  réduit 
à  C  —  c,  si  la  courbe  mobile  C  est  une  droite,  car  alors  ^ 
est  infini. 

Comme  application  offrant  une  vérification  facile, 
cherchons  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la  di- 
rectrice d'une  parabole  constante  qui  glisse  dans  un  angle 
droit  C.  Soient  A  et  B  les  points  de  contact;  menons  les 
normales  AO,  BO;  il  elt  aisé  de  calculer  les  rayons  de 


(  ia5  ) 
courbure  de  la  parabole,  en'  A  et  B,  et  l'on  trouve 


EdA 


EnB 


2*« 

,=  — =B/. 


Ces  valeurs,  portées  dans  Téquation  (i3),  donnent,  en 
observant  que  les  signes  de  a  et  6  doivent  être  changés, 

Fig.  8. 


parce  qu'ils  sont  portés  en  sens  inverse  de  la  direction 
suivie  dans  la  figure  précédente, 

—  «H jsinBOG  -H  (  —  ^ -h -^  j  cosBOC  — 01^=  o, 

car  OC  est  la  normale  à  la  directrice;  d'ailleurs 


tangBOG  =  t» 


d'où  il  résulte 


Or^=VûM-*»  =  OC. 


Et,  en  efiet,  la  directrice  de  la  parabole  passant  con* 
stamment  par  l'origine,  Fenveloppe  s6  réduit  k  un  point, 
et  le  cercle  de  courbure  coïncide  avec  le  point  C.  Signa- 
lons en  passant  la  relation  très-simple  qui  lie  les  rayons 


(  ia6  ) 

de  courbure  d*uoe  parabole  aux  extrémités  d'une  corde 

focale,  savoir  : 

I        1         I 


et  remarquons  aussi  la  construction  géométrique  très- 
simple  des  centres  de  courbure  dans  la  parabole,  qui  ré- 
sulte des  valeurs  de  §,  m^  et  qu'on  peut  formuler  par  le 
théorème  suivant  : 

Dans  la  parabole,  les  portions  de  deux  normales 
rectangulaires  comprises  entre  la  courbe  et  la  direc- 
trice sont  ini^ersement  égales  à  la  moitié  des  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  suivant  ces  normales. 


DÉTERMINATION  DBS  ÉLÉMENTS  INFINITÉSIMAUX  RBLATIP8 
Alix  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE  i  ' 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


L'expression  des  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
gauche,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
Tare,  a  permis  de  calculer  avec  élégance  plusieurs  des 
quantités  qui  se  rapportent  aux  deux  courbures  des  lignes. 
Je  me  propose  de  montrer  combien  l'emploi  régulier  de 
ces  séries  facilite  le  calcul  de  tous  ces  éléments,  tels  que 
le  rayon  de  torsion,  et  permet  d'établir  simplement  cer- 
taines propriétés  infinitésimales  dont  la  démonstration 
géométrique  est  délicate.  Les  lecteurs  des  Annales  pour- 
ront remarquer  l'expression  de  la  distance  d^une  courbe 
à  sa  sphère  osculatrice  :  il  y  a  eu  ici  même  sur  cette  ex- 
pression un  débat  entre  MM.  Ruchonnet  et  Gilbert  (mai 
et  août  187a);  or  je  retrouve  par  un  procédé  tout  dif- 
férent du  sien  le  résultat  de  M.  Ruchonnet. 
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I.  Je  suppose  connues  les  équations  de  la  tangente,  du 
plan  osculateur  et  de  la  normale  principale  ;  il  est  inu- 
tile de  les  rappeler.  Mais  j'écris  dès  à  présent,  pour  les 
employer  plus  tard,  des  résultats  qu'on  n'établit  pas  or- 
dinairement dans  le  cas  particulier  que  j'envisagerai. 
Etant  donnée  la  droite 

X  — a?_T — y  _  Z  — z 

sa  perpendiculaire  commune  avec  l'axe  des  x  a  pour 
équations 

*Y-!-eZ=:o,      (6»-+-r»)(X  — x)4-û(^jr4.«:)  =0, 

et  pour  longueur 

II.  Etablissons  aussi  maintenant,* pour  ne  pas  inter- 
rompre notre  étude  géométrique,  un  théorème  relatif  aux 
changements  d'axes  coordonnés.  Soient  a:,  y^  z  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  d'une 
courbe,  5  l'arc  compté  entre  ce  point  et  un  point  fixe  de 
la  courbe  ;  la  somme 


[d^xV'      /^''yV      fd'^zy     x:» 


'd'^as 
~d^ 


conserve  une  valeur  constante  pour  chaque  point,  quand 
on  prend  d'autres  axes,  pourvu  qu'ils  soient  aussi  rec* 
tangulaires.  En  effet,  les  coordonnées  primitives  a:,  j^  z 
sont  liées  aux  nouvelles  a/,  j*^  z*  par  des  équations  de 

la  forme 

or  =  X|  4-  ax'-+-  a!y'  -\-  a"  z\ ...  ; 

on  diflerentie  n  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  5, 
qui  est  indifférent  au  choix  des  axes,  puis  on  élève  au 


{  «a8) 
carré,  et  on  ajoute  les  trois  équations  analogues  9  en  te- 
nant compte  des  relations  connues  qui  existent  entre  les 
neuf  cosinus  a,  a\  a^^•..,  on  obtient 


2(^)'=2(^)' 


III.  Gela  posé,  je  prends  pour  axe  des  a?  la  tangente  en 
un  point  O,  pour  axe  des  /  la  portion  de  la  normale  prin- 
cipale qui  est  dirigée  dans  la  concavité  de  la  courbe;  le 
plan  des  xy  est  donc  osculateur  en  O  *,  l'axe  des  z  lui  sera 
dirigé  perpendiculairement,  et  du  même  côté  que  la  par- 
tie de  la  courbe  qui  va  dans  le  sens  des  x  positifs.  Je 
choisis  pour  variable  indépendante  la  longueur  $  de  l'are 
compté  à  partir  de  Torigine. 

Soit  M  un  point  de  la  courbe,  qui  sera  le  plus  souvent 
infiniment  voisin  de  O,  en  prenant  alors  s  pour  infini- 
ment petit  principal.  Pappelle  a,  (3,  y  les  angles  de  la 
tangente  avec  les  axes»  X9  fx,  v  ceux  de  la  normale  prin- 
cipale, \y  V,  (^  ceux  de  Taxe  du  plan  osculateur. 

A  moins  que  le  point  O  ne  soit  un  point  singulier, 
pour  lequel  les  résultats  ultérieurs  seraient  d'ailleurs  en 
défaut,  on  pourra  développer,  par  la  formule  de  Ma-^ 
claurin,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  5.  Pour  abréger,  je  supprime  tout  de  suite 
quelques-uns  des  premiers  termes  de  ces  séries,  dont 
Tab^nce  est  aisée  à  justifier,  et  j'écris  les  formules 

(    z  zrzCi  **-*-  C4  J*  -♦-.,. . 

Les  coefficients  de  ces  séries  ne  sont  pas  indépendants 
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les  uns  des  attires  ;  on  sait  que  l'on  a 

/  dx 

I   —  =  cosa=  I  -f-  3tfa**-+-  4<'4**H-»  •  M 

(a)  {  ^  =  co$p  =  26,*-|-3*,j»-f-4*4^-h..., 

dz 

— -  =  C0S7  =  3csi*H-  4^4  ^ 4- . . . . 

La  somme  des  carrés  de  ces  expressions  est  égale  i  i  quel 
que  soit  5;  il  faut  donc  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  cette  variable  soient  nuls  \  d'où  les  rela- 
tions 

2  3 

(3)  ^3=  —  -ÔJ,      «4= ^a^,,.... 

O  1 

IV.  Evaluons  les  deux  rayons  de  courbure  au  point  O 
en  fonction  des  coefficients  des  séries  (i). 

L'angle  de  contingence  de  Parc  infiniment  petit  OM 
est  ot.  Mais  l'équation  (2)  cosy  renferme  s^  en  facteur  :  le 
complément  de  7,  c'est-à-dire  l'angle  de  la  tangente  en  M 
avec  le  plan  osculateur  en  O  est  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre.  En  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre^ 

on  peut  regarder  y  comme  égal  à  -9  et  cos^  comme  égal 
â  sino;  ou  même  i.  a  \  d'où 

a  =  cos^  =  2  b^s  H-  •  •  •  • 

Le  rayon  de  première  courbure  en  O  est  donc 
(4)  R,  =  lim-  =  -^- 

L^ angle  de  torsion  de  Tare  OM  «st  l'angle  {^  du  plan 
osculateur  en  M  avec  le  plan  des  xjr.  Or,  quand  5  est  la 
variable  indépendante,  l'équation  générale  du  plan  os- 

jtiui.  i€  Utakémat.y  t.  XII,  3*  série.  (Mars  1873.)  9 
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cttUteur  peut  8* écrire 

Je  calcule  les  dérivées  au  moyen  des  séries  (1)9  je  rem- 
place ^8  p^r  ft^  valeur  (3),  je  néglige  les  termes  en  5*,  et 
j'ai  pour  Téquationdu  plan  osculateur  en  un  point  jr,j^,  z 
de  notre  courbe 

(5)  3^:K?,*'X--3(«rs*-»-2r4^)T-h[*,-f-3^f-f-(W4-+-a*;)*»]Z=o. 

Tout  d'abord  cette  équation  nous  démontre  deux  théo- 
rèmes dont  la  démonstration  géométrique  est  délicate 
(voir  le  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand).  Pour  avoir 
l'intersection  du  plan  osculateur.  correspondant  a  j  =  o 
avec  le  plan,  ou  les  deux  plans  infiniment  voisins,  on 
sait  qu'il  faut  égaler  à  zéro  le  terme  indépendant  de  5,  et 
le  coefficient  de  s  dans  le  premier  cas,  et  en  outre  les 
coefficients  de  5',  dans  le  second.  On  trouve  ainsi  pour  le 
premier  cas  Z  =  o,T==o,  et  pour  le  second  Z=T=:X=o. 
Donc  : 

La  limite  de  r intersection  de  deux  plans  osculateurs 
infiniment  voisins  est  la  tangente  menée  par  le  point  de 
contact  de  celui  qui  reste  fixe ^  en  sorte  quune  courbe 
gauche  est  V arête  de  rebroussement  de  Ven%feloppe  de 
ses  plans  osculateurs, 

La  limite  de  r  intersection  de  trois  plans  osculateurs 
voisins  est  le  point  de  contact  de  Vun  d'yeux* 

Mais  le  premier  théorème  nous  donne  l'angle  de  tor- 
sion cherché.  Puisque  le  plan  osculateur  en  M  peut  être 
considéré  comme  passant  par  Taxe  des  x  tangent  en  O, 
son  inclinaison  sur  le  plan  des  xy  est  l'angle  de  sa  trace 
sur  le  plan  des  yz  et  de  l'axe  àesy\  elle  est  mesurée  par 

la  limite  du  rapport  r^  tirée  de  Féquation  (5),  en  y  fai- 


{  «3«  ) 
nnt  X  =s  o  ;  dooc 

*=='""  Y =-ir' 

Le  rayon  de  la  seconde  courbure  en  O  deyient,  en  ti- 
Mmt  d'ailleurs  la  Taleur  de  b^  de  Féqualion  (4)) 

{€)  r,=  lim  -  =  - —  == 
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Nous  avons  reçu  de  M.  Adolph  Stbeh,  de  0>penhaguef 
un  intéressant  Mémoire  rdatif  i  la  théorie  des  centres 
de  pression.  L'auteur,  après  avoir  établi  le  théorème  de 
Cotes  :  Le  centre  de  pression  est  le  même  que  ceux  de 
percussion  et  d^oscillation  par  rapport  à  la  droite  d^in-- 
tersection  des  deux  plans  prise  pour  axe  de  rotation, 
«n  tire  des  conséquences  qui  complètent  la  théorie* 

Dans  saiJliinsta  di  Giornali,  M.  Bellavitis  fait  observer 
que  la  question  963,  !•  VIII,  a*  série,  n'est  que  la  repro** 
duction  de  la  question  2Si ,  t.  XI,  i**  série. 

M.  Faure  nous  prie  de  regarder  comme  non  avenue 
la  question  1104,  t.  XI,  a*  série,  p.  527* 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ph.  Gilbert.  —  Dans  les 
Nouvelles  Annales,  j'ai  rois  eu  doute  l'exactitude  de 
l'expression  trouvée  par  M.  Ch.  Ruchonnet,  pour  la  dis- 
iance  d'une  courbe  à  sa  sphère  osculatrice,  et  j'ai  pro* 
posé  une  expression  différente.  M.  Ruchonnet,  dans  le 
numéro  d'août  1 87  a,  a  maintenu  l'exacti  tude  de  sa  formule 
et  cité  un  exemple  qui  prouve  la  fausseté  de  la  mienne. 

Je  viens  de  profiter  de  quelques  instants  de  loisir  pour 

9- 
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revenir  avec  plus  d^attention  sur  cette  questiou,  et  j*aî 
reconnu  que  Terreur  est  de  mon  côté  :  la  formule  de 
M.  Ruchonnet  est  parfaitement  exacte. 

L'erreur  ne  réside  pas,  comme  j'en  étais  sûr  d'avance, 
dans  mes  formules  générales,  qui  sont  irréprochables, 
mais  dans  Tapplication  que  j'en  ai  faite  à  ce  problème 
particulier.  Et,  chose*  curieuse,  j'ai  commis  Terreur 
même  que  je  relève  dans  le  même  article,  i  charge  d'un 
collaborateur  du  journal  :  dans  un  calcul  d'infiniment 
petits,  j^ai  négligé  des  termes  de  même  ordre  que  la  graa- 
deur  à  déterminer. 

Le  calcul  rectifié,  et  il  n'est  pas  plus  compliqué  pour 
cela,  me  donne,  pour  l'expression  demandée, 

ds  étant  Télément  de  Tare;  R,  T,  r  les  rayons  de  cour- 
bure, de  torsion,  et  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  de 
la  courbe  proposée;  R'  le  rayon  de  courbure  du  lieu  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice.  L'identité  de  cette  for- 
mule avec  celle  de  M.  Ruchonnet  est  visible. 

Dans  l'espoir  de  me  réhabiliter  aux  yeux  de  vos  lec- 
teurs, je  proposerai  à  M.  Ruchonnet  de  démontrer,  par 
les  méthodes  géométriques  dont  il  se  sert,  les  résultats 
suivants  : 

1^  Si,  à  pactir  du  point  M  d'une  courbe  gauche,  on 
prend  sur  la  courbe  et  sur  le  cercle  osculateur  en  M' des 
arcs  infiniment  petits  égaux  MM'=  MM^  =  ds^  et  si  Ton 
joint  M'M],  les  projections  de  M^M^  sur  la  normale  prin- 
cipale et  sur  la  fajigente  à  la  courbe  au  point  M  sont  res* 
pectivement  des  infiniment  petits  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre,  savoir  : 

ud^         udi* 
6R»t'     8R»t' 
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u  étant  la  distance  du  centre  de  courbure  au  centre  de  la 
sphère  osculatrice;  R9  T,  ds  les  mêmes  quantités  que 
ci -dessus. 

n^  Si  l'on  projette  l'arc  infiniment  petit  MM'  sur  le 
plan  osculateur  en  M,  la  différence  entre  Tare  MM'  et  sa 
projection  est  du  cinquième  ordre  et  égale  à 


40  R»T« 
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Questions  d'Algèbre  élémentaire;  méthodes  et  solu- 
tions, avec  un  résumé  des  principales  théories  et  un 
très-grand  nombre  d'exercices  proposés,  à  l'usage  des 
difTérentes  classes  de  Mathématiques,  par  M.  ^,  Des^ 
boves,  agrégé  et  docteur  es  sciences,  professeur  au 
lycée  Condorcet.  i  vol.  in-8°5  1873.  Prix  :  5  francs. 

L'Ouvrage  que  M.  Desboves  offre  aujourd'hui  au  public 
forme,  avec  ses  Questions  de  Géométrie  et  ses  Questions  de  Tri- 
gonométrie,  un  ensemble  complet  qui  fera  bien  saisir  aux  élèves 
les  rapports  qui  existent  entre  ces  trois  parties  des  Mathéma- 
tiques élémentaires. 

La  première  Partie  est  le  résumé  d'un*  cours  très-complet 
d* Algèbre  élémentaire.  Les  théories  principales  y  ont  été  dé- 
veloppées avec  le  plus  grand  soin,  tandis  que  les  théories  faciles, 
qu'on  trouve  exposées  de  la  même  manière  dans  tous  les  Traités 
d'Algèbre,  ont  été  seulement  indiquées  dans  un  programme 
irès-détaîllé.  Immédiatement  après  Texposé  des  règles  du  calcul 
algébrique,  l'auteur  a  donné  les  formules  relatives  aux  nombres 
d'arrangements,  de  permutations  et  de  combinaisons,  et  aussi  la 
formule  dé  Neivton,  pour  le  développement  de  la  puissance  en- 
tière du  binôme.  On  ne  saurait  cvîdemujent  habituer  trop  tôt 


(  i34) 

les  élèTes  à  ces  idées  d*ordre  et  de  combioaiion,  aiix<|ueUci, 
comme  le  dit  Poiasot,  «  oa  doit  rapporter  la  théorie  pnn 
fonde  des  équations,  celle  des  expressions  imaginaires,  et  tout 
Fart  des  transformations  algébriques  »•  L*auteura  introduit  aussi 
des  notions  relatives  à  la  continuité  des  fonctions  et  à  leur  re- 
présentation graphique,  qui  donneront  aux  élèves  des  idées 
plus  nettes  et  plus  étendues  sur  la  variation  des  fonctions, 
qn*en  se  bornant  à  l'unique  détermination  de  leurs  maxima  et 
minima, 

La  seconde  Partie  contient  d'importants  développements  sur 
les  matières  traitées  dans  la  première,  le^  éléments  de  la  théorie  ' 
des  congruences,  la  résolution  des  équations  indéteroÛDées  à 
deux  inconnues,  etc.  Des  exercices  nombreux  et  variés  sont 
proposés,  à  la  snite  de  questions  développées  que  les  élèves  de- 
vront prendre  pour  modèle  à  suivre.  Le  professeur  trouvera 
donc  dans  cette  seconde  Partie  un  texte  tout  préparé  pour  ses 
conférences. 

Dans  tout  le  cours  du  livre,  Tauteur  a  beaucoup  insisté  sur 
la  grande  importance  des  identités  algébriques,  et  en  a  déduit 
plusieurs  beaux  théorèmes  de  la  théorie  des  nombres.  Il  en  a 
égaienent  tiré  un  excellent  parti  dans  l'étude  directe  de  la  va- 
riation de  certaines  fonctions  qui  se  présentent  à  chaque  instant 
dans  les  problèmes  élémentaires. 

Les  méthodes  de  déduction ,  dont  un  aperçu  avait  déjà  été 
donné  dans  les  précédents  Ouvrages  de  Tauteur,  ont  été  déve- 
loppées avec  le  plus  grand  soin.  Élève  de  Sturm,  il  a  d*aî11eur» 
puisé  dans  ses  anciens  cahiers  de  notes,  et  procuré  ainsi  à  ses 
lecteurs  la  saveur  de  quelques  élégantes  solutions  de  l'illustre 
géomètre. 

Nous  signalerons  enfin  le  sixième  et  le  septième  chapitre  de 
la  seconde  Partie,  qui  contiennent  Tanalyse  du  premier  volume 
de  V Arithmétique  uniçmelle  de  Newton,  et  dont  on  ne  saurait 
trop  recommander  la  lecture  aux  élèves. 

LeÇOJNS     DB    TaiGOMOMÉTaiB     RSCTILIGRE    BT    SPBÉmi^VE, 

par  jé.  Combler,  professeur  de  Mathématiques  supé* 
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rmifes.  Ia-8^de  i36 pages;  187s.  Mons;  Hector  Man- 
ceanx,  édîienr. 

Les  Z^eçons  de  M.  Cambier  se  composent  de  deux  parties 
distinctes,  suivies  d*un  Appendice.  La  première  partie  traite 
de  la  TrigoDoroétrîe  reciiligne,  et  comprend  la  goniométrie,  Ta 
résolution  des  triangles  et  les  applications  au  levé  des  plans. 
Dans  tes  trois  derniers  chapitres  de  cette  partie  se  trouvent  ex- 
posés les  propriétés  angulaires  du  quadrilatère,  les  maxima  et 
tes  minima,  ainsi  que  les  séries  trigonométriques.  Beaucoup  de 
questions  résolues  paraissent  entièrement  nouyelles. 

Les  deux  premiers  chapitres  de  la  Trigonométrie  sphérique 
sont  consacrés  aux  propriétés  et  à  la  résolution  des  triangles 
rectangles  et  des  triangles  quelconques.  Le  troisième  chapitre» 
fort  important  et  très-curieux,  donne  plusieurs  théorèmes,  peu 
connus,  sur  les  triangles  sphériques  et  de  nombreuses  applica- 
tions à  la  géodésie,  aux  angles  trièdres,  aux  polyèdres  régu  - 
lîers,  au  tétraèdre  et  à  la  sphère. 

L'Appendice  contient  le  développement  de  sin x  et  cosx  avec 
la  résolution  des  cas  singuliers  des  triangles  sphériques. 

Tous  les  chapitres  sont  suivis  d'un  grand  nombre  d'exercices, 
de  formules  k  vérifier  et  de  théorèmes  à  démontrer.  Ces  exer- 
cices sont  bien  choisis,  et  imprimés  dans  un  caractère  différent 
de  celui  du  corps  de  l'ouvrage. 

Lbs  caisTALLOÏDBs  COKPLBXBS  A  soiocsT  ÉTOILE)  par  M.  le 
comCe  Léopold  Hugo.  Grand  ia-8°,  avec  3  planches; 
1873. 

L*auteur  a  publié  sur  cette  théorie  trois  brochures  dont  la  der- 
nière date  de  1872.  Il  y  a  été  conduit,  comme  le  nom  l'indique, 
par  les  considérations  de  la  Minéralogie;  aussi,  malgré  ce  qu'elles 
ont  d'essentiellement  théorique,  il  ne  faut  pus  les  regarder 
comme  des  abstractions  ne  pouvant  fournir  d'applications  pra- 
tiques. M.  L.  Hugo  fait  observer  qu'une  foule  de  monuments 
publics,  d'oeuvres  d*art  de  toute  espèce,  sont  construits  d*après 
les  règles  qu'il  donne  et  que  Tinstinct  artistique  avait  devinées; 
la  théorie  pourra  sans  doute  développer  la  pratique. 
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Un  erUtaUoide  €St  formé  par  l'utembiage  d6  plusieurs  ongku 
de  mdme  formule;  aussi  Fauteur  commenoe-t^il  par  défioir  Tmi- 
glei,  dont  on  peut  se  faire  une  idée  par  le  solide  qui  porte  oe 
nom  à  propos  de  la  sphère.  On  y  considère  un  axe  analogue 
an  diamètre  de  la  sphère,  et  une  courbe  appelée  directrice, 
comme  dans  tout  le  mouvement. 

Les  volumes  des  onglets  se  mesurent  au  moyen  d*un  nombre 
appelé  coefficient,  qui  multiplie  le  produit  de  la  hauteur,  prise 
sur  Taxe,  par  la  base  de  Fonglet,  pour  obtenir  ce  volume. 
Comme  exemples  de  coefficients  connus,  nous  citerons^l  pour 
la  pyramide  et  \  pour  le  problème  d'Archimède. 

Ce  qui  précède  s'étend  aux  cristalloîdes,  puisqu'un  cristal- 
lôide  se  compose  d*onglets  de  même  nature. 

L*auteur  donne  aux  cristalloîdes  dont  les  onglets  sont  con- 
caves vers  Taxe  le  nom  de  domotdes,  et  à  ceux  dont  les  onglets 
sont  convexes  le  nom  de  trémoïdes;  par  conséquent,  les  trois 
courbes  du  second  degré,  prises  comme  directrices,  donneroni 
des  ellidomoïdes,  des  hyperdomoïdes  et  des  paradomoïdes,  etc. 
Dans  le  cas  particulier  d'une  ellipse  à  axes  égaux,  c*est-à-dire 
d'un  cercle,  on  emploie  les  mots  à'équidomoïdes  et  A'équitré» 
moides. 

Les  cristalloîdes  complexes  à  sommet  étoilé>  dont  l'auteur  s'oc- 
cupe dans  sa  dernière  brochure,  le  conduisent  à  ce  qu'il  appelle 
\e%  solides  imaginaires^  et  dont  il  nous  reste  à  parler;  du  reste, 
on  peut  en  donner  l'idée  d'une  manière  directe. 

Concevons,  par  exemple,  un  rectangle  tournant  autour  de 
l'un  de  ses  côtés  et  l'extrémité  de  l'autre  décrivant  une  circon- 
férence divisée  en  six  parties  égales;  il  est  clair  que  le  solide 
décrit  sera  un  cylindre.  Mais  si,  à  la  fin  de  chaque  division^  on 
imagine  le  rectangle  générateur  anéanti,  pour  ne  reparaître 
qu'au  commencement  de  la  suivante,  on  aura  ainsi,  au  lieu 
d'un  cylindre  complet,  un  solide  composé  de  trois  parties 
pleines  et  de  trois  autres  vides 

Au  lieu  de  cela,  si  l'on  considère  le  rectangle  générateur 
n'existant  qu'aux  six  divisions,  on  aura  un  solide  complète- 
ment imaginaire,  c'est-à-dire  ne  se  cojnposant  que  de  ces  di- 
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fisions  raetangulaivet  daiu  le  cylindre  :  tnom  Taiiteor  dit*il  que 
les  feuilleU  d'un  livre  ouvert  et  placé  verticalement  donnent 
une  idée  de  ce  dont  il  s'a|pt. 

Enfin,  au  lieu  de  faire  disparaître  et  reparaître  périodique- 
ment la  surface  génératrice,  nous  pouvons  la  supposer  modifiée 
suivant  certaines  lois. 

En  résumé,  nous  voyons  que  ces  travaux  présentent  beau-' 
coup  d'originalité  en  théorie';  de  plus,  la  théorie  des  cristal* 
loides  a  offert  déjà  et  offrira  encore  nne  foule  d'applications 
pratiques,  à  propos  des  formes  employées  dans  les  arts  et  dans 
la  construction  d'édifices  publics,  dont  plusieurs  sont  bien 
connus.  C.  H. 

Elemehti  m  Geometuia  projettivà  di  Luigi  Cremona, 
t.  1,  texte  et  planches  (184-XLIV).  In-8;  1873.  Prix  i 
3  fr.  5o  c. 

IVous  rendrons  prochainement  compte  de  cet  excellent  Ou- 
vrage. 

i  I     I     '    '  ■  '  ■         ■  ■ 

SOLUTIONS  DB  OUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  ROIIYELLES  ANNALES. 


Question  1097 

(Tolr  a*  série,  t.  XI.  p. 479)} 

Pab  m.  Augitstk  MOREL, 
Répétiteur  à  Sainte- Barbe. 

Joignons  deux  points  quelconques  E,  F  d*une  cir^ 
conférence  à  un  point  O  pris  arbitrairement  sur  le  pro- 
longement d^un  rayon  CA  de  cette  circonférence. 
Désignons  par  E',  F'  les  points  de  rencontre  de  ces 
droites  auec  la  circonférence.  Élevons  aux  points  E,  F 
des  droites  respectivement  perpendiculaires  à  EO,  FO  ; 
appelons  I  le  point  de  rencontre  de  ces  perpendicu- 
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laireê.  On  demande  de  démontrer  que  Vmngle  lOC  a 
pour  mesure  la  demi-somme  ou  la  demi-différence  des 
arcs  E'A,  F'A.  (Makwhbim.) 

Pour  le  démontrer,  je  joins  le  point  E  au  point  F,  le 
point  E'  au  point  F'  (*).  Les  quatre  points  I,  E,  F,  O 
sont  sur  une  même  circonférence,  et  par  suite  les  angles 
lEF,  lOF  sont  égaux  (ou  supplémentaires).  Il  en  résulte 
que  Tangle  FEO  est  le  complément  de  l'angle  lOF;  mais, 
dans  le  quadrilatère  inscrit  EFF'E\  Tangle  FEO  est 
égal  a  l'angle  OF'E'.  Donc,  les  angles  OF^E'  et  LOF  étant 
complémentaires,  la  ligne  F'E'  est  perpendiculaire  k  10. 

Si  j'appelle  M  et  N  les  points  où  les  perpendiculaires 
menées  par  les  points  E  et  F  rencontrent  la  circonfé- 
rence, je  démontrerai  de  même  quQ  MN  est  perpendicu- 
laire à  10,  et  par  suite  parallèle  à  F^E'. 

Je  dis  de  plus  que  les  cordes  F'E'  et  MN  sont  égales. 
En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point  I 
soit  extérieur  k  la  circonférence,  et  que  l'angle  EIF  soit 
égal  à  l'angle  EOF.  Il  en  résultera  que  Tare  MN  sera  égal 
àrarcF'E'(**). 

Il  résulte  de  là  que  la  figure  E'F'MN  est  un  rectangle, 
et  que  E'N  est  parallèle  k  01,  la  ligne  F'N  étant  un  dia- 
mètre, ce  que,  du  reste,  on  aurait  pu  voir  immédiate- 
ment. Par  suite,  si  je  prolonge  le  rayon  OC  jusqu'au 
point  A',  où  il  rencontre  la  circonférence ,  l'arc  A'N  est 
égal  À  l'arc  AF^ 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  :  si  les  points  E 
et  F  sont  d'un  même  côté  du  diamètre  AA',  il  en  sera  de 
même  des  points  E'  et  F',  et  par  suite  les  points  E'  et  N 
seront  de  part  et  d'autre  de  ce  diamètre.  Donc  la  ligne 

■         '        '  !■  I         I      I     I  I  I.     ■ 

(*  )  Le  iMlear  est  prié  de  faire  la  figure. 

f**^)  Si  le  point  I  était  intérieur,  il  eet  facile  de  voir  que  l'angle  EIF 
serait  le  supplément  de  l'angle  en  O  et  l'on  en  déduirait  aussi  facilement 
<fue  l'arc  MN  est  égal  à  ET. 
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E'N  renLContrera  le  diamètre  en  un  point  L  intërieur  à  la 
circonférence,  et  par  suite  Tangle  CLN,  ou  son  égal  COI, 
aura  pour  mesure  la  demi-somme  des  arcs  Â'M  et  AE'. 

Si  E  et  F  sont  de  côtés  différents  du  diamètre  AA^  les 
points  E'  et  N  seront  d'un  même  côté  de  ce  diamètre; 
Tangle  CLN  sera  extérieur,  et  par  suite  aura  pour  mesure 
la  demi-différence  des  arcs  A'  et  AF\ 

Remarque.  —  Le  même  théorème  subsiste  lorsque  le 
point  O  est  intérieur  au  cercle;  on  le  démontrerait  exac- 
tement de  la  même  manière. 

yote.  — >  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  S.  Jouhanneau  el 
T.  Jamet,  élèvwdn  lycée  de  Boideaux;  Pelliaeier;  Louis  Govlio,  élére  du 
lyeée  du  HaTre;  Les  et  Brocard. 


Question  HOO 

(  rsir  y  lérfo,  I.  XI»  p.  480  >; 

PAa  H.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 

De  toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  triangle  donné 
ABC,  celle  dont  la  surface  est  la  plus  grande  est  équi-^ 
valente  au  cercle  inscrit  dans  un  triangle  équilatéral 
équivalent  au  triangle  proposé. 

Si,  du  centre  de  cette  ellipse,  on  mène  des  droites  aux 
centres  des  cercles  inscrits  dans  les  deux  triangles  équi-^ 
latéraux  construits  sur  l'un  quelconque  des  trois  côtés 
du  triangle  propose,  ces  droites  seront  respectii^emeni 
égales  à  la  demi^omme  et  à  la  demi^d^érence  des  axes 
de  V ellipse,  et  les  axes  de  r ellipse  seront  dirigés  5itt- 
ifant  les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces  droites. 

(G.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  AB  et  AC  et  posons 

AB  =  a,    AC  =  b. 


o> 
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L'éqaation  de  lâ  conique  inscrite  dans  ce  triangle  sera 

—  ilmxx — 2^a;( — h^ — i) — am/i/(--4-T — '  )  ^= 

l^meln  étant  des  constantes  indéterminées. 

Posons 

l       .       m 

n=^'     7  =  ''' 
Téqualioa  devient,  après  avoir  été  développée, 

Or,  l'équation  générale  d'une  ellipse  étant 

A  **-+-  Bxy  -j-  Cr'-f-  Dx  -h  E^  -h  F  =  o, 

son  aire  est  représentée  par  l'expression 

.   ^  AE»-hCD»— BDE  — F(4AC  — B») 

2  tr  sin  9  j 9 

±:(4AC  — B»)* 

0  étant  Tangle  des  axes.  Il  faut  prendre  le  signe  de 
manière  à  rendre  Paire  positive. 

La  substitution  donne,  pour  Taire  de  Tellipse  inscrite 
dans  le  triangle  proposé, 

\  ^  /         K smB ab  ^a 


hl^t 


±  —  i 


Il  suffit  de  chercher  les  conditions  du  maximum  de 

i' 

ou,  mieux,  celles  de  son  carre. 
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Comme  X  et  /x  sont  deux  variables  indépendantes,  il 
faat  égaler  séparément  k  zéro  les  dérivées  de  cette  expres- 
sion par  rapport  à  X  et  par  rapport  à  [i. 

On  est  ainsi  conduit  à 

a>-f-i=o,     ^fiH-i  =  o. 

L'aire  maximum  est  donc  égale  k  — =:  sinO. 

^  6v/3 

Soit  c  le  côté  du  triangle  é({uilatéral  équivalent  à  ABC  ; 

son  aire  est  égale  a  -s-  ^9  et  celle  du  cercle  inscrit  à  -—  • 
Or,  si  l'on  pose 

on  en  déduit 

^ci       nab  smB 

12  6\/3 

On  s'assure  aisément  que  l'ellipse  maximum  a  pour 
centre  le  point  de  concours  des  médianes  et  touche  les 
côtés  du  triangle  en  leurs  milieux. 

Soient  : 

0  le  centre  de  Tellipse^ 

0}  et  O,  ceux  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
équilatéraux  construits  sur  AB,  0|  étant  intérieur  au 
triangle  ABC  ; 

1  le  point  milieu  de  AB-; 
OH  une  parallèle  à  ABj 

on  trouve  facilement  que 

-—a       fl'-f-  ^'-~a6(cosO+\/S8inO) 

9 
— — -'       a'-t- A'— tf6(co»9  —  ^3sin9) 

OOj    =:  > 

9 
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d*où 

00,  —  00,  = ï =  — 7=--, 

9  3^3 


mais,  si  ai  et  &i  sont  les  demi-axes  de  Telllpse,  on  doit 
avoir  aussi 

,     .        2a6sin9 

3v^ 
donc 

c'est-à-dire 

00,=:tf,-h^„     00,  =  a,  4- 6,. 

Calculons  maintenant  la  longueur  du  diamètre  conja- 
gué  de  01,  lequel  est  dirigé  suivant  OH.  Nous  trouve- 
rons facilement  qu'il  a   pour  valeur  — -s  c'est-à-dire 

2  V  3 

qu*il  est  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
ëquilatéral,  ou  à  la  moitié  de  la  distance  OiOf  On 
retrouve  ainsi  la  construction  par  laquelle,  connaissant 
deux  diamètres  conjugués  d^une  ellipse  et  l'angle  qu^ils 
font  entre  eux,  on  construit  les  axes  de  cette  ellipse.  Les 
bissectrices  des  angles  formés  parles  droites  00t)OOt 
sont  donc  bien  les  directions  des  axes. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pellissier;  A.  Tour- 
rettes,  sonreilUat  générml  an  lycée  d'Albi,  et  Brocard. 

Solution  géométrique  de  la  même  question^ 
Par  m.  MORET-BLANC. 

On  sait  que  l'ellipse  maximum  inscrite  dans  un  triangle 
touche  les  côtés  en  leurs  milieux;  la  figure  formée  par  le 
triangle  proposé  et  Tellipse  maximum  inscrite  peut  donc 
être  considérée  comme  la  projection  d'un  cercle  touchant 


(  «43  ) 
«a  kun  milieux  lc$  côtés  du  triangle  circonicrit,  qui^ 
pv  conséquent,  est  équilatéral. 

Soient  C  et  T  les  aires  du  cercle  et  du  triangle  équila- 
téral circonscrit,  u  Tangle  de  leur  plan  avec  celui  du 
triangle  ABC;  les  aires  de  Tellipse  et  du  triangle  ABC 
seront  respectivement  C  coso)  et  T  coso»  \  mais  C  cosca  est 
aussi  Taire  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  équilatéral 
d^aire  Tcosw,  ce  qui  démontre  la  première  partie  du 
théorème. 

Le  demi-diamètre  de  l'ellipse  parallèle  à  Tun  des  côtés 
do  triangle  circonscrit  est  k  ce  côté  comme  les  lignes  pa- 
rallèles dont  ils  sont  les  projections,  c'esl*à-éire  comme 
le  rayon  d'un  cercle  est  au  côté  du  triangle  équilatéral 
circonscrit  :  il  est  donc  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  équilatéral  construit  sur  ce  côté  du  trian- 
gle donné. 

Cela  posé,  la  construction  indiquée  dans  l'énoncé  n'est 
autre  que  celle  qui  sert  à  trouver  les  axes  d'une  ellipse 
dont  on  donne  deux  diamètres  conjugués. 


Question  4110 

(Tolr  a*  telle,  t.  Xn ,  p.  9$); 

Vk%  M.  DEMARTRES, 
ProliBSMQr  tu  coU^«  de  ValencieniiM. 

On  construit,  dans  le  cercle  irigonométrique,  Varc 
aa  =  AC,  sinaa  =  CP,  le  point  P'  symétrique  de  P 
par  rapport  à  OC,  D  milieu  de  la  corde  AC  et  les 
droites  P'D,  PT.  Proui^erque  l'on  a,  aux  signes  près, 

P'D  =  sinSfl,     PP'=  sin4tf. 

Si  l'on  construit  cos2a=  CR,  B.'  symétrique  de  R 
par  rapport  à  OC,  on  aura,  aux  signes  près, 

K'D=:cos3<i,     P'R==:cos4«. 
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Décrirons  un  cercle  sur  OC  comme  diamètre  (*)^  nous 
obtiendrons  immédiatement  les  points  P,  D,  R,  et  nous 
en  déduirons  sans  peine  P'R';  on  voit  inunédiatement  : 

I*  Qae  PP'  sous-tendy  dans  le  cercle  de  rayon  un  demi, 
Tare  PCP'=  4c^i*c^I))  01*9  si  les  arcs  CD,  CA  se  corres- 
pondent dans  les  deux  cercles,  on  en  conclut  que  PP'  est 
la  moitié  de  la  corde  qui  sous-tendrait  4  s^rcs  CÂ  ou  8  a 
dans  le  cercle  primitif;  c'est  donc  le  sinus  de  4^î  donc 

PP'=sin4<i; 

a^  Que  DP'  sous-tend  un  arc  =  3 CD;  donc,  d'aprèsje 
même  raisonnement, 

P'D  =  sin3tf; 

S""  Que  P'R  est  parallèle  à  OC,  a  cause  de  Tégalité 

CR  =  PO'  =  PO  =  cosaa  ; 

on  en  conclut  que  RR'PP'  est  un  rectangle  dont  les 
diagonales  sont  des  diamètres  du  petit  cercle;  donc  : 

4^  Le  triangle  RP'P  est  rectangle,  et  a  pour  hypoté- 
nuse I  ;  donc  si  PP'=  sinJiaj  on  en  conclut 

RP'=:cos4^> 

5®  Le  triangle  P'DR  est  aussi  rectangle,  et  son  hypo* 
ténuse  est  i  ;  comme  P'D  =  cos3a,  on  en  déduit 

P'R  =  cos3fl. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Edouard  Laurena, 
à  Rouen;  Louis  Gauret,  an  Mans;  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Salat- 
Élienne  ;  Auguste  Morel,  professeur  à  Sainte-Barbe  ;  V.  Lignine,  profes- 
seur à  rUniversité  d'Odessa;  M.  Ellie,  professeur  au  collège  de  Blois; 
E.  Kruschwita,  à  Berlin;  P.  Vannetelle,  élève  du  lycée  de  Reims;  Pierre 
Arnould,  éiève  du  collège  Stanislas;  Charles  Zagner,  assistant  à  V^eole 
Polytechnique  de  Vienne. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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EXMSITIM  n  U  lÉTMM  NS  ÉOOIPILLIIIGBS 

(■•lie,  Toir  Bême  tome,  p.  97); 

Par  m.  g.  BELLAYTIIS. 

(Traduit  de  ritalien  par  M.  Laisamt,  capitaine  du  Génie.) 


19.  Toutes  les  fois  que  nous  parviendrons  k  une  équi- 
pollence  binôme,  nous  pourrons  la  supposer  réduite  (46) 
à  la  forme  mlL^nMN^  et  nous  en  déduirons  les  deux 
conséquences 

inc*  IL  =  inc.  MN     et    m  gr.  IL  =  /i  gr.  MN* 

Si,  d'après  les  données  de  la  question,  il  est  impossible 
que  inc.IL  =  inc.MN,  il  en  résulte  que  les  deux  coeffi- 
cients m,  n  sont  nuls  l'un  et  Tautre.  Donc  : 

Règle  IL  —  Si  les  deux  termes  d*une  équipollence 
binôme  ont  des  inclinaisons  différentes,  chacun  d^eux 
est  nuL 

20.  Toutes  les  fois  que  nous  parviendrons  à  une  équi- 
pollence trinôme,  nous  pourrons  en  considérer  les  termes 
comme  respectivement  équi  pollen ts  à  ceux  de  Téquipol- 
lence  trinôme  identique  (10) 

LM  +  MN  +  NL  ^  o. 

S'il  arrive  que  l'on  ait  inc.  LM  =  inc.  MN,  les  deux 
droites  LM^  MN  seront  en  prolongement  Tune  de  Tautre, 
et  LN  en  sera  la  vraie  somme.  Cela  montre  évidemment 
que  : 

Règle  III.  —  Si  deux  termes  d'une  équipollence 
trinôme  ont  des  inclinaisons  égales,  Vautre  terme  (en 

Ann,  de  Mathémat.^  t.  XII,  a«  lérie.  (ATril  1873.)  1  0 
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supposant  tous  les  termes  transportés  dans  un  même 
membre)  aura  une  inclinaison  qui  différera  de  i8o  de» 
grès  de  celle  des  précédents,  et  sa  longueur  sera  égale 
à  la  somme  des  longueurs  des  deux  premiers  termes. 

21 .  Pour  terminer  Texposition  de  la  méthode  des  équi- 
pollences,  j'aurais  à  expliquer  la  signification  et  Tusage 
de  deux  autres  signes;  mais  je  crois  opportun  de  donner 
auparavant  quelques  applications  des  principes  exposés. 
Donnons  d'abord  un  coup  d'œil  sur  les  théorèmes  de 
Géométrie  implicitement  compris  dausces'principes.Une 
des  bases  de  la  méthode  des  équipollences  est  Tégalité 
des  angles  à  côtés  parallèles.  Il  n'est  donc  pas  étonnant 
qu'on  puisse  déduire  de  la  méthode  les  théorèmes  de  la 
théorie  des  parallèles. 

L'autre  vérité  fondamentale  de  la  méthode  des  équi- 
pollences consiste  dans  la  proportionnalité  des  figures 
semblables*,  par  suite,  on  pourra  tirer,  des  règles  de  cette 
méthode^  les  théorèmes  sur  la  similitude  ou  Tégalité  des 
triangles.  Mais  je  ne  m'arrête  pas  à  cette  sorte  de  cercle 
vicieux,  d'après  lequel  on  déduirait  de  la  méthode  les 
vérités  mêmes  qui  ont  servi  à  l'établir* 

22.  INotons  néanmoins  un  exemple  facile.  Si  un  qua- 
drilatère A6GD  a  les  deux  côtés  opposés  AB,  DC  égaux 
et  parallèles,  cela  s'exprime  par  réquipoUence  AB^DC; 
et,  en  ajoutant  BD  aux  deux  membres,  on  a,  par  la 
règle  I,  AD^BC,  c'est-à-dire  que  les  deux  autres  côtés 
sont  aussi  égaux  et  parallèles. 

La  condition  pour  que  ABCD  soit  un  parallélogramme, 
c'cst-n-dire  ait  ses  côtés  opposés  parallèles,  est  exprimée 
par  les  deux  équipollences  (4) 

AB  «rîl^ /;/ DC,     AD%:^'/?BC, 
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OÙ  les  coefficients  indéterminés  m,  n  sont  placés  pour 
indiquer  que  les  côtés  opposés  sont  parallèles,  mais  que 
nous  ne  savons  rien  sur  leurs  longueurs.  Au  moyen  de  la 
règle  I,  nous  réduirons  tous  les  termes  à  contenir  seule- 
ment Â6,  AC,  AD  : 

AB  ^  m  AC  —  /w  AD,     AD  ^  «AC  —  « AB, 

et,  en  éliminant  AD, 

AB  tiib' ( m  —  /iî« )  AC -h  mnAB, 

Comme  AB,  AC  ne  sont  pas  parallèics,  on  aura,  d'après 
la  règle  II, 

1  —  mn  =  0,     m  —  mn  ^=z  o, 
c'est-  à-dire 

d'où  il  résulte  que  les  côtés  opposés  d^un  parallélogramme 
sont  non-seulement  parallèles,  mais  aussi  égaux. 

23.  Dans  les  principes  développés  jusqu'à  présent  ne 
figure  pas  Tégalité  de  deux  triangles  égaux  dans  toutes 
leurs  parties,  mais  symétriques  l'un  par  rapporta  Tautre, 
c'est-à-dire  tels,  que  l'un  ne  puisse  se  superposer  à  l'autre 
sans  sortir  de  son  propre  plan,  mais  que  cette  superposi- 
tion puisse  se  faire  si  on  le  retourne,  en  sorte  que  la  face 
de  son  plan,  qui  était  d'abord  en  dessous,  vienne  en 
dessus.  De  Tégalité  de  deux  triangles  symétiiques  dérive 
la  propriété  connue  du  triangle  isoscèle;  pour  n'avoir 
pas  néanmoins  à  recourir  à  ce  théorème  de  Géométrie,  il 
convient  de  l'introduire  dans  notre  méthode  par  la  règle 
suivante  : 

Règle  IV. — Si,  en  comparant  les  termes  d'une  équi^ 
pollence  trinôme  aux  termes  de  Véquipollence  identique 

10. 
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LM  +  MN  +  NL  ^  o»  on  reconnaU  que 

inc.  LM  -h  inc.  NL  =  2  inc.  MN 
(les  trois  inclinaisons  étant  inégales  )y  on  aura 

gr.LM  =  gr.NL. 
Réciproquement,  si  gr.LM  =  gr.NL»  on  aura 

inc.  LM  +  inc.NL  =  2inc.MN. 

En  effet,  Tëgalité  des  angles  M,  N  d'un  triangle  LMN 
s^exprime,  en  prenant  les  deux  angles  avec  le  même 
signe  (14),  par  NML  =  LNM,  ou  (15)  par 

inc.  LM  —  inc.  NM  =  inc*  NM  —  inc.NL. 
Applications . 

m 

S4.  Toute  formule  d'Algèbre  identique  exprime  un 
théorème  sur  des  quantités,  lequel  peut  aussi  être  consi- 
déré comme  un  théorème  relatif  à  plusieurs  points  situés 
en  ligne  droite.  Telles  sont  les  onze  premières  propo- 
sitions du  second  livre  d^Euclide.  Je  ne  crois  pas  que, 
avant  moi,  on  eût  pensé  à  étendre  tous  ces  théorèmes  aux 
points  d'un  pian.  Cela  résulte  du  théorème  ci-après,  qui 
est  une  conséquence  immédiate  des  principes  de  la  mé- 
thode des  équipollences  ;  il  présente  un  premier  et  remar- 
quable exemple  de  l'usage  de  cette  méthode  pour  arriver 
directement,  et  sans  constructions  géométriques,  à  un 
grand  nombre  de  théorèmes  qu'il  ne  serait  pas  facile  d'é- 
tablir autrement.  Il  est  vrai  que  de  tels  théorèmes,  dans 
toute  leur  généralité,  sont  trop  compliqués  pour  mériter 
d'attirer  l'attention,  et,  en  les  limitant  à  des  cas  simples 
et  particuliers,  on  tombe  sur  des  théorèmes  déjÀ  connus  ; 
car  il  est  fort  improbable  qu'une  vérité  simple  et  élémen- 
taire ait  échappé  aux  recherches  de  tant  de  géomètres. 
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Théouème  géhérâi..  —  Toute  propriété  des  points 
d^une  droite  donne  un  théorème  relatif  aux  points 
d*un  plan,  par  le  seul  changement  des  équations  en 
équipollences. 

25.  Prenons  pour  exemple  la  formule  algébrique 

qui  conduit  à  la  sixième  proposition  du  second  livre 
d^Euclide  :  si  une  droite  BD  est  divisée  eh  C  également, 
c'est-à-dire  ai  6C  rs  CD,  et  que  A  soit  un  point  quel* 
conque  dans  son  prolongement,  on  aura 

AB.AD-f-(BC)'=(AC)». 

Pour  yérifier  cette  équation  et  s'assurer  en  même  temps 
que  les  droites  sont  indiquées  (2)  dans  le  sens  convenable 
(ce  à  quoi  Ton  ne  prenait  pas  garde  autrefois,  mais  ce 
qu'il  est  indispensable  d'observer  dans  la  méthode  des 
équipollences),  faisons  les  substitutions  indiquées  au 
n**  Il ,  et  observons  si  Téquation 

(ÂZ  —  BZ)  (AZ  —  DZ)  -f.  (BZ  —  CZy  =  (AZ  -  CZ)> 

devient  identique  dans  Thypothèse  BG=  CD,  c'est-à-dire 
BZ  — CZ  =  CZ  — DZ. 

Après  avoir  fait  cette  vérification,  nous  avons  le  théo- 
rème suivant  : 

«Si  un  côté  BD  du  triangle  ABD  {Jig.  5)  est  ditnsé  par 

le  milieu  en  C,  Véquipollence  suivante  aura  toujours 

lieu 

AB.AD-+-(BC)«+ AC.CA-i^o, 

c'est-à-dire  qiion  peut  construire  un  triangle  dont  les 
côtés  soient  respectivement  proportionnels  aux  pro^ 
duits  AB.AD,  (BC)*,  AC.GA,  et  dont  les  inclinaisons 
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soient  respectivement    inc.  AB  +  inc.  AD ,    i  înc.  BC , 
inc.ACn- înc.CA  =  ainc.ACzîz  180^. 

Fig.  5. 
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Ce  théorème  peut  se  démontrer  aussi  au  moyen  d'un 
autre  calcul  plus  rapide  :  par  hypothèse, 

et  Ton  a,  par  la  règle  I  et  le  principe  fondamental  (10, 18), 

AB.AD«d:b(AC-i-CB}(AC- CB)«:i?(AC)»— (CB)» 

ou 

AB. AD -4- (CB)»  —  (AC)»  z^:^o. 

Ce  théorème,  sous  sa  forme  générale,  présente  peu 
dVtilité.  Voyons-en  quelques  conséquences. 

26.   Corollaire  I.  —  Si  2inc.CB  =  ainc.  ACdz  180°, 
les  deux  premiers  termes  de  Téquipollence  trinôme 

(CB)^-I- AC.CA-hAB.AD^o 

auront  la  même  inclinaison  *,  d'où,  par  la  règle  in, 

gr.(AB.AD)r=rgr.(AC.CA)-f-gr.(CB/, 
et,  en  outre, 

inc.  BA  -h  inc.  AD  =  2  inc.  CB  =r  2  inc.  DB. 
Cette  dernière  relation,  appliquée  à  TéquipoUence 

BA  +  DB  -h  AD  =2^-0, 


J 
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donne,  diaprés  la  règle  IV , 

gr.  AB  i=gr.  AD. 

La  condition  inc.  CB  —  inc.  AC  =  ±  90^  signifie  que 
l'angle  ACB  est  droit,  et  les  deux  équations  relatives  aux 
grandeurs  donnent  le  théorème  de  Pythagore 

(AB)*r=(AC)'-f-(CB)\ 

27.  Corollaire  II.  —  Si  gr.  CB  =  gr.  AC,  la  règle  IV, 
appliquée  à  TéquipoUence  identique  AC-hBA+CB%i^o, 
donne 

inc.  AC  -h  inc.GB  :=  2  inc.BA  =  ^inc.AB, 

et,  en  l'appliquant  à  notre  équipollence  trinôme 

(CB)'  -h  AB.AD  -h  AC.CA-::i:fO, 
on  a 

2ioc.CB  H~inc.AC  -f-inc.CA  =1  2(inc.AB  4- inc.  AD). 

Prenant  la  moitié  de  cette  équation  et  retranchant  la 
précédente,  on  a 

~  inc.  CA  —  \  inc.  AC  :=  inc,  AD  —  inc.  AB. 

Le  premier  membre  [15,  (1)]  est  égal  à  90  degrés.  Par 
suite  : 

Si  gr .  CA  =  gr.  CB  =  gr .  CD,  V angle  BAD,  inscrit 
dans  la  demi-circonférence,  est  droit, 

28.  On  peut  trouver  que  je  m'arrête  à  des  choses  bien 
faciles  et  bien  connues^  mais,  pour  se  servir  d'une  mé- 
thode, il  est  nécessaire  de  se  la  rendre  familière.  Je  prie 
donc  le  lecteur  de  vouloir  bien  me  suivre  dans  un  petit 
nombre  d'autres  théorèmes,  et  de  remarquer  tous  les  pas- 
sages avec  la  plus  grande  patience,  au  point  de  pouvoir 
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ensuite  refaire  par  lui-même  le  chemin  parcouru.  De 
cette  manière,  il  se  verra  en  possession  de  la  méthode, 
et,  après  cela,  tout  lui  semblera  facile.  J*espère  que  Ton 
considérera  comme  intéressant  de  voir  comment  nous 
trouvons  des  théorèmes  particuliers,  en  partant  de  celui 
du  n^  24,  au  moyen  d'un  très- petit  nombre  de  considé- 
rations  géométriques,  lesquelles,  en  outre,  se  présentent 
presque  uniquement  comme  la  traduction  en  langage 
ordinaire  des  conditions  relatives  aux  angles,  d'ailleurs 
parfaitement  exprimées  par  les  relations  entre  les  incli- 
naisons. 

29.  La  formule  bd-+'(b-\-d^i)i=  (i  -M')  (i'+'d) 

nous  apprend  que,  pour  quatre  points  en  ligne  droite, 

on  a 

AB.ID  +  AD.BI-A.AI.BD; 

ce  qui  peut  se  vérifier  comme  nous  l'avons  dit  aux  n^'  i  1 
et  25.  Par  suite  (24)  : 


Théorème.  —  Pour  tout  quadrilatère  ABID  (fig.  6) 
a  lieu  Véquipollence 

AB.ID  +  AD.BI  +  AI.DB  ^  o, 

c^est'à-'dire  qu'on  peut  construire  un  triangle  dont  les 
côtés,  respectivement  proportionnels  aux  grandeurs  de 
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ces  produits,  aient  des  inclinaisons  égales  aux  incli» 
nuisons  de  ces  mêmes  produits. 

Nous  ayons  déjà  dit  (16)  que 

iDc.  ( AB .  ID  )  =  inc.  AB  +  inc.  ID,  etc. 

30.  Cette  fois  encore,  nous  obtiendrons  des  cas  parti* 
coliers,  en  supposant  que  le  triangle  mentionné  au  théo- 
rème précédent  devienne  une  ligne  droite,  ou  un  triangle 
rectangle,  isoscèle  ou  équilatéral. 

Corollaire  i.  —  Si  inc.(ABJD)  =:inc.(AD.BI),  la 
règle  m  donne 

gr.(AB.ID)-f-gr.(AD.BI)=:gr.(AI.DB). 

Or  (iS) 

inc.  AD  —  inc.  AB  =  angleBAD, 

inc.  IB  —  inc.  ID  =  angle  DIB  ; 

par  suite  (15, 16),  la  condition  précédente  est  identique 
a  celle-ci  : 

angleBAD  +  angleDIB  =  i8o°, 

et  nous  avons  le  théorème  de  Ptolémée  :  Dans  tout 
quadrilatère  dont  les  angles  opposés  sont  supplément 
taires,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme 
des  deux  produits  des  côtés  opposés. 

31 .  Corollaire  IL  —  Si,  au  lieu  de  cela,  on  a 

inc.(AB.ID)  — inc.(AD.BI)=zfc:9o% 
ou 

angleBAD  -h  angleDIB  =  d=  go*  dz  i8o*, 

le  triangle  exprimé  par  l'équipollence  trinôme  (29)  est 
rectangle;  par  suite,  le  théorème  de  Pythagore  (36)  nous 
donne  cet  énoncé  : 
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Si  la  somme  des  deux  angles  opposés  d^un  quadri- 
latère est  égale  à  un  ou  à  trois  droits  y  le  carré  du  pro^ 
duit  des  deux  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  produits  des  côtés  opposés. 

32.  Corollaire  III.  —  Le  triangle  représenté  par 
l'équipollence  (29)  est  isoscële  lorsque 

gr.(AB.ID)==gr.(AD.BI); 

alors  la  règle  IV  (23)  donne  la  condition 

inc.(AB.ID)4-iiic.(AD.BI)  =  2mc.(AI.DB), 

laquelle  se  réduit,  de  diverses  manières,  à  une  relation 
d'angles  (15).  En  la  développant  sous  la  forme 

inc.  AI  —  inc.  AB  +  inc.  BD  —  inc.  BI  H-  inc. lA 

—  inc.ID  -r  inc.DB  —  inc.  DA  =  i8o**, 

on  a  ce  théorème  : 

Si  le  produit  de  deux  côtés  opposés  AB,  ID  est  égal 
au  produit  des  deux  autres  BI,  DA,  la  somme  des  an- 
gles BAI,  IBD,  DIA,  ADB,  successivement  compiis  entre 
les  diagonales  et  les  côtés  y  est  égale  à  deux  droits, 

33.  Corollaire  IV .  —  Le  triangle  de  réquîpollence 
trinôme  (29)  sera  équilatéral  sMl  a  deux  angles  égaux  à 
6o  degrés,  c'est-à-dire  si  deux  des  équations  suivantes 
ont  lieu  : 

inc.  AD  —  inc.AB  -h  inc.IB  —  inc.ID  =::iJi6o°, 
inc.  AI  —  inc.  AB  -i-  inc.  DB  —  inc.  DI  ;=:=  ip  6o°, 
inc.  AD  —  inc.  AI  -h  inc.  BI  —  inc.  BD  =  z=  6o**. 

Ici  encore,  si  Ton  veut  les  réduire  à  des  relations  entre 
les  angles,  il  faudra  faire  attention  aux  signes,  soin  qui 
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ne  serait  pas  nécessaire  si  Ton  s'en  tenait  aux  précédentes 
relations. 

En  supposant  le  quadrilatère  de  forme  ordinaire,  à 
angles  saillants,  nous  avons  ce  théorème  :  Sx  deux  angles 
opposés  d^un  quadrilatère  ABID  ont  une  somme  de 
60  degrés,  qui  soit  en  même  temps  la  différence  d^un 
des  quatre  couples  d'angles  BAT,  BDI,  DBA,  DIA,  lAD, 
IBD,  ADB,  AIB,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à 
chacun  des  produits  des  côtés  opposés, 

34.  Corollaire  F.  —  Si,  aux  conditions  du  corollaire 
précédeut,  on  ajoute  que  les  trois  points  6,  I,  D  sont  en 
ligne  droite,  de  sorte  que  gr.  BI-|-gr.ID  =  gr.BD,  la 
deuxième  et  la  troisième  relation  du  n^  33  deviendront 

inc.  AI   —  inc.  AB  ^  zp  60°, 
inc.ÂD —  inc.  AI  r=:rr6o**. 

Par  suite  :  Si  les  trois  droites  AB,  AI,  AD^fotTnant 
entre  elles  des  angles  de  60  degrés,  sont  coupées  par 
une  droite  quelconque  BID,  on  aura 

gr.(AB.ÏD;=rgr.(AD.BI)  — gr.  (AI.DB). 

Et,  de  même  que  ~  BD  est  moyenne  arithmétique  entre 
H)  et  BI,  de  même  2  AI  est  la  longueur  qu'on  appelle 
moyenne  katmonique  entre  les  deux  droites  AB,  x\D. 

35.  Comme  dernier  exemple  du  n^  24,  nous  allons 
donner  un  théorème  qui  comprend  celui  du  n**25.  Entre 
quatre  points  d'une  droite,  et  aussi  d'un  plan,  on  a 

AB.AD-H  BC.CD^AC(AB-^CD); 

ce  quHl  est  facile  de  vérifier  d'après  la  manière  habi- 
tuelle (11). 
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Menant  la  droite  BL*^CD  (fig^  6),  on  a,  d'après  la 

règle  I, 

AB  +  GD-f^  AB  +  BL  dlf  AL. 

Par  conséquent, 

Théoeexb.  —  «Si*  BL  est  équipollent  à  CD,  Véqui' 
pollence  suivante  a  lieu 

AB. AD  4- BG.CD  +  AG.LA  Hûr  o. 

36.  Corollaire.  —  Si  inc. (BC.CD )  =  inc.  (AC.LA), 
la  règle  UI  nous  donne 

gr.(AB.AD)  =gr. (BC.CD)  -f  gr.(AC.LA), 

et,  en  outre, 

inc.  (  AB . AD)  n=  i8o« -h  inc.  (BC.  CD ) 
on 

inc.  BA  +  inc.  AD  =  inc.  BC  +  inc.  CD. 

Fiff.  7. 
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Si  nous  nous  limitons  au  cas  particulier  (fig*  7)  où 
BCD  est  une  ligne  droite,  et  si,  par  suite, 

inc.BC  =  inc.  CD  ==  inc.BD, 

la  relation  précédente 

inc.BA  -h  inc.  AD  =  ainc.BD 
donnera,  d'après  la  règle  IV, 

gr.AB  =  gr.AD. 
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Semblablement,  Tégalitë 

inc.  AC  +  inc.  LA  =  inc.  BG  +  ioc.  CD  ==  2  inc.  CL 

donnera 

gr.AC=:gr.AL. 

Donc  :  Si  le  point  L  Je  la  base  du  triangle  ACB  est  à 
une  distance  du  sommet  égale  à  AC,  on  aura 

(ABV=  (BC.BL) -h  (AC)»  ==  (AC)» -f- (BC)«  —  (BC.CL). 

37.  Nous  avonfl  voulu  tirer  toutes  ces  conséquences 
des  seuls  principes  de  la  méthode  des  équipollences.  Du 
reste,  il  eût  été  facile  de  remarquer  que  Thypotlièse  (36) 

2  inc.  BC  =  inc.  BA  +  inc.  AD  =  inc.  AC  +  inc.  LA 

entraine  cette  conséquence,  que  les  deux  triangles  ABD, 
ÂCL  sont  isoscèles.  On  le  voit  promptement  en  suppo- 
sant qu'on  ait  inc.BC  =  o,  c'est-à-dire  que  la  droite  BC 
soit  prise  (13)  pour  origine  des  inclinaisons^  en  sorte 
(jELe  les  droites  BA,  AD  (et  pareillement  AC,  LA)  aient 
des  inclinaisons  égales,  mais  de  signes  contraires. 

38.  Revenant  au  théorème  général  (^g»  6),  construi- 
sons (16)  AI^AB.AD:  AL.  L'équipoUence  du  n^  35, 
divisée  par  AL,  prendra  la  forme 

AI  -4-  BC.CD  :  AL  —  AC ^ o, 

ou,  d'après  la  règle  I, 

CI^  CB.CD  :  AL^CB.BL  :  AL. 

Les  précédentes  équipollences 

AI:AB^AD:AL, 
CI:LBtA:*CB:LA 
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exprimenl  que  le  triangle  lAD  est  directement  semblable 
au  triangle  BAL,  lequel  est  lui-même  directement  sem- 
blable à  IBC, 

Dans  la  méthode  des  équipollences,  il  est  nécessaire  de 
distinguer  les  figures  directement  semblables  des  figures 
symétriquement  semblables.  Les  premières  sont  celles 
qui,  sans  renversement  (23)  et  seulement  par  un  mou- 
vement dans  le  plan  qui  les  contient,  peuvent  être  ren- 
dues homothétiqnes,  c'est-à-dire  telles,  que  leurs  côtés 
homologues  soient  parallèles.  Pour  indiquer  des  figures 
semblables,  nous  aurons  toujours  l'attention  de  prendre 
les  lettres  dans  le  même  ordre  ^  si  bien  que,  en  disant 
que  lAD  est  semblable  à  BAL,  nous  entendons  que  le 
sommet  I  est  homologue  de  B,  A  homologue  de  A,  et  D 
homologue  de  L. 

Les  mêmes  équipoUences 

AI  :  AD  -1-:  AB  :  AL, 
Cl  :  LD  «r:!.  CD  :  LA 

nous  montrent  que  les  trois  autres  triangles  IA6,  DAL, 
IDC  sont  en  même  temps  directement  semblables. 

La  dépendance  entre  ces  similitudes  pourrait  aussi 
être  démontrée  par  les  considérations  ordinaires  de  la 
Géométrie  élémentaire;  la  méthode  des  équipoUences 
indique,  du  reste,  le  chemin  à  suivre  pour  démontrer, 
au  moyen  de  la  Géométrie  synthétique,  les  théorèmes 
trouvés  par  le  secours  de  celle  méthode. 

Eu  supposant  que  BCD  soit  une  ligne  droite,  ou  un 
triangle  rectangle,  isoscèie  ou  équilatéral,  on  pourra, 
par  exemple,  démontrer  de  la  sorte  les  corollaires  des 
n^«30,  31,32,  33. 

39.  j^  tout  quadrilatère  ABCD  non  parallélogramme 
correspond  un  point  remarquable  I,  gui  est  le  sommet 
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commun  des  triangles  directement  semblables  ADi^  BCI, 
ou  ABI,  DCI,  ayant  pour  hases  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère. 

K^ous  pouvons  imaginer  que  AD,  BC  soient  deux  droites 
correspondantes  de  deux  figures  directement  semblables, 
cl  I  sera  l'unique  point  de  ces  deux  figures  se  correspon- 
dant à  lui-même.  Nous  sommes  donc  conduits  au  pro- 
blème suivant  : 

40.  Problème.  —  Trouver  le  sommet  commun  de  deux 
triangles  directement  semblables  de  bases  données, 

La  similitude  des  triangles  ADI,  BCI  (fig-  6)  est  com- 
plètement exprimée  (16)  par  TéquipoUence 

AD:BC^AI:BI, 

laquelle  nous  servira  à  déterminer  le  point  inconnu  I. 
Celui-ci  entre  dans  deux  droites^  mais  nous  le  réduirons 
à  n'entrer  que  dans  une  seule,  en  remarquant  que  Ton 
a,  d'après  la  règle  I, 

BI  c^  AI  —  AB. 

D'après  cela,  Téquipollence  se  résoudra  (18)  par  rap- 
port à  Tinconnue  AI,  et  donnera 

BC.Al^AD.AI  — AD.AB, 
Al«dî-AD.AB:(AD  — BC). 

Pour  construire  la  droite  AD  —  BC,  on  trace  (6) 
DL^CB,  si  bien  que 

AD  -  BC  4^  AD  -h  DL-Aj  AL. 

Alors  TéquipoUence 

AI  •d:^' AD .  AB  :  AL 

donnera  (16)  la  grandeur  et  l'inclinaison  de  AI.  Il  est 


(  i6o) 
évident  que  tout  se  réduit  à  construire  le  triangle  ABI 
directement  semblable  à  ALD. 

4i.  Pour  s'habituer  à  l'algorithme  de  la  méthode  et 
reconnaître  les  ressources  que  présentent  ses  principes, 
peu  nombreux  d'ailleurs,  il  est  nécessaire  de  varier  la 
nature  des  questions.  Cherchons  suivant  quelles  rela- 
tions une  droite  quelconque  DCE  (fig*  8)  coupe  les  côtés 

Fig.  8. 
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d'un  triangle  ABF.  La  condition  que  le  point  E  se  trouve 
sur  la  droite  AB  est  exprimée  (4)  par 

z  étant  un  coefficient  numérique. 
Nous  avons  également 

Enfin,  pour  exprimer  la  condition  que  DCE  soit  une 
ligne  droite,  c'est-à-dire  que  DC  ait  la  même  inclinaison 
que  DE,  nous  poserons 

m  DE  -d^  DC. 

Au  moyen  des  équipoUences  précédentes,  et  par  l'ap- 
plication de  la  règle  I,  nous  éliminons  les  points  D,  C,  E> 
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et  nons  obtenons  Fëquipollence 

iw{zAB— /AFjrîlbfAC—  AD-=i:i:^AB-f-a?BF  — jAF, 

Pour  appliquer  la  règle  II,  nous  réduirons  tous  les 
termes  à  ne  contenir  que  les  deux  droites  non  paral- 
lèles AB,  AF,  et  nous  aurons 

m(z  AB  --7  AF)^(x  —  J-)  AF  -h  (i  —  x)  AB. 

De  là  (19) 

mz=i  —  jr,     my  ■=.y  —  a:. 

Enfin,  par  l'élimination  de  m,  nous  obtenons  la  relation 
cherchée 

yz  —  xz  —  y  ^  xy  1=1  o^ 

qaî  aurait  pris  une  forme  plus  symétrique  par  un  meilleur 
choix  des  premières  données. 
Elle  peut  s'écrire 

zx{y  —  i)  =  («  —  i)  (j:  —  t)  r, 

et  nous  donne  Vitu^olution  connue 

AE.BC.FD^A-BE.FC.AD, 

dans  laquelle  figure  le  signe ^:£bf  au  lieu  du  signe  =,  parce 
qu'elle  subsiste  non-seulement  quant  aux  grandeurs, 

mais  aussi  quant  aux  inclinaisons. 

{J  suivre.) 


MODYEHENT  D  UN  POIKT  MATÉRIEL  PESANT  ET  UBRE 
DANS  UN  FLUIDE  HOMOGÈNE  EN  REPOS; 

Par  m.  Th.  DIEU. 


L'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  du  mobile,  généralement  admise  dans  les 

Jnn.  de  MeUhémat,,  a*  série,  t.  XII.  (Avril  1873.)  1 1 
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éléments  de  Mécanique  rationnelle,  n*e6t  pas  satisfai- 
sante, car  elle  ne  conduit  pas  à  des  résultats  qui  puissent 
être  mis,  au  moins  approximativement,  d'accord  avec 
l'observation,  pour  quelques  mouvements.  Quelle  que 
soit  la  fonction  de  la  vitesse  qu'on  prenne  pour  repré- 
senter la  résistance,  il  faudrait  sans  doute  tenir  compte 
de  la  communication  du  mouvement  au  fluide,  comme 
l'a  fait  Poisson  dans  un  Mémoire  sur  le  pendule  simple 
dans  Tair,  Mais,  sans  aller  si  loin  et  sans  sortir  des  élé- 
,  ments,  on  peut  essayer  d'exprimer  la  résistance  par  la 
fonction  binôme  A  i^+Bu*  de  la  vitesse  acquise  i^,  adoptée 
par  quelques  balisticiens,  a  qui  elle  a  donné  des  résultats 
plausibles. 

I. 

Mouvement  tTun  point  matériel  pesant  et  libre,  sans 
vitesse  initiale^  dans  un  fluide  homogène  en  repos, 
dont  la  résistance  pour  l'unité  de  masse  est  repris 
sentée  par  la  fonction  Af<^  +  Bf<^*  de  la  vitesse  u 
acquise  à  la  fin  du  temps  f . 

Si  l'on  désigne  par  a  et  —  (3  les  racines  de  l'équation 
Bi'^-hAi^  —  g=  Oy  lesquelles  sont  de  signes  contraires, 
car  on  doit  admettre  que  B  est  positif,  l'équation  du  mou- 
vement est 

^  =  B(/;H-P)(a-P). 

En  posant  («4-/3)6  =  7,  on  tire  de  cette  équation 

,            fiif               dv 
7///=__H , 

p  -h  1»        a  —  V 

d'où  l'intégrale  particulière 


(  ,63  ) 

h  consUnte  étant  déterminée  de  manière  que  v  soit  nal 
poar  t  =  o.  Résolrant  par  rapport  &  c,  on  a 


(') 


=  "('~P^) 


n  résulte  évidemment  de  cette  formule  que  la  vitesse, 
qui  augmente  avec  f,  reste  toujours  inférieure  à  la  fonc- 
tion a  des  coefficients  spécifiques  A  et  B  de  la  résistance. 

Par  la  substitution  de  -7-  à  i^,  on  a 

dj:  =  adt'\ ^  -^ i. 

7        B  -f-  ai?-T'  ' 

d'où 

(a)  .  =  .,^-_P/P__, 

en  disposant  de  la  constante  de  manière  que  x  soit  ntd 
pour  r  =  o. 

De  «^  =  I  et  a  4-  (3  =  5>  on  déduit 
les  formules  (i)  et  (a)  se  ramènent,  d'après  cela,  à 

(3)         P^a(i "^^zr-r)^ 

L        «7  — ^  «7  J 

OÙ  il  n'entre  que  deui^aramètres,  a,  y,  relatifs  a  la  r^ 
dstance. 

11  suffit  d'avoir  les  vitesses  a,  a',  acquises  k  la  fin  de 
deux  cliutes  de  durées  6,  6',  pour  arriver  aux  valeurs  de 
^v  7}  ^i  conviennent  au  milieu  dans  lequel  le  mouve- 

II. 
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ment  s'effectue,  si  toutefois  l'hypotlièse  sur  la  résistance 
est  admissible  C^  ) .  En  remplaçant  i^  et  t  par  leurs  valeurs 
dans  la  formule  (3),  il  vient 

et  Tëlimination  de  a  donne  Téquation 

Si  l'on  pose  e^=l^  d'où  By  =  ll  et  e*'^  =  Ç* ,  cette 
équation  se  ramène  à 

d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  \  par  des  approximations 
successives.  Celles  de  y,  a,  /3,  B  et  A  s'obtiendront  ensuite 
facilement. 

Pour  avoir  une  première  valeur  approchée  de  ^,  on 
peut  employer  les  deux  courbes 


>,  =  /ç,    „  =  ^e   -  —  - 


I         i\    (ç-,)(h7-i) 


a       a   '  •' 


qui  se  coupent  au  point  ^  =  i ,  iQ  =  o,  qu'on  doit  rejeter, 
et  qui  ont  toutes  deux  Taxe  des  m  pour  asymptote.  Si  Ton 
avait  0'=  20,  la  seconde  courbe  deviendrait  une  hyper- 
bole ayant  son  centre  à  Forigine» 

La  substitution  de  leurs  valeurs  à  a,  y  et  celle  de  5, 
puis  de  Q'  à  t^  dans  la  formule  (4)9  devront  conduire  aux 
hauteurs  de  chute  qui  auront  été  mesurées.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  la  résistance  ne  pourrait  pas  être  repré- 
sentée par  la  formule  Af^  -i-  B>^*. 


(*)  Les  vitesses  a,  a'  peuvent  être  évaluées  au  moyen  d'un  pendule 
balistique  convenablement  modifie. 


I 


I 
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IL 


Mouvement  d*un  point  matériel  pesant  et  libre  dans 
un  fluide  homogène  en  repos,  dont  la  résistance  est 
la  même  que  dans  le  problème  précédent,  la  vitesse 
initiale  étant  verticale  et  dirigée  de  bas  en  haut. 

L'équation  du  mouvement  est 

n  y  a  trois  cas  à  examiner  : 

1®  Soit  g —  Tï  ^  ^'  ^  ^lanl  toujours  positif,  on  po- 

A*  A 

sera  g — —  =Be*.  Si  Ton  remplace,  en  outre,  ^'-l--^ 

par  v\  rë<jaation  devient 

dp' 


Bdi  =  ^ 


t'  -f-  p 


/a 


L'intégration,  faite  de  manière  que  9'=  u\  pour  t=o, 

<^«  désignant  la   valeur  de   \^'   correspondant,   d'après 

/  A 

V  ^:z9-\ -»  à  la  valeur  initiale  u^  de  \^.  donne 

2B  ' 

p  V  %  (p  ~^  Pi 

Btt  =  arctang  —  —  arctang  -  =  arc  tang  -7-^ — r-r> 

t  t  r  -T-  p^P 

d'où 

/  .  p\  —  ctansBcr        A 

p,tangBc/^  +  ff        2B 

Remplaçant  u  par  —9  on  a 

p'^cosBc^  —  fsinBcr  Aih 

dx  =  f  -, — : — —  dt -z-  j 

p,  smBfr-f- tcosBcr  2B 
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d'où 


(^) 


B     \ t  y        2B 


en  disposant  de  la  constante  de  manière  que  x  soit  nul 
pour  t  =  o. 

D'après  la  formule  (i),  la  vitesse  devient  nulle  et  le 
mouvement  ascendant  cesse  pour  la  valeur  de  ty  qui  sa- 
tisfait k  Téquation 

aBt(Pj  —  f  UngBcO  —  A  (%  tangBcr  -4-  •)  =  o. 

On  en  tire 

^             2Bv'— A           aBfPo 
tangBc/  =  t    -,  /     .   ,  = --r-  ï 

puis 

I  2BcPa 

f  =  — -  arctaog 


Bf  ag'-i-Af, 

La  formule  (2)  donne,  pour  cette  valeur  de  /, 

I    .g'-h  Ap,-hBpJ  A  aBtPe 

j:  =  — ;;  /^^ 2 — -  arcrang ; — ) 

rf  g  aB't  ^ag'-HAp, 

ce  qui  détermine  la  position  extrême  du  mobile.  Dès  qu'il 
y  sera  parvenu,  le  mouvement  changera  de  sens  et  sera 
celui  qui  fait  Tobjeldu  premier  problème. 

Si  Ton  remplace,  dans  la  formule  (4))  problème  I, 
X  par  la  valeur  que  donne  la  formule  ci-dessus,  on  a 
l'ëquation  qui  détermine  la  durée  du  retour  du  mobile 
à  la  position  d'où  il  a  été  lancé,  et,  en  remplaçant  l  par 
la  valeur  de  cette  durée  dans  la  formule  (3),  même  pro- 
blème, on  obtient  la  vitesse  correspondante. 

L'expression  ci-dessus  de  x  devient  indéterminée  pour 
A  =  o,  B  =  o  ;  mais,  si  on  la  développe  d'abord  suivant 

les  puissances  de  A  et  de  B,  elle  donne  j:  r=  -i-- 
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2^  Soîl  g  —  j-  =:  o.  En  posant  A  =  -^»  on 
et  Inéquation  du  mouvement  devient 


a*  (f  -h  ay 

L'intégration,  faite  de  manière  que  ^=t^o  réponde  à 

<  =  o,  donne 

gt  _  Pq  —  p 

d'où  l'on  tire 

si  l'on  pose,  pour  abréger,  -^  (mo  -♦-  a)  =  X. 
On  a,  d'après  cela, 

dx  =  —, — -r  —  adty 

d'où 

J?=  — /(l  -h^/)  —  £1/, 

en  intégrant  et  en  disposant  de  la  constante  de  manière 
que  X  soit  nul  pour  t  =  o. 
Au  point  extrême, 

A'  A* 

3*^  Soit  ^  —  j- <  o.  En  posant  g:  —  7»==  —  ^^^  ®^ 

1^4-— =  1/^  on  a 
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L'intégration,  faite  de  manière  que  i^^=  \f^  pour  £  =  o, 

A 

v\  désignant  la  valeur  initiale  v^A — g  de  t^',  donne 


B.f=:/     -^— -   -^ ) 


d'où  Ton  déduit 


p  =  f 


^^BU_,  2B 


«'«  -f-  e 


en  posant  -t? =  Ar. 

On  a,  d'après  cela, 


d*où 


"<*  ^^^^  *  7 — ôt; îr-7  dt zr  » 


I      /-tf»»'  — tf-B*'        Af 

X  =  —  / % 

B  >fr  — I  B 


en  ayant  égard  à  la  condition  que  x  soit  nul  pour  t  =  o. 
La  vitesse  %^  devient  nulle  pour  la  valeur  de  t,  qui  sa- 
tisfait à  Téquation 

2Bt(Atf»B*'-+-  i)  —  A(it <?»»'«-  i)  =0, 
de  laquelle  se  déduit 


2Bf   ^(A~2Bs) 
On  a,  pour  cette  valeur  de  £, 

(A  +  aBf)' 


4B^/J 


ce  qni  dëlennine  la  position  extrême  du  mobile,  à  partir 
de  laquelle  le  mouvement  change  de  sens  et  devient  celui 
du  problème  I. 
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m. 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  et  libre ^  ayant 
une  vitesse  initiale  oblique  à  V horizon,  dans  un  fluide 
homogène  et  en  repos,  dont  la  résistance  est  la  même 
que  dans  les  deux  problèmes  précédents. 

1^  6  désignant  l'iDclinaison  de  la  vitesse  \f  acquise  à  la 
fin  du  temps  f,  et  s  la  longueur  de  l'arc  de  la  trajectoire 
décrit  a  partir  de  la  position  initiale,  on  a,  en  prenant  les 
composantes  horizontales, 

-^— =— (A+Bp)pcos9    ou    — ^ — ^=— AA  — Bdlr, 

dt  '  «/cosô 

d^où 

PCOSO  ^rPtCOSOotf"^'"^', 

eu  égard  aux  conditions  initiales,  9o  étant  Tinclinaison 
delà  vitesse  initiale  i^o* 

Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  est  égal  à  —  -r- 

pour  la  position  du  mobile  à  la  lin  du  temps  t  ;  la  consi- 
dération des  composantes  normales  donne  donc 

Cette  équation  et  la  précédente  revieunent  a 

(l)  -7-  C08Ô  —  f»  cosO««^^'  -  **  =  o, 

^  '  dt 

(a)  ^^-Hgcose  =  o, 

entre  lesquelles  Télimination  de  s  est  facile.  On  a,  en 
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différentiant, 

dr  de  \di  } 

£/»f  r/9       ds  d^B  .    ,^e 

ety  par  rélimination  de  -^  y 

,  dtldt^  \dt  dt\ 

*  ^     d9 

—  (^sin0cos9  -hCaCOSÔoAe-^'"**)  —-  =  0. 

On  tire  de  l'équation  (  2) 

ds  ^    d9 

rfr         .  dt 

et,  par  suite,  l'équation  (1)  donne 

f^^^^g cosô     ds  g'coft'O    rfO 

P«COS9o   àt  PoCOSOo*^^ 

Substituant  ces  valeurs  à  —  et  à  g-Ai-B*  jj^^g  l'équa- 
tion (3),  on  arrive  à 

rf»0  fdBV  dB 

(4)        5^  +  atange^^j  -  A  - -h  Bg^cosô^o. 

xexj  désignant  les  coordonnées  du  mobile  à  la  fin  du 
temps  t  par  rapport  aux  axes  ordinairement  employés  pour 

dy 

le  mouvement  dans  le  vide,  en  posant  -~  ou  tang9  =  /% 


d'où 
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d«       dy'  dy' 

=  -^r-  COS'6  = 


(5) 


dt         dt   '  dt     I  -h  y* 

et 


d 


.._<.-y-.^^'-=.'(f)' 


di"  yi^f-^y 

rëquadon  (4)  se  ramène  à 

Enfin,  par  le  changement  de  variable  indépendante, 

dt 


dr' 
pour  lequel  on  pose  •—-  =  z,  on  a  Téquatioii  du  premier 


ordre 

U  n'est  pas  possible  d'intégrer  cette  équation  sous 

forme  finie,  et  le  développement  de  z^  en  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  croissantes  dey^  ne  conduit  à  rien, 

si  Ton  ne  suppose  pas  quej'^  reste  assez  voisin  de  zéro 

pendant  une  certaine  partie  du  mouvement  k  laquelle  on 

veut  se  borner.  Mais,  étant  donnée  la  valeur  j'',  de  j^', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  9|  de  6  pour  une 

position  Ml  du  mobile,  on  peut,  par  la  méthode  de  Cauchy 

[Leçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  rédigées  par 

M.  l'abbé  Moigno,  t.  II,  p.  385  et  suiv.  ;  1844)9  calculer 

dr* 
la  valeur  correspondante  ^i  de  z  =  -y-9  et,  cela  fait,  on 

a  la  valeur  i^i  de  i^  par  la  formule 

(8)  ç  =  -g^TTy^:^, 

qui  se  déduit  de  Téquation  (3)  et  de  la  première  des  for* 
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mules  (5).  Pendant  une  durée  assez  petite  r  à  partir  de 
l'instant  où  le  mobile  arrive  en  M,  on  admettra  qu'il 
parcourt  dans  la  direction  Mi  Ti,  déterminée  par  y'=j"' , 
de  la  vitesse  fi,  l'espace  Mi  M,  =  j^i  T5  et  Ton  considé- 
rera Ml  comme  appartenant  à  la  trajectoire.  Pour  Mt, 
on  aura  j^'==  y',  -f-  ZiT  =j[  ,  et  ainsi  de  suite.  Les  pre- 
mières valeurs  de  9  et  de  t^  seront  naturellement,  dans  ce 
calcul,  leurs  valeurs  initiales  d^,  ^(^. 

a^  Si  Tangle  6^  avait  une  valeur  positive  assez  petite, 
et  si  l'on  ne  considérait  que  la  partie  de  la  trajectoire 
située  du  côté  des  jr  positifs,  y^*  serait  toujours  une  quan- 
tité très -petite.  En  négligeant  j^'*  par  rapport  à  i  dans 
l'équation  (6),  elle  se  réduit  à 

— -A-^+B^  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

A 

La  formule  (8) ,  rédui  te  de  même  à  t^  =  —  gi  -^  >  donne, 
en  y  remplaçant  y'  par  sa  valeur, 


CA'e^'  —  B 


Pour  que  t'  =  i/^  et  j''  =  tangd^  répondent  à  t  =  o,  il  faut 
prendre 


C=^^±^,      C  =  UngO.-KC^; 


on  a  donc 


(9)  ^'=:tang0o-^— ^^{e*'-i)4--^> 

(10)  P  = 


^A-hBj'jj^r^'  —  Bf. 


(  «73) 
De  d!r  =  rfj  cos  6  qu'on  doit  réduire  k  dx  =ds  =  \/  dt^ 
et  de  la  valeur  précédente  de  t',  il  résulte 


dx  = 


d'où,  en  intégrant  de  manière  que  x  soit  nul  pour  £  =  o, 

^     '  B  A 

L'élimination  de  t  entre  les  équations  (9)  et  (i  i)  con- 
duit à 

/  A-f-BPo  e^'  —  i 

dy  =  (^taogôo  -  ^  -j;^  A  +  B.,-A.B^ 

^B^     A4-B..^A.Bxv 

A^  Bf^o        y    ' 

dont  l'intégrale,  prise  sous  la  condition  que  j^  soit  nul 
pour  X  =  G,  est 

(        .        S\          S.        «    ,,  A-4-B«^,  — AffB* 
^=^u.nge.+  £-).  +  |:,(,-Bx)/ -^- 

Cette  équation  permet  de  calculer  approximativement, 
lorsque  do  est  assez  petit,  la  valeur  Xy  de  x,  différente 
de  zéro,  pour  laquelle  y  est  nul  (  amplitude  du  jet) ,  et 
les  valeurs  de  j"  correspondant  à  des  valeurs  de  x  entre 
zéro  et  Xx,  Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  pourra  décrire  à 
peu  près  la  partie  de  la  trajectoire  qui  est  au-dessus  de 
Taxe  des  x.  Il  n'y  a  aucun  compte  à  tenir  de  l'asymptote 
verticale  que  Téquation  (12)  indique,  de  même  que  la 
formule  (11). 

3^  Les  résultats  connus  pour  une  résistance  simple- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  se  déduisent 


(  '74) 

facilement  de  Tanalyse  précédente.  En  faisant  A=o  dans 
Téquation  (7),  elle  se  réduit  efieclivement  à 


dont  l'intégrale  générale  est 

»•-»-  Bg[y  v^i  -f-y  4-  /(/-+-  v^i  H-/^  -  7] = o, 

y  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 
si  Ton  pose,  pour  abréger, 

7  -  y  v^i+/'  -  ^  (/  -H  v'n-r")  =  Y. 

D'après  la  formule  (8)  et  d'après 

pdt 

(l3)  £ir=-;=_^=;i 

qui  s'appliquent  à  toute  loi  de  la  résistance,  on  a  ensuite 


=VîV^'  *=-î 


df 
Y 


pu 


IS 


'  B     Y 


•  •  •  • 


4^  Si  Ton  supposait  B  =  o,  c*est-à*-dire  la 
proportionnelle  à  la  vitesse,  ce  qui  parait  ne  pouvoir 
convenir  qu'à  un  mouvement  assez  lent,  par  conséquent 
peu  étendu  et  de  vitesse  initiale  assez  petite,  Téquation  (6), 
réduite  à 

di*  di    ""     • 


(  Ï75) 
donnerait  immédiatement 

d'où 

(.4)  '  =  à'-c^' 

C  et  CJ  étant  deux  constantes  arbitraires.  Par  la  sub- 
stitntlon  de  sa  valeur  à  -j~  dans  la  formule  (8),  on  a 


«•  =  ^ 


C~A/" 

C  et  QJ  sont  donc  déterminées  par 

C=AUngd.H ^,      C'= — ^j 

l'oCOSOo  CtCOSOe 

en  raison  de  ce  que  V'=iv^  et  y=  tangd^  doivent  ré- 
pondre à  t  =  o. 

On  tire  de  la  formule  (i4) 

•^        A        A 

En  remplaçant  y'  par  cette  valeur  dans  la  formule  (13)^ 
il  vient 

'^        (c-Ar')'' 
d'où 

et  la  constante  C^  est  donnée  par 

A{C  — Aunge.)  A      ' 


{  176) 
d'après  la  condition  que  x  =  o  pour  /^^tang^o»  eu 
égard  à  la  valeur  de  C. 
On  a  enfin 

_  ^y'd/       _gV      f!/  Cdr'      "1 

^ ""     (C -  A/ j»  ^  A  Le  -  Ay    .  (C  -  K/YA  ' 


d'où 


^=:C«-f,[/(c-Ay)^^] 


et,  en  remplaçante^' par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (id), 
il  vient 


•^        A  A'     \         C'7 


après  avoir  déterminé  la  dernière  constante  Ca'\  de  ma- 
nière que  y  soit  nul  en  même  temps  que  x. 
La  courbe  que  cette  équation  représente,  et  qui  a  pour 

asymptote  la  verticale  jc  =  C"=-^— — ^5  est  facile  à 
construire. 


NOTE  SUR  UN  PASSAGE  DE  LA  THÉORIE  ANALYTIQUE 

DES  PROBABILITÉS^ 

Par  m.  h.  LAURENT. 


A  la  page  181  de  la  Théorie  analytique  des  Proba- 
bilités ^  La  place  énonce  le  théorème  suivant  : 

«  La  probabilité  d'un  événement  composé  de  deux 
événements  est  le  produit  de  la  probabilité  d'un  de  ces 
événements  par  la  probabilité  que,  cet  événement  étant 
arrivé,  l'autre  aura  lieu.  » 

Ce  théorème  n'est  pas  parfaitement  exact,  et  il  est  es- 


(  ^77) 
sentiel  d'ajouter,  ainsi  que  cela  ressort  de  la  démon» 
stration  que  donne  Laplace  :  «  Pourvu  que,  à  chaque  cas 
relatif  au  premier  événement,  corresponde  toujours  un 
même  nombre  de  cas  relatifs  au  second,  quelle  que  soit 
la  façon  dont  les  épreuves  se  présentent.  » 

Pour  montrer  toute  Fimportance  du  correctif  que  je 
propose  d'adjoindre  au  théorème  de  Laplace,  je  vais 
traiter  une  question  dans  laquelle  une  application  trop 
précipitée  du  principe  de  la  probabilité  composée  con- 
duirait à  un  résultat  inexact. 

Problème,  —  On  jette  au  hasard  n  billes  dans  une 
boite  cylindrique  dont  la  base  est  divisée  en  deux  com- 
partiments A,  B  égaux,  en  sorte  que  les  billes  peuvent 
tomber  dans  l'un  ou  dans  l'autre  compartiment  avec  la 
même  facilité.  On  prend  les  billes  tombées  dans  le  com- 
partiment A,  et  on  les  jette  de  nouveau  dans  la  boite  :  on 
demande  la  probabilité  pour  qu'il  tombe  a  billes  au  pre- 
mier coup,  et  h  billes  au  second  coup  dans  le  compar- 
timent en  question. 

Si  Ton  appliquait  le  théorème  ci-dessus  mentionné,  on 
raisonnerait  comme  il  suit  :  La  probabilité  de  mettre 
a  billes  au  premier  coup  dans  A  est  C^,  nombre  des  cas 
favorables,  divisé  par  la  somme  des  combinaisons  C^J ,  Q , 
Q,. . . ,  Q,  nombre  total  des  cas  possibles  et  également 
possibles  qui  peuvent  se  présenter.  Cette  somme  étant 
^ale  à  a",  on  a,  pour  la  probabilité  de  mettre  a  billes 
au  premier  coup  dans  A, 

Cî  :  a". 

Cet  événement  ayant  eu  lieu,  il  reste  à  calculer  la  pro- 
babilité de  mettre  b  billes  sur  a  au  second  coup  dans  le 
compartiment  A  \  cette  probabilité  est 

a  •  ^  * 
Ann.  de  JUaihémai.,  ti«  téric,  t.  XII.  (Avril  iS^S.)  1 2 
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On  aurait  donc,  par  le  principe  de  la  probabililé  corn* 
posée, 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ce  résultat  est  absurde. 

Évaluons,  en  effet,  directement  le  nombre  des  cas  fa- 
vorables et  des  cas  possibles*  quand  on  attend  l'événement 
composé.  D  est  clair  que  le  nombre  des  cas  favorables 
est  C^C^;  en  effet,  les  cas  favorables  sont  les  cas  dans 
lesquels  on  obtient  dans  A  une  combinaison  de  n  billes  a 
à  a  au  premier  coup,  et  une  combinaison  de  a  billes  b 
à  6  au  second.  Â  chacun  des  cas  favorables  de  la  pre- 
mière épreuve  correspondent  Q  cas  favorables  de  la  se- 
conde :  on  a  donc  en  tout  C^  X  Q  cas  favorables. 

Au  premier  coup,  on  peut  mettre  dans  A  :  o,  i,  i,. . ., 
n  billes.  Si  Ton  met  o  bille  au  premier  coup,  on  pourra 
en  mettre  o,  i,  a, .  •  • ,  n  au  second  coup,  ce  qui  produit 
déjà  C*  H-  Câ  H-  C^  H- ...-+-  C;  ou  a"  cas  possibles.  Mais 
on  peut  mettre  i  bille  au  premier  coup,  et  cela  de  C.  ma- 
nières; au  second  coup,  on  pourra  alors  en  mettre  o,  i, 
a,...,  n — I,  ce  qui  constitue  Ci_,4-Ci_,-|-. ..H-CjZj 
ou  a"^*  cas  possibles,  relativement  au  second  coup  :  donc 
on  aura  a"*~^C^  cas  possibles,  en  mettant  une  seule  bille 
au  premier  coup  dans  A  \  en  continuant  ce  mode  de  rai- 
sonnement, on  verrait  facilement  qu'en  mettant  a  billes, 
3  billes,  etc.,  au  premier  coup,  on  a  a"**C^,  a"*'Q,  etc., 
cas  possibles  correspondants  ;  on  a  donc  en  tout 

a"-ha*-«CiH-a*-»CiH-.. . -4-aC;^'H-C;  cas  possibles. 

Ce  nombre  est  égal,  comme  on  sait,  i  3"  ;  la  probabilité 
cherchée  est  donc 


On  verrait,  d'une  façon  toute  semblable,  que  Tes- 


(  «79  ) 
pression 


(•) 


Ca  r»b  r\C  âM 

«  ^a  ^ft  •  •  •  W 


¥■' 


•I 


dans  laquelle  jx  désigne  le  nombre  des  lettres  a,  i,  c,..., 
/,  n^  est  la  probabilité  P  de  mettre  a  billes  dans  le  com- 
partiment A  au  premier  coup,  d*en  mettre  h  au  second, . .  • , 
/an  (fi  — i)'*"^. 

L'expression  (i)  peut  encore  s^écrire 

1  il!  a\  k\         _ 


•  •  • 


En  employant  le  symbole  n\  pour  représenter  le  produit 
1  •  a  •  3  •  • .  7>,  on  a  encore 


MTnUNATi«N  DBS  ÉLÉIHITS  INFINITBSIHAUX  RELATIFS 
AUX  LI6NKS  A  DOUBLE  COURBURE 

(voir  mAme  tome,  p.  »6  )  ; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


V.  L'interprétation  géométrique  des  équations  (4) 
et  (6)  nous  conduit  à  deux  théorèmes  importants,  et  à 
l'expression  des  rayons  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque. 

L^équation  (4)  donne 

(4*«)  *.=  îi;5 

mais  &s  =  lim  ^  \  puis  la  disUnce  de  M  à  la  tangente 

en  O,  qui  est  sjy*+  z'^est  sensiblement  égale  kj^  parce 

la* 


(i8o) 

que  X  est  infiniment  plus  petit  que  j.  Il  en  résulte  que 
la  distance  d'un  point  à  la  tangente  au  point  infiniment 
voisin  est  égale  au  carré  de  Tare  qui  sépare  ces  deux 
points,  divisé  par  le  double  du  rayon  de  courbure^  ou 
bien  l'inverse  du  rayon  de  courbure  s'obtient  en  divisant 
le  double  de  la  distance  à  la  tangente  par  le  carré  de  Tare. 
Considérons  donc  la  tangente  en  un  point  x,  y^  z,  et  le 
point  voisin  dont  les  coordonnées  sont 

on  sait  former  la  distance  de  ce  point  à  la  tangente,  et  en 
la  divisant  par  ds*  on  obtient  la  première  courbure  au 
point  x^  j^  z  : 

L'équation  (6)  donne 


mais  c«  =  lim  4î  ^  est  la  distance  de  M  au  plan  oscula- 

leur  en  O.  Donc  la  distance  d'un  point  au  plan  oscula- 
teur  en  un  point  infiniment  voisin  est  égale  au  cube  de 
l'arc  qui  sépare  les  deux  points  divisé  par  six  fois  le  pro- 
duit des  deux  rayons  de  courbure.  Le  point  infiniment 
voisin  de  x,  j^,  ^  a  pour  coordonnées 

I    ,  I    , 

X  -{-  (It:  -] a^  X  -h  jT  «•*  ^  -H  .  .  .  ,       r  -(-...  ; 

en  prenant  sa  distance  au  plan  osculateur  en  Xy  /,  z, 
on  a 


(i8i) 

En  remplaçant  R  par  sa  valeur  (6),  il  vient 


I 

r 


^{dydH"-dtd^y)d^x 
^{dyd'^z^dzd^yY 


Si,  au  contraire,  on  remplace  le  radical  par  sa  valeur 
lirëe  de  l'équation  (6),  on  trouve 


(8) 


V  (rf/rf^z  —  dzd^x)d^x 


r»^ 


d^ 


dx     djr     dz 
ds      €is      ds 

d^x  d^r  d^z 
1^  'dî^  "d? 

d^x  d^y  d^z 
1?  'dF  "d^ 


VL  Les  formules  relatives  au  changement  de  variable 
nous  permettraient  de  simplifier  l'équation  (6)  dans  le 
cas  où  s  est  la  variable  indépendante*,  puis,  en  faisant  le 
carre  du  déterminant  (8),  nous  obtiendrions  avec  M.  Her- 
mîte  (Cours  de  l* École  Polytechnique)  un  résultat  re- 
marquable. Mais  notre  théorème  II  nous  conduit  plus 
facilement  au  même  but.  Je  remarque  que^  pour  5  =  o, 
on  a 


imr^-.-à-  ■ 


Si  l'on  changeait  d'axes,  le  point  O  deviendrait  un 
point  quelconque,  le  premier  membre  de  l'équation  con- 
serverait sa  valeur,  si  ce  n'est  qu'il  y  aurait  à  supprimer 
l'indice  o,  et  l'on  aurait  généralement 


K^'^  2â\ds^  )  ' 


Calculons  les  dérivées  à  Taidedes  séries  (i),  etordon- 


(  i8a  ) 
nons  : 

ij=:4^ÎH-a4A,As*H-[i6^ÎH-48*,^H-36(^;+c»)]i'-|-.... 
Élevons  à  la  puissance : 

Donc 

</IU  _,     3  b, 

t9J  ^  rf^R»  _       1  ,       3  ^       9  ^î    ,  9  b\ 

en  désignant  par  -^i  etc.,  ce  que  dcYiennent  -^^  etc., 

pour  5  =  o. 

On  trouve  de  la  même  manière,  en  faisant  5  =  0,  et 
tenant  compte  de  la  valeur  de  &$  donnée  par  la  deuxième 
équation  (9), 

2(^);=3«w-'i-«!)=iè+gi(^)'-ià' 

en  changeant  d^axes,  on  voit  qu'on  a  pour  un  point  quel- 
conque la  rela^on  donnée  par  M.  Hermite  : 

('^)  2iÂrj=Rï-^RïUJ-^-Rvî- 

Mais  le  moyen  le  plus  ^mple  de  calculer  r  consiste  à 
développer  le  déterminant  (8);  on  trouve,  en  négli- 
geant 5*, 

-^,  =  -(4^î  -»"  24*»*»^ +  •  •  .l^ia^jtfj  -+-48*t<Î4J4-..-i 
rtl        r 


(  i83  ) 

d'oD 

,=  ^[»..(6..-lM.),]. 
Tenant  comple  des  valeurs  de  it»  &§>  ^s  '• 

Vn.  Les  équations  (4  £û),  (6  iiif ),  (9%  (11)  et  (3) 
nous  donnent  les  valeurs  des  coefficients  des  séries  (i)  en 
fonciîon  des  deux  rayons  de  courbure  au  point  O.  J'en 
forme  le  tableau  en  sApprimant  les  indices  de  R  et  de  r, 
ainsi  que  je  le  ferai  dans  les  deux  paragraphes  suivants  ; 
il  n'y  a  pas  de  confusion  à  craindre,  puisqu'il  ne  s'agit 
que  d'éléments  relatifs  au  point  O  : 


I                      I     dK 
*'~       6R''     "•       8R'   ds' 

I                             l      {\  dr       n  d'K\ 

[A  Sttipre,) 

GORRBSPOniUlGB. 

Extrait  d'une  LeUre  de  M.  G.  Zolotareff.  —  En 
vous  adressant  une  remarque  relativement  à  mon  article 


(  t84) 


p-i 


sur  réquatîon  Y*  — (— i)  *  pZ""  =  ^X  (Nouvelles  A fu 
nales,  t.  XI,  a"  série),  j'espère  que  vous  lui  donnerez 
place  dans  votre  estimable  journal. 

Lorsque  ma  Note  avait  été  déjà  publiée,  j'ai  appris 
qu*il  y  avait  longtemps  que  la  détermination  des  fonctions 
Y  et  Z  avait  été  Tobjet  d'une  Note  de  M.  Liouville  {Jour- 
nal de  Mathématiques^  t.  H,  a*  série).  On  y  trouve  une 
méthode  de  former  les  polynômes  Y  et  Z  au  moyen  de  la 
fonction 


ir=i 


méthode  différente  de  celle  que  y  ai  donnée  dans  mon 
article.  L'illustre  auteur  montre  encore  dans  sa  INote 
comment  on  peut  arriver  aux  formules  analytiques  pour 
les  coefficients  des  fonctions  Y  etZ. 

Extrait  d^une  Lettre  de  M,  A.  Transon,  —  J'ex- 
trais d'une  récente  Lettre  de  M.  Catalan  le  passage  suivant 
qui  pourra  intéresser  vos  lecteurs  : 

«...  Votre  construction  de  la  moyenne  géométrique 
(p.  i8)  me  parait  curieuse,  et  j*en  conclus  un  petit  théo- 
rème de  Géométrie  curieux  aussi,  ce  me  semble  :  Le 
cercle  O  étant  donné,  ainsi  que  la  corde  AB  qui  sous^ 
tend  dans  ce  cercle  le  segment  ACB,  si  Von  prend  sur 
la  bissectrice  de  V angle  variable  ACB  les  segments  CM, 
CM'  égaux,  chacun,  à  la  moyenne  proportionnelle  entre 
CA  et  CB,  le  lieu  des  points  M  et  Mf  est  la  circonférence 
décrite  du  point  E  comme  centre  ai^ec  EA  comme  rayon 
(le  point  E  est  l'extrémité  du  diamètre  perpendiculaire 
à  AB) .  Ainsi  la  circonférence  O  se  comporte  en  un  cer- 
tain  sens  comme  une  ellipse  qui  aurait  pour  foyers 
A  tf ^  B  •  •  • .  » 


(i85  ) 


SOLUTIONS  BE  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1052 

(voir  1*  série,  t.  X,  p.  5&8); 

Par  m.  GAMBEY. 

Trouyer  la  trajectoire  orthogonale  d^un  ^sterne  de 
paraboles  égales,  tangentes  en  leur  sommet  à  une  droite 
fixe.  (H.  Brocard.) 

L'équation  générale  des  paraboles  égales  tangentes  à 
Taxe  des  y  est 

(r  —  «)'  --  2/?x  =/(a:,  j,  a)  =  o, 

a  étant  une  indéterminée. 

Il  faut  (Stdrm,  Calcul  intégral,  p.  49)  éliminer  a 
entre 

et 

ce  qui  conduit  à  Téquation  différentielle 


dx  \    P 


dont  Tintégrale  générale  est 

9P 
c  étant  une  constante  arbitraire. 


(  i»6) 
Cette  trajectoire  est  de  la  même  nature  que  la  déve* 
loppëe  de  la  parabole. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
Pellissier. 


Question  1084 

(Totr  a*  térlo.  t.  XI.  p.  tfS); 

Pae  m.  KOSHLER. 

Les  coniques^  inscrites  dans  un  quadrilatère  fixe,  qui 
touchent  une  courbe  de  troisième  classe  donnée  K,  sont 
au  nombre  de  douze.  Les  douze  points  de  contact^  les 
neuf  points  de  rebroussement  de  K,  et  les  six  sommets 
du  quadrilatère  circonscrit  sont  situés  sur  une  même 
courbe  du  cinquième  ordre.  (Làgubrrb.) 

Ces  propriétés  sont  une  conséquence  des  théorèmes 
généraux  suivants  donnés  par  M.  Cbasles  (Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  1864)  ' 

1^  Dans  toute  série  de  coniques  dont  les  caractéris- 
tiques sont  yi,  y,  il  y  a  fLn  +  vm  coniques  qui  touchent 
une  courbe  donnée  d^ordre  m  et  de  classe  n. 

Dans  le  cas  actuel,  ona|iA=2,y  =  i,  puisqu'il  y  a  deux 
coniques  de  la  série  passant  par  un  point  donné,  et  une 
seule  tangente  à  une  droite  donnée;  si  la  courbe  K  est  la 
plus  générale  de  sa  classe,  n  =  3,  mt=:6\  ilya  donc 
a.3  +  6,  ou  douze  coniques  tangentes  à  K. 

a^  Le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  com- 
munes à  ime  courbe  de  classe  n  et  aux  coniques  d'une 
série  {(ij  v)  est  d'ordre  v(an  —  i).  Dans  le  cas  de  re- 
noncé, cet  ordre  est  5.  Les  six  sommets  du  quadrilatère 
appartiennent  au  lieu;  car,  par  chacun  de  ces  points,  on 
peut  mener  trois  tangentes  à  K,  et  chacune  de  ces  tan- 
gentes touche  une  conique  de  la  série.  Il  en  est  de  même 
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pour  les  nenf  points  de  rebroussemenl  ;  car  la  tangente 
de  rebroussemenl  touche  une  courbe  de  la  série,  et  le 
point  de  rebroussement  est  Tintersection  de  deux  tan- 
gentes communes  infiniment  voisines. 

Enfin  les  douze  points  de  contact  sont  évidemment  sur 
la  courbe  du  cinquième  ordre. 

NiHe  de  Jf.  Laguerre.  —  Soient 
(a,  *,  c.  d^X, ^)«=  0,    (A,  B.  CXi,  /*)•=  o,    (A',  B',  C'X A,  i»)' =  o 

lei  éqiiatioiis  respectiTes  d'une  courbe  de  troisième  classe  R  et  de  deui 
eoniqves  C  et  C  inscrites  dans  le  quadrilatère  Q. 

»n 

,1 


J  = 


flc  — A*     ad — bc     hd — c 

ABC 
A-hJlA'    B-f-JlB'    C-+-AC' 


=  0 


(qoi  est  indépendante  de  A)  représente  une  courbe  dn  cinquième  or- 
dieP(*). 

L'inTBriant  J  s'annule  : 

1^  Pour  ae  —  à^-ssuui-'àcs^bd — e*ss  o  :  donc  P  contient  les  neuf 
points  de  rebroussement  de  K  ; 

^  Pour  a  =r  3  =  A  +  JlA's  B  -f-  AB'=:  o  :  donc  P  contient  les  douze 
points  des  coniques  tan^rentes  à  K  et  inscrites  dans  Q  ; 

3«  Pour  A  +  JlA's:B-t-JiB'siG-f-JlC'=30  :  donc  P  contient  les  six 
du  quadrilatère  Q. 


Question  1066 

(T«lr  a*  sérls.  i,  XI,  p.  aSS); 

PAa  M.  KOEHLER. 

&,  par  le  foyer  commun  F  de  deux  coniques,  on  mène 
une  droite  quelconque^  et  qu'aux  points  où.  elle  coupe 
les  deux  coniques  on  mène  les  tangentes  aux  coniques 
en  ces  points,  ces  quatre  tangentes  formeront  un  qua- 

(*)  Voir  mon  Mémoire  de  Géométrie  anafytique;  Liouvillb,  a*  série, 

u  XVII,  s  "• 
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drilatère  dont  les  diagonales  seront  les  cordes  com^ 
munes  aux  deux  coniques, 

La  droite  qui  joint  les  foyers  non  communs  des  deux 
coniques  jouit  de  la  même  propriété, 

(E.  Lemoixte.) 

La  première  partie  de  Ténoncé  est  évidente;  car  un 
foyer  commun  a  deux  coniques  n^est  autre  chose  qu'un 
ombilic,  et  toute  droite  passant  par  un  ombilic  jouit  de 
la  propriété  indiquée.  Les  deux  cordes  communes,  dia- 
gonales du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes, 
sont  celles  qui  se  coupent  au  point  de  rencontre  des  deux 
directrices  correspondant  au  foyer  conunun. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  je  re« 
D&arquerai  que  la  droite  à  l'infini  (limitée  aux  points  cir* 
culaires  a  l'infini)  peut  être  considérée  comme  une  co- 
nique infiniment  aplatie  L,  ayant  un  ombilic  commun  F 
avec  les  deux  coniques  données  Ci  et  Ci*  En  d'autres 
termes,  Ci,  Ct  et  L  sont  inscrites  dans  l'angle  des  tan- 
gentes imaginaires  issues  de  F.  Le  second  foyer  Fi  de  d 
est  l'ombilic  conjugué  de  F  pour  L  et  C]  ;  de  même  F, 
est  l'ombilic  conjugué  de  F  pour  L  et  Cs.  La  droite  F|  Ft 
doit  donc,  d'après  un  théorème  connu  (^),  passer  par 
l'ombilic  de  Ci  et  de  Ct  ;  ce  point  n'est  autre  chose  que 
l'intersection  de  Fi  Fs  avec  la  polaire  commune  du  point 
de  concours  des  deux  directrices  relatives  à  F,  par  rap- 
port aux  deux  courbes. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  Fi  V%  jouit  de  la  même 
propriété  qu'une  droite  quelconque  passant  en  F. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et  Pel- 
lissier. 


(  *  )  Le  théorème  auquel  je  fais  allusion  est  le  suÎTant  : 
«  Quand  trois  coniques  ont  un  ombilic  commun,  les  trois  autres  ombi- 
lics conjugués  à  celui-U  sont  en  ligne  droite.  » 

(Cbaslis,  Traité  des  sections  coniques,  n*  382.) 
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Question  1102 

(Tolr  2*  série,  t.  XI,  p.  5x7); 

Pae  m.  j.  de  virieu, 

Professeur  à  Lyon. 

Démontrer  V égalité  suiv^ante  : 


«  • 


p=«  /      o     SI /i  est  impair. 

2.        nin  —  i)...f/ï — P'\-\)       \ 
i.2...(/?-M)  1 si  71  est  pair. 

(C.  DE  POLIGNAC.) 

On  a  les  identités  suivantes  : 


2{/l  -f  1)  y  (--  I  V'2/'  ; ^-7 r,  —  I 


p-l 

p  =  n  +  i 


(«  -hl  — pfp- 

p  =  o 


=-2(->)'>'ûTi^=-('-r' ==(-')«. 


f — i^aP = i i- 


p  =  o 


iV^oCf.  —  La  question  1110  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc, 
professeur  an  lycée  du  Bavre;  Bumbert,  maître  répétiteur  au  lycée  de 
Besançon. 
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Question  il 09 

(TOtr  s*térl«,  t.  XI,  p.  5*8); 

Pak  m.  POUJADE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Par  les  sommets  d^un  triangle  pris  deux  à  deux,  on 
fait  passer  trois  paraboles  ayant  un  point  de  contact 
commun»  Les  diamètres  de  ces  paraboles  gui  passent 
par  ce  point  rencontrent  les  côtés  correspondants  du 
triangle  en  des  points  telsj  que  les  droites  qui  les  joi" 
gnent  aux  sommets  opposés  concourent  en  un  même 
point»  (G.  FouRET.) 

Une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  k  la  tangente 
au  sommet  a  pour  équation  ^*=  apx.  Les  deux  s^- 
ments,  déterminés  par  ce  diamètre  sur  une  corde  quel- 
conque, sont  dans  le  rapport  des  ordonnées  des  extrémités 
de  la  corde,  qui  est  égal  à  la  racine  carrée  de  celui  des 
abscisses.  Si  Ton  change  Taxe  des  j?,  tandis  que  Torigine 
et  Taxe  des  j  demeurent  invariables ,  le  rapport  des 
abscisses  ne  change  pas. 

Ceci  posé,  rapportons  les  trois  paraboles  au  point  de 
contact  pris  pour  origine  et  à  la  tangente  commune 
pour  axe  des/  (l'axe  des  x  étant  quelconque).  Soient 
A',  A',  A^  les  trois  sommets  du  triangle,  x',  x^,  x'^  leurs 
abscisses.  Le  diamètre  de  la  parabole  qui  passe  par  A' 

et  A'^  coupe  le  côté  A'A^  dans  le  rapport  \j  mS  de  même 
A'^^A^  est  coupé  par  le  diamètre  correspondant  dans  le 

rapport  t/n5?>  enfin  A'^A'  dans  le  rapport  l/-r'  Le 

produit  de  ces  trois  nombres  est  l'unité,  et  les  points  de 
division  sont  sur  les  côtés  du  triangle  et  non  sur  leurs  pro- 
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loDgements;  donc  les  droites  qui  joignent  ces  points  aux 
sommets  opposés  concourent  en  un  même  point. 

Note,  •—  La  même  question  a  été  résolue  par  HM.  Bourguet,  à  Nantes; 
Brocard;  Genty  et  Moret-Blanc 


QUESTIONS. 


illl .  On  sait  que  si  a^  est  une  valeur  approchée  de  ^  y 


»  •  •  • 


seront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  0î  (*). 
On  sait  aussi  que 


2  a, 


2a, 


Or  M.  Wœpcke  a  démontré  (**)  que,  si  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  on  s'arrête  au  troisième  quo- 
tient incomplet,  on  aura  a^. 

On  demande  à  quels  quotients  incomplets  il  faudra 
s'arrêter  dans  le  second  membre  de  cette  même  équation 
pour  avoir 

ou  bien  de  quelle  manière  on  peut  démontrer  que  les 
valeurs 

(*)  Traité  éT Arithmétique,  par  Joseph  Bertrand,  p.  345  et  suIt.;  Paris 
1867;  4«  édition. 

(**)  Journal  Asiatique^  5*  série,  t.  IV,  p.  384;  Paris,  i854.  —  Bêcher- 
ckes  sur  V Histoire  des  Sciences  mathématiques  ches  les  Orientaux,  etd, 
par  M.  Wœpcke,  p.  37  ;  Paris,  i855. 


A 


(  ^9'^  ) 
ne  sont  pas  comprises  dans  l'expression 


2a.  H 


ai  -r 

2rtr, 

•     • 

(  6 ALTH AZ AJL    Boif COMP AGW I  ) 

mS.  Montrer  que  la  développée  de  l'ellipse  peut  être 
considérée  comme  Tenveloppe  d'ellipses  concentriques 
et  co-axales  à  la  proposée.  (C.  de  Polignàc.) 

1113.  Le  rayon  de  courbure  du  point  de  Tellipse^  qui 
est  égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  ce  point,  a  son 
extrémité  sur  ce  diamètre.  Il  est  tangent  au  cercle  con- 
centrique à  Tellipse  ayant  la  différence  de  ses  axes  pour 
rayon.  (C.  de  Pougnac.) 

1H4.  Les  cercles  concentriques  à  l'ellipse,  dont  les 
rayons  sont  respectivement  la  somme  et  la  différence  de 
ses  axes,  interceptent,  sur  toute  normale  k  T ellipse,  des 
segments  dont  deux  sont  toujours  égaux.  En  donner 
l'expression.  (C.  de  Polignac.) 

1115.  Montrer  que  l'on  peut  tracer  une  infinité  d'el- 
lipses concentriques  et  co-axales  à.  une  ellipse  donnée, 
jouissant  deux  à  deux  de  la  même  propriété.  Les  axes  de 
l'ellipse  peuvent  être  considérés  comme  deux  ellipses 
(non  correspondantes)  de  la  série.     (C.  de  Poligkac.) 

1116.  Deux  ellipses  quelconques  de  la  série  intercep- 
tent, sur  toute  normale  à  l'ellipse  donnée,  deux  segments 
dont  le  rapport  est  constant.  (G.  de  Polignàc.) 


Nous  recevons  de  M.  RucHOMinsT,  au  moment  de  mettre  sous  presse,  la 
démonstration  des  trois  formules  qui  lui  ont  été  proposées  par  M.  Gilbert, 
et  nous  les  tenons  dès  aujourd'hui  à  la  disposition  de  nos  lecteurs. 
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"  ■"  '  * 


EXPOSITION  DE  U  MÉTBODE  DES  ÉQUIPOLLSNCES 

(  fulte,  Tolr  mèuitf  tome,  p.  14&  )  ; 

Pab  m.  g.  BELLAVITIS. 
(Traduit  de  Titalien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


42.  Faisons  une  rapide  digression.  Les  relations  trou- 
vées entre  m,  x^j^  z  pourraient  servir  à  démontrer  que, 
avec  Finvolution  précédente,  on  a  aussi  les  trois  autres 

AF.DC.EBtf3bfDF.EC.AB, 
BF.CD.EA-:i5-CF.ED.BA, 
FA.DE.CB-A-DA.CE.FB, 

très-<!onnues  en  Géométrie  supérieure,  et  résultant  de  la 
considération  des  trois  autres  triangles  ADE,  BCE,  FDC, 
coupés  chacun  par  une  droite. 

Si  Tune  des  équipollences  précédentes  a  lieu  pour  six 
points  d'une  droite,  les  trois  autres  en  résultent  néces- 
sairement; par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  général 
du  n®  24,  la  même  propriété  subsistera  pour  six  pointa 
d'un  plan.  En  nous  reportant  à  la  signification  des  équi- 
pollences (16),  nous  voyons  que  ce  théorème  peut  s'é- 
noncer ainsi  : 

Si  AEBCFD  est  un  hexagone  dans  lequel  trois  angles 
non  adj€icenis  valent  ensemble  quatre  droits,  et  oii  le 
produit  de  trois  côtés  non  adjacents  soit  égal  au  pro^ 
duit  des  trois  autres,  nous  aurons  les  mêmes  propriétés 
pour  les  trou  hexagones  KFDŒR,  BFCDEA,  FADECB, 
qui  ont  les  mêmes  sommets  opposés  que  le  premier^  mais 
pris  dans  un  ordre  différent. 

Par  rapport  à  ces  hexagones,  il  existe  un  point  I  pour 

jénn.  de  Mathémat.^  1'  série,  t.  XII.  (Mai  1873.)  l3 
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lequel  ont  lieu  les  équipolleuces 

U.IG%^IB.1D^IE.IF, 
sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard. 

43.  Donnons  un  second  exemple  de  la  manière  d^ ex- 
primer la  condition  que  des  points  sont  en  ligne  droite, 
au  moyen  de  coefficients  numériques.  Il  s^agit  de  démon- 
trer ce  théorème  de  Desargues  :  Si  fes  sommets  de  deux 
triangles  ABC,  A'WC  {fie'  9)  ^^^^  ^^  ligne  droite  avec 


un  "point  fixe  S,  les  points' de  contours  T,  U,  V  de  leurs 
côtés  correspondants  seront  aussi  en  ligne  droite. 
Les  conditions  données  sont  exprimées  par 

SA'  ^  a  SA,     SB'  ^  b  SB,     SC  ^  c  SC, 

a,  &,  c  étant  trois  coefficients  numériques  indéterminés. 
De  même,  la  condition  que  V  appartienne  à  la  droite  AB 
est  exprimée  par 

AV^/iAB, 

ou,  en  réduisant  tout  à  SA,  SB,  SC,  par 

SV-iA-SA  H- /t  AB  «^  (i  —  ^)SA -h /iSB. 
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Gamme  V  doit  aussi  appartenir  à  la  droite  A^B',  on  aura 
pareillement 

SVrdlf  (i  —  m)SA'  H-  mSB'dî-fl  (i  —  m)  SA  -h  bmSB. 

En  comparant  les  deux  expressions  de  SV,  la  règle  H 
nous  donne 

I  —  /i  =  a(i  —  m)f     nz=2bm. 
Tirant  de  ces  relations  la  valeur  de  m,  on  aura 

SV%û#i^ SA'  -h  ^^ SB'. 
a  —  à  a  —  b 

Nous  trouverons  exactement  de  la  même  manière 

b  —  e  b  —  c 

c  — a  c  —  a 

d'où  l'on  déduit 

(a  —  é) SV*if  ^ ^-^ ^  SU  -»-  ^ ^-^ ^  ST, 

*  e  —  I  I  —  c 

on 

(il  —  ^  —  ii<?  -4-  itf )SV  -h  {c  —  fl  -h  a*  —  be) SU 

•^{b-^c  -hac  —  a6]STvA.o. 

Remarquant  que  Ton  a 

TVîA-SV  — ST,     TU^SU  — ST, 

nous  voyons  qu'on  obtient 

(a^b  —  ac -h  bc)T:W -h  {c  ^  a -h  ab  ^  ^c)TU^O, 

c'est-à-dire  (4)  que  TV  a  la  même  inclinaison  que  TU, 
ou  que  TUV  est  une  ligne  droite. 

i3. 
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iit.  J* attirerai  l'attention  du  lecteur,  en  raison  des 

fréquentes  occasions  qui  se  présentent  d'utiliser  cette 

remarque,  sur  la  manière  de  rapporter  a  un  point  S  un 

point  quelconque  Y  d*une  droite  AB,  au  moyen  de  Téqui- 

poUence 

SV^{i  — «)SA-h/iSB, 

n  étant  un  coefficient  indéterminé.  On  remarquera  aussi 
cette  conséquence,  dépendant  de  la  même  formule,  que,  si 

rSV-f-<7SU  -H/>ST%^o, 

et  qu'on  ait 

r  H- y  -4- /?  =  o, 

les  trois  points  V,  U,  T  sont  en  ligne  droite,  parce  qu*il 

en  résulte 

rTV-+-7TU^o. 

Les  calculs  des  coefficients  numériques  pourront  quel- 
quefois deyenir  un  peu  longs,  surtout  si  le  choix  n'en  a 
pas  été  fait  avec  discernement  ]  mais  il  ne  se  présentera 
aucune  difficulté,  et  Ion  parviendra  toujours  au  résultat 
d'une  façon  directe. 


Règles  reUuii^es  aux  droites  conjuguées 
ou  perpendicidaires. 

m 

45.  Pour  compléter  l'exposition  de  la  méthode  des 
équipoUences,  il  me  reste  k  expliquer  deux  autres  arti- 
fices, ou  plutôt  deux  autres  notations.  Nous  avons  va, 
au  n^  40,  l'utilité  qu'il  y  a  à  exprimer  par  une  seule 
équipoUence  la  similitude  de  deux  triangles,  laquelle 
consiste  dans  la  proportionnalité  de  deux  côtés  et  dans 
l'égalité  des  angles  compris;  cela  n'eût  pas  été  possible 
si  les  deux  angles  avaient  été  l'un  positif  et  F  autre  né- 
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gatîf,  c'est-à-dire  si  les  figures  avaient  été  symétrique- 
ment semblables. 

Voici  un  moyen  permettant  d'étendre  les  considéra- 
tionsy  développées  par  nous,  d'une  figure  à  une  autre  qui 
lui  soit  inversement  ^ale.  Une  droite  ayant  la  même 
longueur  qu'une  droite  donnée  et  la  même  inclinaison, 
mais  de  signe  contraire  (14),  sera  dite  conjuguée  de  la 
première,  et  représentée  par  la  caractéristique  cj.  Ainsi, 
dans  lB,Jig.  4,  la  droite  A'6^  égale  k  A6,  et  d'inclinaison 
n^ative  égale  à  Tinclinaison  positive  de  AB,  sera  dési- 
gnée sous  le  nom  de  conjuguée  de  AB.  Mous  écrirons 

et  aussi 

cj.A'B'-^AB. 

On  peut  supposer  que  A'B'  soit  la  droite  AB  qui  a 
tourné  autour  d'une  parallèle  à  Y  origine  OH  des  incU^ 
nuisons,  de  manière  à  effectuer  une  demi-révolution  et 
à  revenir  dans  le  plan  de  la  figure. 

46.  Si  l'on  suppose  qu'une  semblable  demi-révolution 
s'exécute  pour  toute  une  figure,  on  obtient  évidemment 
une  figure  égale  à  la  première,  et  qui  jouit,  par  suite,  des 
mêmes  propriétés.  Donc  : 

Règle  V.  —  ji  une  équipollence  quelconque  corres- 
pond toujours  sa  conjuguée j  laquelle  s^ obtient  au  moyen 
de  la  première,  en  substituant  à  chaque  droite  sa  con» 
juguée.  * 

47.  Un  exemple  éclaircira  Fussge  de  cette  règle. 

Paoblèmb.  —  Trouv^er  le  sommet  commun  de  deux 
triangles  symétriquement  semblables,  de  bases  données 
kD,BC(fig.  lo). 

La  similitude  des  deux  triangles  ADX,  BCX  est  com- 


{  «98) 
prise  dans  les  deux  égalités 

gr.(AX:AD)=gr.(BX:BC), 
angleDAX  =  —  angleCBX. 

L'un  des  angles  est  affecté  du  signe  — ,  parce  que  les 
deux  angles  sont  pris  en  sens  contraires.  Si,  aux  c6téfl  de 

Fig.  lo. 


oV-^r 


\/ 


B 


l'un  des  angles,  nous  substituons  leurs  conjugués,  cet 
angle  changera  de  signe,  et  ainsi  nous  aurons  (15) 

inc.  AX  —  inc.  AD  =  inc.  cj.  BX  —  inc.  cj.  BG. 

De  cette  façon,  Tune  et  Tautre  des  deux  égalités  seront 
comprises  dans  TéquipoUence 

AX  :  AD ï(V-ci.  BX  :  cj.  BC. 

Développant  par  rapport  au  point  X,  on  a  (10) 

çj.BG.  AX^AD  cî.AX  —  AD  cj.  AB. 

D'après  la  r^le  Y,  on  aura  en  même  temps  cette  autre 
équipoUence 

BC  cj.  AX -rit  cj.  AD .  AX  —  cj.  AD .  AB. 

Entre  ces  deux  équipollences,  nous  pourrons  (18)  éli- 
miner cj.  AX,  et  nous  aurons,  pour  déterminer  AX, 

(ADcj.  AD  —  BC  cj.BC)  AX^  AD  (AB  q.  AD  +  BCcj.  AB). 


(  ^99  ) 
Comme  nous  avons  à  notre  disposition  le  choix  die 
l'origine  des  inclinaisons  (13),  nous  en  pourrons  profiter 
ponr  simplifier  les  constructions.  Supposons  qu'on  prenne 
pour  cette  origine  la  droi  te  AB,  de  sorte  que  AB*dlf  cj .  AB^ 
nous  aurons 

(ADcj.AD  — BGcj.BC)AX%â^AB.AD(cj.AD-t-BC). 

Construisons  successivement 

AE^cj.AD, 
EF  ^A;  BC, 
GK-rf^BC  cj.BC  :  AD^ib'EFcj.EF  :  cj.  AE» 
oo  aura 

AX  :  AB -d- (cj,  AD -f- BC)  :  (cj.  AD  —  GE)  s^  AF  :  AG. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  la  solution  suivante  : 
on  tire  AE  égale  k  AD  et  également  inclinée  sur  AB* 
mais  de  Tautre  côté,  de  sorte  que 

angle  DAB  =  angle  BAS. 

Soit  EF  équipoUente  à  BG;  on  forme  le  triangle  FEG 
symétriquement  semblable  à  AEF,  parce  qu'on  a 

EG:EF»A-cj.EF:cj.EA; 
enfin  on  construit  ABX  directement  semblable  /i  AGF. 

48.  Dans  beaucoup  de  cas  (41,  43),  on  peut  constater 
Tutilité  des  coefficients  numériques  servant  à  accroître 
ou  à  diminuer  la  longueur  d'une  droite^  en  lui  conservant 
la  même  inclinaison  ;  il  serait  également  commode  d'avoir 
des  coefficients  pouvant  accroître  ou  diminuer  l'inclinai- 
son des  droites  auxquelles  on  les  appliquerait,  sans  en 
altérer  la  longueur.  Le  signe  y/,  ou,  à  défaut  d'un  signe 
spécial;  la  lettre  i,  indiquera  un  accroissement  d^incH- 
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naison  d*un  angle  droil  [porté  toujours  dans  le  sens  HMI 
(yîg.  4)9  vers  lecpiel  sont  comptées  les  inclinaisons  posi<- 
tiyes]^  ainsi  0H>  01^  étant  égales  et  perpendiculaires, 
on  écrira 

OI^V^OH. 

Le  coefficient  ^^  servira  à  accroitre  Tinclinaison  d'une 
droite  de  u  angles  droits,  u  étant  un  nombre  entier  ou 
fractionnaire.  Par  suite,  le  coefficient  y/*  ne  produira 
aucun  effet,  c'est-à-dire  que  nous  pourrons  écrire  ^^  ^i; 
^*  change  le  sens  de  la  droite  ;  par  exemple,  ^'OMm^O£, 
ou  ^*  \^ — I .  Ainsi  ^  représente  ce  qui  se  désigne  en  Al- 
gèbre par  y— i,  et  s'énonce  racine  de  moins  un.  Par 
contraction,  nous  donnerons  au  signe  ^  le  nom  de  ra^ 
mun.  Le  plus  souvent,  au  lieu  de  v/**»  nous  écrirons  e", 
auquel  cas  Tangle  u,  au  lieu  d'être  rapporté  à  Tangle 
droit  comme  unité,  doit  être  considéré  comme  étant  la 
longueur  de  l'arc  correspondant  de  rayon  1.  Les  ana- 
lystes verront  que  e  répond  à  leur  e^^. 

49.  De  même  qu'un  nombre,  au  lieu  d'être  appliqué 
comme  coefficient  à  une  droite,  peut  être  considéré  seul, 
et  représente  alors  une  longueur  parallèle  à  l'origine  des 
inclinaisons  ;  de  même  aussi,  le  ramun,  élevé  à  une  puis- 
sance, peut-être  considéré  en  lui-même  comme  indiquant 
une  longueur  égale  à  l'unité,  dont  l'inclinaison  est  mar- 
quée par  Texposant.  Il  en  résulte  que  z^"  représente  une 
droite  égale  à  z  fois  Tunité  de  longueur,  et  qui  est  in- 
clinée de  u  droits  sur  l'origine  des  inclinaisons. 

50.  Comme  complément  de  cette  exposition  des  prin- 
cipes de  la  méthode  des  équipollences,  nous  énoncerons 
encore  les  règles  suivantes,  relatives  au  ramuii  et  aux 
droites  conjuguées;  ces  règles  sont  des  conséquences  im- 
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médiates  des  définitions.  Lorsqu'on  aura  k  multiplier  y/"* 
par  y^",  on  obtiendra  ^""^^  parce  que,  pour  former  un 
produit  (16),  il  faut  ajouter  les  inclinaisons  u,  u»  Le  pro* 
dait  de  )/  par  ^  donnera  ^'  ou  le  coefiicient  —  i  ^  en  di- 
visant Tunité  par  |/,  on  aura  — y^»  •  •  •  •  Donc  : 

Reglb  VI.  —  Le  ramun  se  calcule  précisément  comme 
se  calcule  en  Algèbre  l'imaginaire  ^ —  i. 


51.  RÈGI.E  VU.  —  Pour  former  la  conjuguée  (46) 
d^uhe  expression  quelconque  contenant  le  ramun,  il 
faut  changer  les  signes  de  tous  les  exposants  de  y/» 

Ainsi  la  conjuguée  de  ^/"AB  est  ^/"""cj.ABj  celle  de 

%  ^"  est  ^  v/""  î  c^eWe  de  y^  est  ^/~*  =  —  ^/. 

52.  Règle  VIII.  —  Le  produit  de  deux  droites,  ou, 
plus  généralement^  de  deux  expressions  conjuguées 
entre  elles,  a  une  inclinaison  nulle  et  une  grandeur 
égale  au  carré  de  la  grandeur  de  chacune  des  deux 
droites  ou  des  deux  expressions. 

En  effet,  les  deux  expressions  conjuguées  ont  des  gran- 
deurs égales  et  des  inclinaisons  égales,  mais  de  signes 
contraires;  et,  pour  faire  le  produit,  il  faut  multiplier 
les  grandeurs  (16)  et  ajouter  les  inclinaisons.  Ainsi 

ABcj.BA^{gr.AB)»; 
semblablement, 

multipliée  par  l'expression  conjuguée 

donne 

ce  qui  exprime  le  théorème  de  Pyihagore. 
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53.  Règlb  IX.  —  Une  droite^-  diuisée  par  sa  conju-- 
guée,  est  équipollenle  au  ramun  élevé  à  une  puissance 
égale  au  double  de  Vinclinaison  de  ta  droite. 

C'est-à-dîre  que 

54.  Règle  X.  —  La  somme  géométrique  d'aune  droite 
et  de  sa  conjuguée  a  une  inclinaison  nulle  et  une  gran- 
deur double  de  la  projection  de  la  droite  sur  V origine 
des  inclinaisons,  ou  égale  au  double  produit  de  la  gran- 
deur de  la  droite  par  le  cosinus  de  son  inclinaison. 


En  effet  {fig.  ii),  si  OQ^OM  +  cj.OM,  on  aura 
aussi,  d'après  la  règle  V, 

çj.  OQ  sA- cj. OM  H- OM %A?  OQ  ; 

par  suite,  OQ,  ëtant  équipoUente  à  sa  propre  conjuguée^ 
a  une  inclinaison  nulle. 

De  plus,  si  OP  a  une  inclinaison  nulle,  et  si  PM  a  une 
inclinaison  d^un  droit,  on  aura 

cj.  OP-:A,OP,     cj.  PM  ^  PM'-dl-  —  PM, 

et  les  équipoUences 

OM -if OP  H-  PM ,     il OM  ^ OP  —  PM 
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donneront 

0M  +  cj.0M^20P. 

85.  Si  nous  voulons  déterminer  la  projection  de  AC 
sur  AB  (fig.  12),  nous  remarquerons  que  la  droite  AC 

Fig.  13. 


(^ale  à  AC  et  formant  avec  A6  Fangle  BAC  égal  i  BAC, 
mais  de  signe  contraire)  est  donnée  par 

AG'^cj.AG.AB:cj.AB, 

puisque  cette  équîpoUence  équivaut  à 

gr.AC'=gr.AC 
et  à 

iiK.  AG'==  inc.cj.  AC  +  inc.  AB  —  inc.  cj.  AB 

= —  inc.  AG+  inc.  AB  +  înc.  AB = aine.  AB — inc.  AG« 

On  a  par  suite 

a  AP-^AG  +  AC-^AG+  cj.  AG.AB  :  cj.  AB. 

86.  Règle  XI.  —  La  somme  géométrique  d^une 
droite,  et  de  sa  conjuguée  prise  ai^ec  le  signe  moins,  a 
fine  inclinaison  d^un  droit,  et  est  égale  au  double  de 
la  projection  de  la  droite  sur  une  autre,  ayant  une  incUr- 
naison  d^un  droit,  ou  au  double  produit  de  la  grandeur 
de  la  droite  par  le  sinus  de  son  inclinaison. 
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Ed  effet,  dans  la  Jig,  1 1,  il  est  évident  que 

M'Md^OM— cj.0M^2PM. 

Dans  \^jig*  la,  nous  aurons 

aPC^AC  — AC'^AC  — cj.AC.ABlcj.AB. 

S7.  En  multipliant  (fig*  12)  gr.PG  par  gr.ÂB,  on 
obtient  un  nombre  qui,  par  rapport  à  l'unité  de  surface 
connue,  exprime  l'aire  du  parallélogramme  ABDC.  Donc 

2PG  cj.  AB  %^  AC  cj.  AB -- cj.  AC.  AB 

a  une  grandeur  double  du  parallélogramme  donné; 
comme  les  deux  termes  ACcj.  AB,  cj.  AC.  AB  sont  con- 
jugués entre  eux,  nous  ferons  disparaître  TincHuaisoD 
d'un  droit  qui  s'applique  (56)  à  leur  différence,  en  di- 
visant par  le  ramun,  et  nous  aurons  l'aire 

ABDG^  A(ACcj.  AB  —  ABcj.  AC)^  ^  (AB  cj.  AC  —  ACcj.AB). 

De  là  : 

Règle  XII.  —  Vaire  d'un  triangle  ABC  est  exprimée 


par 


et  aussi  par 


i  (  AB  cj.  AC  —  cj.  AB .  AC  j. 


^(ABq.BC  — cj.AB.BC), 


puisque,  d'après  la  règle  I,  on  établit  l'identité 

ABcj.BC— cj.AB.BC^ABcj.(AC  — AB)  — (AC  — AB)cj.AB 

d^bf  AB  cj.  AC  —  AC  cj.  AB. 

On  remarquera  que,  par  la  permutation  des  lettres  B,C, 
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Taire  du  triangle  se  troQve  exprimée  par 

^  (ACcj.AB— cj.AC.AB), 

c'est-à-dire,  dans  le  cas  de  la  figure,  par  un  nombre  né- 
gatif égal  à  — aire  ABC.  Ce  fait,  loin  d'être  un  incon- 
Ténient  de  la  méthode,  en  constitue  Tun  des  grands  avan- 
tages; il  permet  d'éviter  les  erreurs  que  Ton  pourrait 
commettre  dans  l'addition  des  aires,  si  Ton  ne  considé- 
rait pas  assez  attentivement  les  diverses  positions  que 
peuvent  prendre  les  éléments  d'une  figure. 

On  démontre  facilement  que  les  aires  ABC,  BCA,  CAB 
sont  identiques,  même  quant  à  leurs  signes. 

58.  Faisons  deux  applications  de  cette  dernière  règle 
de  la  méthode  des  équipollences.  Si  l'on  décrit,  sur  l'un 
des  côtés  d'un  triangle  ABC  (fig*  i3),  un  parallélo- 

Fig.  i3. 


gramme  ABFE,  et  que  l'on  construise  aussi  avec  le  c6té 
CG^d^AE  les  deux  parallélogrammes  ACGE,  BFGC, 
on  aura 

ABFE*A,  i  ( AB  cj.  AE  —  AE  cj.  AB), 
ACGE-Af^fACcj.AE— AEig.AC), 
BFGC<^  ^  (  AE  cj.  BG  —  BG  cj.  AE), 


(  io6  ) 

en  introduisant  AB  à  la  place  de  BF^CG^ÂE. 
Si  Ton  se  rappelle  que 

BC%^AG  — AB, 
cj.BCt^cj-AC—  cj.AB, 

on  Yoitque  ces  trois  équipoUences  donnent 

ABFE  =  ACGE  -♦-  BFGC. 

Aux  parallélogrammes  ACGE,  BFGC,  nous  pouvons^ 
substituer  les  deux  autres  ACLM,  6NPC  compris  entre 
les  mêmes  parallèles. 

En  effet,  de 

AE^AM  +  ME-A.  AM  H-  nàJC^ 
on  tire 

AC  cj.  AE  —  AË  cj.  AC  ^  AG  cj.  AM  --  AM  cj\  AC. 

Par  suite,  la  somme  des  aires  des  parallélogrammes 
ACLM,  BNPC  est  égale  à  celle  de  ABFE,  dont  les  deux 
c6tés  AE,  BF  sont  équipoUents  à  CG. 

Ceci  constitue  un  théorème  de  Clairaut,  comprenant, 
comme  cas  particulier,  la  démonstration  du  théorème  de 
Pythagore,  donnée  par  Euclide  dans  sa  47*  proposition. 
Il  suffit,  pour  cela,  de  supposer  que  le  triangle  ACB  soit 
rectangle  en  C,  et  que  ACLM,  BNPC  soient  deux  carrés 
construits  sur  les  côtés-. 

59.  Au  moyen  des  règles  XII  et  I,  on  peut  donner  di- 
verses formes  à  l'expression  de  Taire  d'un  polygone. 
Ainsi,  pour  le  quadrilatère,  on  a 

ABGD«â»ABG  + ACD 

^^(AEcj.AC—  ACq.AB  +  AGcj.AD  -  ADcj.AG). 
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Réduisant  luutes  les  droites  aux  trois  AB,  ÂC,  BD,  la 
droite  AB  s'élimine,  et  Ion  a 

ABCD^  ^  [  AB  cj.  AC  —  AC  cj.  AB  -h  AC(cj.  AB  -f-  cj.  BD) 

~cj.AC(AB-hBD)] 
•     dlr  ^  ( AC  cj.  BD  —  cj.  AC.  BD) . 

4 

Par  suite  :  Un  quadrilatère  ABCD  est  égaillaient  au 
triangle  ayant  deux  côtés  éguipollents  aux  diagonales 
AC,  BD. 

60.  Pour  le  pentagone  ABCDE  (et  Ton  peut  en  dire 
autant  pour  tout  autre  polygone),  on  trouve,  en  expri- 
mant (10)  toutes  les  diagonales  au  moyen  des  côtés, 

ABcj.BC  +  ACcj.CD  + ADcj.DE<s^ABcj.BC-f-ABcj.CD 

4<  ABcj.DE  +  BC  cj.CD 
-t-  BC  cj.DE  H-  CD  cj.  DE, 

et,  par  suite,  la  règle  XII  nous  montre  que  : 

Vaire  ABCDE  est  la  somme  de  tous  les  triangles 
ayant  deux  côtés  équqaollents  à  deux  des  côtés  AB,  BC, 
CD,  UE  du  polygone  (le  côté  £A  étant  omis). 

(A  suipre.) 


rtmnNATMN  DES  ÉLÉMENTS  INFINITÉSUHAIIX  RELATIFS 
AUX  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE 

(salte  et  ^n,  voir  même  tome,  p.  i6i); 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Tni.  Nous  allons  établir  plusieurs  propriétés,  et  cal- 
culer quelques  éléments  qui  se  rapportent  à  Tare  infini< 
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ment  petit  OM»  outre  les  théorèmes  démontrés  aux  pa- 
ragraphes IV  et  V.  Nous  supposerons  que  les  valeurs 
de  X,  j^  z  aient  été  explicitées  à  Taide  du  tableau  pré- 
cédent. 

La  différence  entre  l'arc  OM  et  sa  corde  est 


I : /  .        I     ^  I    -r* 


'   4  R' 

3^ 


!i4R' 


-h. 


elle  a  pour  limite  le  cube  de  l'arc  divisé  par  a4  f<>^s  ^^ 
carré  du  rayon  de  courbure. 

L'angle  de  la  corde  OM  avec  la  tangente  en  O  peut  être 

mesuré  par  ^  =  —+...  ^  il  est,  à  la  limite,  égal  à  la 

moitié  de  l'angle  de  contingence. 

L'angle  du  plan  des  xj  et  du  plan  mené  par  la  tan- 

gente  en  O  et  le  point  M  a  pour  mesure  lim  -  =  x>^^  il 

est  le  tiers  de  l'angle  de  torsion.  Il  en  résulte  que,  si  l'on 
considère  la  projection  de  la  courbe  sur  le  pian  des  j^x, 
l'angle  de  la  corde  avec  la  tangente  en  O  est  le  tiers  et 
non  la  moitié  de  l'angle  de  contingence. 

Les  équations  de  la  tangente  en  M  peuvent  s'écrire 


X-,         ^      aR+- 

oR/ 

s'          s          i^    f/R 

s" 

■  4- 

aR'       R        îR'   ds 

2Rr 

Sa  plus  courte  distance  à  Ox  a  pour  équations  (I)  à  la 
limite 


Y-+-— Z  =  o,     X=:-; 
2r  2 
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sa  lons^ueur  est  (I)  — — -;  enfin  son  angle  avec  Taxe  du 

plan  osculateur  est  égal  au  demi-angle  de  torsion-,  ces 
théorèmes  ont  été  énoncés  par  M.  Ossian  Bonnet. 
La  normale  principale  en  M  a  pour  équations 


ou  a 


z- 

«» 

s    "~              2R 

6R/ 
s 

H 

r 

C0S>  ■      —  irî 

IV 

cosv 

"   ^ 

r 

les  angles  que  cette  normale  fait  avec  les  plans  des  j^^  et 
des  xy  sont  complémentaires  de  X  et  de  v,  et  égaux  res- 
pectivement aux  angles  de  contingence  et  de  torsion. 
L'angle  des  normales  en  O  et  en  M  peut  être  mesuré  par 
son  sinus 


sina  r=  v^cos'X  -+-  cos'v  -j:^  ~-  \/R'  •+-  /^* 

Rr 

La  perpendiculaire  commune   aux  deux  normales  a 
pour  équations 

X       Z  Rr» 

R  s 
et  pour  longueur  -^  Sou  angle  O^,  égal  à  celui  du 

V^R»  -h  r» 
plan  osculateur  et  du  plan  parallèle  aux  deux  normales, 

a  pour  tangente  ^  •  Les  normales  principales  forment  une 

surface  gauche,  sur  laquelle  le  paramètre  de  dislribulion 

le  long  de  la  génératrice  issue  du  point  O  est 


RV 
La  courbe  gauche  a  même  cercle  de  courbure  que  sa 

jinn.  de  JttathénuU,,  a*  série,  t.  XII.  (Mai  1873.)  l4 
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projeqiîon  sur  le  plan  desx;^;  car  dans  chacune  la  dis- 
tance du  point  infiniment  voisin  de  O  à  la  tangente  en  O 
>«t  ] A  kMigueur  de  L'arc  compris  ne  diffiront  que  de  qwan- 
titéji négligeables. 'La  distance  de  M  àce  cercle^est  Thypo- 
ténuse  d!ua  U'iangle  xectangle  qui  a  pour  côtés  Je  z  du 
point  M  et  la  distance  de  sa  projection  au  cercle^  c'est-à- 
dire  la  puissance  du  point  divisée  par  le  diamètre.  Celte 
distance  est  donc 


IX.  L'équation  générale  du  plan  normal  est,  en  ordon- 
nant^ 

X+(Y-R)--(x-f._Y--ZJ_4-...=  o. 

Le  point  de  rencontre  du  plan  normal  en  O  et  des 
deux  infiniment  voisins  se  détermine  en  annulant  le 
terme  indépendant  de  5,  les  coefficients  de  s  et  de  5*;  il  a 
pour  coordonnées 

C'est  un  point  de  Tarète  de  rebroussement  (A)  de  la 
surface  polaire  enveloppe  des  plans  normaux  a  la  courbe 
donnée.  Si  de  ce  point  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
pasaast  en  O,  son  rajon  sera 


=  y/R' 


-(f) 


elle  coupe  le  plan-  des  xjr  suivaoit  le  cercle  oscttlateor^  et 
je  dis  qu'elle-même  est  osculatrice  à  la  courbe,  car  elle 
passe  à  une  distance  infiniment  petite  du  quatrième  ordre 
du  point  M.Ënefiet,cette  dislance  est  seiuibleniie&t  égale 


(  "f  ) 

a  la  puif  sance  du  point  AI  reUtive  à  la  sphère^  divisée  par 
son  diamètre  :  c'est  donc 

}L  Le  ravon  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  quel- 
conque aura  la  ipème  expression,  ou,  envertu  de  réqua«> 
lion  (lo), 

L'examen  de  ce  qui  a  lieu  au  point  O  montre,  par  une 
coïncidence  géométrique  des  plus  simples,  que  le  centre 
de  cette^phère  a  ^pour,  coordonnées 

Pour  le  ppii^t  in^nifîient  Toisîn  de  O,.  il  est  bien  ffEicile  de 
trouTer  qu'en  négligeant  j*  on  a 

L'arc  (ùfx  de  l'arèle  ^e  rebroussement  (A)  correspon- 
dant à  OM  est  donc  tangent  à  Taxe  du  cercle  osculateur, 
et  a  pour  longueur 

r.  d2i. 

Si  Ton  rapproche  cette  valeur  de  ççUe  que  J'ai  donnée 

«4. 


(  aia  ) 
pour  d^  on  retrouve  la  formule  indiquéepar  M.Ruchonnet 


9=z 


!i/^B.r^ 


Les  tangentes  à  T arête  (A)  étant  les  axes  des  cercles 
osculateurs  de  la  courbe  donnée,  Tangle  de  contingence 
de  (ù[jL  égale  Tangle  de  torsion  de  OM.  En  tenant  compte 
des  termes  en  s*  dans  les  valeurs  de  x^^yt»  ^t^  on  verrait 
que  le  plan  osculateur  de  (A)  en  cd  est  le  plan  normal 
en  O  ;  mais  cela  résulte  aussi  de  ce  qu'il  est  parallèle  aux 
axes  des  plans  osculateurs  en  O  et  M»  et  que  ces  deux 
plans  passent  par  la  tangente  OX.  Il  s'ensuit  que  Fangle 
de  torsion  de  u^  est  égal  à  Tangle  des  plans  normaux  en  0 
et  en  M,  ou  à  Fangle  de  contingence  de  OM.  Les  rayons 
de  première  et  de  deuxième  courbure  de  (A)  en  b>  sont 

respectivement 

</p        R  5  dp 


J'ai  cru  devoir  indiquer  très-rapidement  les  résultats 
connus  que  j'ai  rencontrés;  mais  on  peut  voir  combien 
la  méihode  précédente  est  régulière  et  facile,  et  propre 
à  l'étude  de  toutes  les  propriétés  qui  ne  dépendent  que 
des  rayons  de  courbure  des  lignes  de  l'espace. 

8G0LIBS  POUR  M  TBÉORÈNB  D'ARITHIÉTIQVB  ; 

Pae  m.  s.  REALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


Lemme  L  —  Tout  nombre  entier  de  l'une  des  formes 
est  la  somme  de  trois  carrés. 


(a'3) 

Pour  la  démonstration  de  ce  lemme,  qui  contient  trois 
propositions  distinctes,  nous  renvoyons  a  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre  (3^  édition,  t.  I,  p.  ZqZ  et 
suiv.). 

Les  propositions  énoncées,  ainsi  que  les  conséquences 
que  nous  allons  en  déduire ,  peuvent  être  considérées 
comme  autant  de  scolies  au  théorème  général  énoncé  par 
Bachet  de  Méziriac  et  par  Fermât,  et  démontré  par  La- 
grange,  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre 
carrés. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  que,  dans  les  énon- 
cés, on  regarde  zéro  comme  un  carré  dont  la  racine  est 
nulle. 

Théorèice  L  —  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  dont  les  racines,  prises  avec  des  signes 
convenables,  ont  une  somme  algébrique  égale  à  Vu- 
nité. 

D'après  le  lemme  ci-dessus,  et  en  observant  que  les 
trois  carrés  dans  lesquels  se  décompose  un  nombre  de  la 
forme  8/z  +  3  ne  peuvent  être  qu'impairs^  nous  pouvons 
poser 

(i)        8/1  -f-  3  =r  (la  —  i)'-4-  (a^  —  i)»-4-  (ac  —  i)% 

et  nous  serons  assurés  que,  pour  toute  valeur  entière  et 
positive  de  n,  on  peut  assigner  des  valeurs  entières  de  a, 
&,  c  satisfaisant  à  la  formule  (i). 

Cela  posé,  nous  observerons  que  la  relation  (i)  entre 
/i,  a,  by  c  est  équivalente  à  l'une  quelconque  des  sui- 
vantes : 

(a)  2/ï  H-  1  r--ir  a»  -I-  P'  -h  7»  -f-  ^, 

(3)  a;?  -f.  I  =  «"  +  p"  -f  y»  -f-  ^% 


où  rôti  a  fait,  pour  abréger, 


et 


a  = 5 

H'— -6— 'e-+'  I- 

7=^ 1 

0  =  j 


2 
fi'=:  ' —  J 

,       a  -¥-  b  —  c 

r  =  --^ — ' 

-,       — éz  —  b  —  c-h  1 

*- ï: 5 


ce  qui  se  trouve  vérifie  par  Tidentité  des  valeurs  de  n 
tirées  des  formules  considérées. 

Maintenant,  dans  la  formule  (i),  il  peut  arriver  deux 
cas,  selon  que  la  somme  a4^&+c  est  un  nombre  impair 
ou  un  nombre  pair.  Dans  le  premier  cas,  les  nombres  «e, 
P,  y^â  sont  entiersvdans  rauti^oas;} les  aoiabres  «'^PS 
y\  S^  sontentîerftjoki  ad^ailleurs 

pour  là  fbrmalc'(i),  et 

pour  la  formule  (3).  Dans  les  deux  cas,  le  nombre  an  H-i 
est  décomposé  eti  quatre  carrés,  dont  les  racines  sontde§ 


(a»6.) 

entier»  domnant  une  somnM;  ai^kriqae  ëgaleà  runitë^ 
ainsi  ie  théerèvne 'éobnoé  se  trouve' démontré; 

Et  comme  de  l'une  quelconque  des  fornmlca  (  9)v  {3t) 
on  fwnontede  sutie^à  la  fWmule  (i)')  on  voit  que,  si  l'on 
avait  une  déiiKtti6lr«tiQD  directe  du  théorème  I,  celle 
da  lemme  I,  en  ce  qui  concerne/ia  décomfo&itiou.  du. 
nombre  8./iw+ 3  en.  trois  carrés,  s'ensuivrait  immédia- 
tement. 

Ajoutons,  en  passant,  que  la  valeur  de  n  tirée  de  Turie 
qaelconque des  équations  (i),  (a),  (3)  étant 

n  =z .  -f- -4-   ■'■    ■■  •  5 

il  en  résulte  le  théorème  de  Fermât  sur  la  décomposition 
d'an  entier  en  trois. nombres  triangulaires. 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  double  d'un  impair  est 
la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  zéroi 

Un  corollaire  immédiat  de  la  troisième  partie  du 
lemme  I  établit  que  tout  nombre  impair  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  deux  sont  égaux. 

On  peut  donc  poser 

2/1  -f-i  =  û*-l-  ^*4-r% 

a,  &,  c  étant  des  entiers. 
On  déduit  de  là 

où 

(a-hr)-h  ( — a^  e)  4-{--  & — •«?)-*- (A —  «)  =3:  o;.   . 

ce  qui  démontre  là  proposition. 

Réciproquement»  de  ce  qu'un  nombre  double  d'u». 
impair  ae  décompose  en. quatre  carrés  dont  lea  racines 


(  "6) 
fournissent  une  somme  algébrique  nulle,  il  s'ensuit  que 
Timpair  considéré  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont 
deux  sont  égaax. 

Théorème  III.  —  Tout  nombre  double  d^un  impair 
est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  a. 

Quel  que  soit  Tenlier  positif  n,  on  peut  satisfaire  à 
Téquation 

(4)  ^n-hi^  (2/ï  — i)»-|-4^'-+-4«* 

par  des  valeurs  entières  de  a,  b^  c]  c'est  ce  que  nous 
apprend  le  lemme  I,  où  il  est  à  observer  que,  des  trois 
carrés  dans  lesquels  se  décompose  le  nombre  4'^  +  i,  un 
seul  peut  et  doit  être  impair. 

Mais  on  s'assure  à  l'instant  que  la  relation  (4)  est  équi- 
valente à  la  suivante: 

4«  -f-  2  =  a»  -H  P'  -h  7*  -h  i\ 

OÙ 

a  =  û  -f-  ^  -h  C, 

P  =^  a  —  ^  —  c, 

7  =  —  a  -h  à  —  <?-i-i, 

et 

OL  -f'P  H-  7  -T-  ^  —  2. 

De  là  le  théorème  énoncé. 

Réciproquement,  de  ce  théorème,  supposé  établi  a 
priori,  découle  la  conséquence  que  le  nombre  4^1  + 1  est 
la  somme  de  trois  carrés. 

Remarque.  —  On  déduit  aussi  de  (4) 

2/1  -i-  I  =:2{û^-+-  A'H-c')—  2a  4-  I, 

ou 

2«-f-  l  =  {«  — !)»-!-«' -h  {b  H-  c)»-h(^  — c)». 


(  217  ) 

On  voit  par  U  que  tout  nombre  impair  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  deux  sont  consécutifs,  conformé- 
ment à  renoncé  de  la  question  i061  des  Nous^elles  ^n- 
nales,  proposée  par  M.  Lionnei  (a*  série,  t.  XI,  p.  96). 

En  outre,  la  valeur  de  n  fournie  par  les  relations  posées 

étant 

/?  1=  (fl*  —  fl)  -1-  ^>  -I-  c% 

i]  en  résulte  d'abord  que  tout  nombre  entier  est  la  somme 
de  deux  carrés  et  du  double  d^un  nombre  triangulaire» 
Pais,  si  n  est  un  nombre  pair  a/t',  on  obtient 

a*  —  a        [ b -^  e\^       (h  — 


n 


fb-^-ey       /b  —  cY 


h-i^c        h  —  e   ,  ,        ,      .  , 
et étant  entiers  (puisque,  en  ce  cas,  6  et  c 

sont  nécessairement  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  doux 
impairs).  Ce  résultat  fait  reconnaître  que  tout  nombre 
entier  est  la  somme  de  deux  carrés  et  d^un  nombre  trian- 
gulaire, et  fournit  ainsi  la  solution  de  la  question  1060 
proposée  par  M.  Lionnet. 

CoEOLLAiRES.  —  i**  Tout  nombre  entier  de  la  forme 
(aR  +  i)a*'"  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  les 
racines  ont  une  somme  algébrique  égale  à  a*"  \ 

2°  Tout  nombre  pair  de  la  forme  (an  -f-  ija""*"*"*  est  la 
somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une  somme 
algébrique  égale  à  zéro; 

3**  Tout  nombre  pair  de  la  forme  (an  +  1)  2*"'+*  est 
la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  a***"*. 

Faisant  m  =  o,  on  a  les  trois  théorèmes  qui  viennent 
d'être  démontrés. 

Lemme  II.  —  7*011/  nombre  double  d'un  impair  est  la 
somme  de  quatre  carrés  dont  Vun  peut  être  choisi  arbi^ 
trairement  parmi  les  carrés  inférieurs  à  ce  nombre. 


(arô) 

Ceêl  une  «onâéquenee  du  lenHoe  L 

Soît  4^+3  le  nomhreconsid^ëy.et.dëfiigQona  par  k} 
un  Carré  nnuadreque  ce  nooaîbre^.  Si  k  est-  pair,  le 
nombre  4/)  +  st  — à*  est  de -la.  forme  4/^.+  ^j  /etae.  dé* 
compose  en  trois  carrée*  On  aali&faît  donc  i  réquatîoià 

4«  +  a  —  A*  =  fl*  -f-  6'  -h  c» 

en  nombres  entiers  a^  £,  c,  et  Ton  a  ainsi 

(5)  ^a^%=ia^-^  b^-hjc^-h  k^t 

ou  k*  peut  être  Yttn  quelconque  des  carres  pairs  qui  pré»- 
cèdent  le  nombre  4^-^^i  et  ^ù  il  est  bon  d'observer 
que  a,  b^  c  représentent  néeessai rement  deux  nombres 
impairs  et  un  pair. 

Sî  k  est  impair,  le  nombre  4n  +  ^  —  A*  est  de  la  forme 
4/7  +  ly  et'  se  décompose  en  trois  carréBi  Une  équation 
telle  que  (5)  est  donc  possible  en  nombt.*e» entiers  a,  by  c, 
quel  q«e  soit  le*  carré  impair  A'^<^4'z  H*-^9^  En  ce  cas, 
a,  b^  c  ne  peuvent  être  quedeuv  pairs  et  un 'impair. 

TnéonÈME  IV.  —  Tout  nombre  double  d^iin  impan* 
eH^fa  sonrnie  de  qnatre  carré $- qui  peuvent  étra  déter- 
minée de  manière  que  la  somme  algébrique  de  leurs 
racines  égale  t^  nombre  que  Von  voudra  de  la  suiie 

O,    2,    4,    6,...,       2f*  — 2,       2f*, 

jx*  étant  le  plus  grand  carré  inférieur  au. nombre  pror 
posé.> 

Cette. proposition,  dont  les  théorèmes U et  Illsont  des 
cas  particuliers,  se  démonttte  commeil  soit  ; 

Soient  4  »  +  si  le  noaabre  pcoposé, .  et  A:*  un  icarné  ânfé- 
rieur  à  ce  nombre. 

Diaprés  le  lemmell^  une  équation  telle  que  (5)v  oÀ/i 
et  k  sont  fixés  d'avance^. admet. toujours  une  aolulion  en 
nombres  entiers  a,  b^  c. 


lïons  pouvons  vcnnplaoer  cette  âfnatiotf  par  la*  sui- 
vante  : 

(6)  4«  -h  a  =  a»  -fiff^W-  7'  -h-^; 

en  donnant  à  a,  /3,  y,  ^  les  valeurs 

a  -h  A  H-  c  +  X- 

2 

—  n  -h  b' —  c  -h  X- 

—  , 

T  = > 


^ n  —  b  —  c-i-/- 


car  on  aura,  par  identité, 

a'  +  p'  -t-  7'  -4-  ^'  =  û'  -t-  ^*  H-  c»  -I-  A\ 

Si  X:  est  pair,  .â^  &,  a  représentent  deux  nombres  im- 
pairs et  un  pair,  ainsi  qu'on  Ta  observé  plus  haut,  et  las 
nombres  a,  /3,  y^  $  sont  entiera. 

Si  h  est  impair,  a,  &,  c  sont  deux  nombres  pairs  et  un 
inapair,  et  a,  (3,  y,  5  sont  encore  entiers. 

On  a  d^ailleufs 

(7)  a-hP--l-7-h^=2*. 

Ces  résultats  (6)  et  (7),  où  A:  est  la  racine  de  1  un  quel- 
conque dés  carrés  qui  se  trouvent  au-dessoos  èû-nomike 
proposé  4^7+  2)  établissent' le  théorème  énoncé. 

CoROLi.ÀiiiE.  —  Tout  nombre  impair  est  là  somme  dû' 
quatre  carrés  gui  peuvent  être  déterminés  dé  manière 
que  les  racines  de  deua>  d- entre  eux  aient  pour  difféi^nce 
tel  nombre  qpie  Von  voudra  de  la  suite 

o,  I,  2,2,.^..,,  p — i;,  fS 


(  dao  ) 

fi}  étant  le  plus  grand  carré  inférieur  au  double  du 
nombre  proposé. 

Par  le  théorème  IV,  Tëqualion 

(6)  4"  +  2  =  «'-*-  P'-*-?'-'-** 

est  résoluble  en  nombres  entiers  a,  jS,  y,  i  (deux  pairs, 
a,  y]  deux  impairs,  (3,  $),  qui  satisfont  à  la  condition 

k  étant  la  racine  d^un  carré  arbitraire,  inférieur  à  4/1  +  2* 
En  posant 

A  =  ^^^,     B=P^,     C==ll-^,     D=ÎL±I, 

2  3  2  2 


d'où 


D  -  C  =  ^i-±l±X±i  = /., 

2 


Téquation  (6)  donne 

a«  -H  I  =  A»  -4-  B*  -H  C»  -h  D% 
c'est-à-dîre 

2« -hi  =  A' +  B»4- C'-h  (C  4- K)»; 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

Dans  le  cas  de  A:  =  o,  Timpair  an  + 1  se  trouve  dé- 
composé en  quatre  carrés  dont  deux  sont  égaux.  Pour 
A  =  i,  on  a  la  décomposition  considérée  dans  la  ques- 
tion 1061  déjà  citée. 

Thêoeème  V.  —  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  qui  peuvent  être  déteiminés  de  manière 
que  la  somme  algébrique  de  leurs  racines  égale  tel 
nombre  que  Von  voudra  de  la  suite 

I,  3,  5,  7,...,  2fx  — I,     afft^-i, 

(2fA  +  i)*  étant  le  plus  grand  carré  impair  au-dessous 
du  quadruple  du  nombre  proposé. 


(  aai  ) 

Le  mode  de  démonstration  employé  pour  le  théo- 
rème I  s'applique  comme  il  suit  à  la  proposition  généra- 
lisée qu'on  vient  d'énoncer  : 

Soient  2/1+1  le  nombre  proposé,  et  k*  tin  carré  im- 
pair compris  entre  zéro  et  4(2^^  +  i)* 

Le  nombre  8/ï  -4-  4  —  ^'»  étant  de  la  forme  8^  -î-  3, 
se  décompose  en  trois  carrés  impairs  que  nous  représen- 
terons par  (aa  —  A)*,  (ai  —  Ar}',  (ac  —  /r)*;  en  sorte 
que  l'équation 

(8)  8/i-f-4  — ^»  =  (2fl  — X)>+(2^  — ^)'-+-(ac  — A)% 

dans  laquelle  n  ei  k  sont  fixés  d'avance,  subsistera  pour 
des  valeurs  entières  de  a,  &,  c. 
Cette  équation  donne 


2/ï  —  A*\* 
2/1  -4-  I  =^ 


)'-(^)'-(^)'-fâ' 


et  nous  fournit  ainsi  une  décomposition  du  nombre  pro- 
posé en  quatre  carrés  fractionnaires. 

Mais  cette  relation  est  identiquement  équivalente  à 
Tune  quelconque  des  suivantes  : 

(g)  2fi^\-  iz=  a'-l-  P'-h  7*+^, 

(lO)  211  4-  I  =  «'»-+- P'»-f-7'»-f-^'S 

où  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

a= ^ , 

—  a  -h  b  —  c  ^  Â- 

^  2 

—  /i  —  b  -h  c  -\-  k 

'  2 

û  —  b  —  r  -u  k  , 

6  =.  } 

2 


^  ^ 

{    %2!k   ) 

et 

2 

p  =        ■  -      — J 
*^                   2 

^  «  4-^  4-  /* 

^-           a 

-^  /I  —  ^.—  C  4-  2i( 

^ —    

a 

et  où  l'on  a 

a-f-p-+-74-*  =  ^, 

.Vr4*P--+-7.'-h*'s=;i.X-. 

Maintenant,  si  a  +  6  +  c  est  un  nombre  impair,  a^  |3, 
^,  d  sont  entiers,  et  la  décomposition  (9)  véH6e  le  théo* 
rème.  Si  a4-i4-<?  est  un  nombre  pair,  a',  P',  7',  J' 
sont  entiers,  et  le  théorème  est  vérifié  par  la  décompo- 
sitioi^  (lo). 

Ifçte.  —  La  formule  (8)  montre  que  tout  nombre 
quadruple  d\ai  impair  est  la  somme  de  quatre  carrés 
impairs,  dont  Vun  peut  être  choisi  arbitrairement  parmi 
ceux  qui  sont  aU' des  sous  du  nombre  proposé. 

On  a  vu  plus  haut  (lemme  II)  une  proposition  ^a- 
logue,  touchant  les  nombres  doubles  d'un  impair. 

A  ces  propositions,  il  est  bon  d'ajouter  les  deux  «ai- 
vantes,  qui  se  rapportent  à  la  décomposition  des  nombres 
impairs  : 

Tout  nombre  impair  de  la  forme  ^n  +  i  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  Vun  peut  être  choisi  arbitraire^ 
ment  parmi  les  carrés  pairs  inférieurs  à  ce  nombre. 

Tout  nombre  impair  de  la  forme  4'» -H  3  est  la  somme 
de  qu(itre  carrés  dont  l'un  peut  être  choisi  arbitraire' 
ment  parmi  les  carrés  impairs  inférieurs  à  ce  nombre. 


(«a3) 

Eq' effet,  Ten lier  positif  4^  -^  <  —  4^*"^^  dela'forme 
4/7  +  i,  et  se  dëonnipoee en  itrbis- carrés  (dont  éevix  pairs 
et  un  impair),  et  rentier  positif  4"  +  3  —  (aA'-+- 1)'  est 
de  la  forme  4p  +  ^9  et  se  décompose  de  même  en  trois 
carrés  (dont  deux  impairs  et  un  pair).  De  là  résultent 
deux  équations,  telles  que 

4«-i- 1  =  4«'  -f-4^'-t-  (2c-hi)*H-4As 

4/14-3  =■  4fl''  4-  (26'  -*-!)'-+-(  2C'  -h  1)»  -+-  {2/1'  -f-  1)», 

résolubles  en  nombres  entiers  a,  £,  cet  a',  &',  e''respec- 
tivenuant,  ^^  h  eih!  éiant  fixés  d'afamte. 
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Proposées  ptr  M.  Gilbert,  Professeor  à  rUilTersiU  de  LoiMiio  ; 

Pae  m.  Chaelks  RUCHONMET. 


Je  commence  par  la  troisième  question,  pour  pouvoir 
en  utiliser  le  résultat  dans  la  solution  de  Tune  des  deux 
autres. 

Soit  m' la  projection  de  M^  sur  le  plan  osculateur  en 
M;  on  sait  que 

^^  '"  =  6  RT- 

Je  fais  glisser  sur  la  courbe  donnée  une  droite  qui  reste 
constamment  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  M, 
et  le  cylindre  que  oeite  droite  engendre,  je  le  développe 
6«r  le  plan  rectifiant  en  M.  Les  points  M',  m'  viennent 
prendre  sur  ce  plan  des  positions  N  et  11.  Le  point  n  est 
situé  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe,  et  Ton  a 

^  '  6  RT 


(  "4  ) 

Comme  le  développement  du  cylindre  n'a  point  altéré 
les  longueurs  des  arcs  MM',  IMm',  on  a 

(2)  arcMN  =  arcMM',     M/i  =  arc  M/»'. 

Posons 

(3)  M/ï:=tf, 

Rapportons  la  courbe  MN  à  deux  axes  rectangulaires, 
prenant  le  point  M  pour  origine,  la  tangente  M^  pour 
axe  des  x,  et  la  normale  principale  en  M  pour  axe  des  y. 
Comme  N/i  est  du  troisième  ordre  (2),  Téquation  de  la 
courbe  MN  est,  en  désignant  par  A  une  constante, 

(4)    ^  =  Kx^  -h  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  3  ; 

et  Ton  tire  de  là 

dr 

■^  =  3Ax*  -+-  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  2. 

On  a 


arc 


d'où 


/-(S)" 

r»      , 

«/O 

9  A'*' 

fo^'h 

2 

arcMN      a -h 

-^  A'«». 
to 

Comme  MM'  ou  ds  et  a  sont  égaux  en  tant  que  inGni- 
meut  petits,  les  équations  (i)  et  (4),  rapprochées  Tune 

de  Tautre,  montrent  que  A  est  égal  à  ^^•,  donc 

qRT 


arcMN  z=  a  -h  -7 1 

4o  R'T 


(  aa5  ) 
doà,  en  veria  des  équations  (2)  et  (3), 


T         Û^ 

arcMM'  —  arcMm'  =  -r- 


40  R»T» 

Écrivant  dans  cette  équation  ds  au  lieu  de  a,  on  obtient 
la  relation  qu'il  s'agissait  de  vériGer. 

Je  passe  à  la  première  question. 

Soit  toujours  m' la  projection  de  M'  sur  le  plan  oscu- 
latenr  en  M.  La  projection  de  M'M^  sur  la  normale  prin- 
cipale en  M  est  égale  à  la  projection  de  m'Mi  sur  cette 
normale;  et,  comme  la  direction  m'Mt  fait  avec  la  nor- 
male principale  un  angle  infiniment  petit,  on  peut  rem- 
placer la  projection  de  m'Mi  par  m'Mi  lui-même.  Or  on 

sait  que  m'M,  =  ^      >  R'  représentant  la  dérivée  -^9 

et  cette  expression  est  équivalente  à  >        »  à  cause  de 
u  =  R'T. 


Je  prends  enfin  la  deuxième  question ,  et  je  considère 
d'abord  le  cas  d'une  courbe  plane. 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes  rectangulaires,  en 
prenant  M  pour  origine,  la  tangente  en  M  pour  axe  des  Xj 
et  la  normale  pour  axe  des  j^.  On  a,  en  désignant  par  A 
et  B  deux  constantes, 

(I)  j'= Ax'H-  Bx*H-  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  3, 

d'où 

dr 

-7-  =  2  Ao;  +  3Bj:'  +  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  a. 

QX 

Soit  P  (Jig- 1)  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
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(  aaô  ) 
de  M^  sur  la  tangente  en  M.  Posons  MP  =  a;  on  a 


arc 


X 


€/.r  (I  -h  2A*x»  +  6ABj:*), 
o 


d'où 


o  3 

(II)  arcMRr  ==  a  -i-  -  A»a^  -h  -  ABa*. 

Il  s'agit  maintenant  d'obtenir  les  expressions  de  A  et 
deB. 

Menons  la  tangente  en  M';  soit  T  le  point  où  elle 
coupe  celle  en  M.  Désignons  par  e  l'angle  des  deux  tan- 
gentes. Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  rayon  de 
courbure  aille  croissant  de  M  vers  M';  alors  on  a,  comme 
on  sait« 


2  12 


d*où 


(  m)  M'P  =  ltds-^  —  i»i/R. 

^         '  2  12 

Or  Tégaliié  —  =  R  4-  -  ^R,  qui  est  vraie  au  second  ordre 

t  2  * 

près,  donne,  au  troisième  ordre  près, 

(IV)  .=  J_iî^. 

^     '  R       2     R* 

Substituant  cette  valeur  dans  (III),  il  vient 

..#^      »**       R  ^^ 

2R         bR» 


(  aa7  ) 
Comme  la  différence  entre  arc  MM'  et  MP,  c'est-À-dire 
entre  ds  et  a,  est  du  troisième  ordre,  l'équation  précé- 
dente reste  exacte  au  quatrième  ordre  près,  si  Ton  y  écrit 
a  au  lieu  de  ds^  ce  qui  donne 

2R       6R» 
Cette  équation,  rapprochée  de  (I),  montre  qu'on  a 

et  Téquation  (II)  devient,  en  substituant  ces  valeurs, 
(V)  arcMM'  =  a  +  çJ^a»-^«- 

Calculons  maintenant  la  corde  MM^  Posons 

aDgleM'MP=M; 
on  a 

corde  MM'  = ^7  > 

cosM. 

d'où,  au  cinquième  ordre  près, 

a 


corde  MM'  = 


1  — -M» 
2 


Puisque  nous  supposons  que  le  rayon  de  courbure  va 
croissant  de  M  vers  M^  on  a,  comme  on  sait, 


M  =  -i-|-  — R'i% 
2         12 


d'où,  au  cinquième  ordre  près, 


cordeMM'= ^ =  «  f  1 4-  ^c»  +  4  R'«A 


24 

i5. 


(  aa8  ) 
d'où,  en  remplaçant  e  par  sa  valeur  (IV), 

corde  MM  =  a  (  i  -h  7; 1  • 

\        8R^       12RV 

Remplaçant  ds  par  a,  cette  ëgalitë  reste  exacte  au  cin- 
quième ordre  près;  il  vient 

û»         R'  «* 
corde  MM'=«  +  gp-^^,. 

Retranchant  cette  dernière  de  (V),  on  obtient 


arc  MM'  — corde  MM' = 


R'fl< 


24  R^        24  R^ 


Au  cinquième  ordre  près,  on  peut  écrire  dans  celle-ci  ds 
au  lieu  de  a  \  donc 


arc  MM'— corde  MM' = 


d^         Wds* 
24  R»       24  R» 


Considérons  la  difierence  arcMMi -^  cordeMMi   re- 
lative au  cercle  osculateur;    comme,  par  hypothèse, 

Fîg.  a. 


arcMMi  =  arcMM'  =  <i5,  comme  R'  est  nul  dans  un 
cercle,  et  comme  R  a  la  même  valeur  dans  la  courbe  con- 


(  aap  ) 
sidérée  ei  dans  le  cercle  osculateur,  la  précédente  égalité 
donne 

arc  MMi  —  corde  MM,  =    ,    -  • 

Retranchant  Tune  de  Tautre  ces  deux  équations,  il  vient 

corde  MM'  —  corde  MM|  =  — t—t  • 

241^ 

Sur  la  corde  MMi  prolongée^  prenons  ME  =  MM' 
(Jig^  a)  ;  on  a,  d'après  la  dernière  égalité, 


M,E=: 


24  a' 


De  M'  abaissons  une  perpendiculaire  sur  MMi;  elle 
coupe  cette  droite  et  la  normale  en  des  points  F  et  G. 
La  longueur  FE  est  du  cinquième  ordre,  parce  que 
Tangle  M'MMi  est  du  second,  et  MM'  du  premier;  on 
peut  donc  négliger  FE  devant  MiE,  et  écrire 

Soit  M'H  le  prolongement  de  PM',  qui  est  parallèle  à 
la  normale  en  M.  Désignons  par  Z  la  projection  de  M'M| 
sur  la  tangente  MP,  ce  qui  est  la  grandeur  dont  il  s'agit 
d'obtenir  l'expression  ;  on  a 

Z  =  M'M.XaDg]eM.M'H, 

ou 

Z  =  M'M,(M.M'F  H-  FM'H). 

Or  FM'H  =  M'GM  =  FMP,  et  l'angle  FMP  est  égal  A 
la  moitié  de  Tangle  des  tangentes  au  cercle  en  M  et 
en  Ml,  et  ce  dernier  est  égal,  en   tant  qu'infiniment 

petit,  è  e  ou  -g-9  puisque  MMi  est  le  cercle  osculateur 


(a3t») 
en  M.  Donc 

FM'H=^, 
d'où 

(VII)  Z  =  M'M,  (m.M'F^-  ^"j  . 

M'IVfi  étant)  en  tant  quMnfinimeul  petit,  égal  à  la  dis- 
tance de  M'  au  cercle  osculateur,  on  a,  comme  on  sait, 

(VIII)  M'M.=  |1(-. 

D'ailleurs  angle  Mi M' F  =  rrT^ >   d'où,  en  vertu   des 

"  M  Ml 

équations  (VI)  et  (VIII)  données  ci-dessus, 

(IX)  ang!eM.M'F=||. 

Les  équations  (VII),  (VIII)  et  (IX)  donnent 

(X)  ^--8R^- 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  ne  soit  pas  plane. 
Considérons  sa  projection  sur  le  plan  osculateur  eu  M, 
et  soit  m' la  projection  de  M'  sur  ce  plan.  La  projection 
de  M'Mi  sur  la  tangente  en  M  est  égale  à  celle  de  m'M|. 

Sur  la  projection  de  la  courbe,  prenons 

arcMK  =  arcMM'; 
on  aura 

arcMK  =  arc  MM i. 

Comme  la  courbe  considérée  et  sa  projection  ont  au 
point  M  non-seulement  même  cerclée  osculateur,  mais 
encore  même  R',  on  a,  par  l'équation  (X)  ci-Klessus, 

projection  de  RM»  sur  la  tangente  en  M  =  q       * 


(23l    ) 

Remarquons  maintenant  que,  comme  on  a  par  con- 
struction arcrw'K  =  arcMM'  —  arc  Mm',  et  que  celte 
diflerence  est  du  cinquième  ordre,  comme  il  a  été  dé-  ' 
montré  ci-dessus  en  traitant  la  troisième  des  questions 
proposées,  la  projection  de  m'Mi  sur  la  tangente  en  M 
est,  au  cinquième  ordre  prés,  égale  à  celle  de  KMi.  On 
a  donc,  par  Téquation  précédente, 

projection  de  iw'Mi  sur  la  tangente  en  M  =:  \ 

d'où,  en  remplaçant  R'  par  -  et  la  projection  de  m'Mi 

par  celle  de  IVrMi,  qui  lui  est  égale,  comme  nous  Pavons 
fait  remarquer  tout  à  Theure, 

projection  de  M'Mi  sur  la  tangente  en  M  =  jTjfpj; 

CORRESPONDANCE. 


uds* 


Nous  avons  reçu  de  M.  Ph.  Gilbert,  professeur  k 
l'Université  de  Louvain,  un  Mémoire  sur  V existence 
de  la  dérivée  dans  les  fonctions  continues ,  où  Fauteur 
critique  un  Mémoire  de  M.  Hankel,  professeur  à  TUni- 
versité  de  Tubingue,  qui  admet  Texistence  de  fonctions 
continues  n'ayant  pas  de  dérivée.  M.  Darboux  a  récem- 
ment communiqué  à  ce  sujet,  à  la  Société  mathématique 
de  France,  une  Note  Sur  les  intégrales  des  fonctions 
discontinues  et  sur  les  fonctions  continues  qui  n'ont  pas 
de  dérivées.  Nous  y  reviendrons, 

M.  Bourgnet,  de  Nantes,  nous  fait  remarquer  que  la 
proposition  qui  fait  Tobjet  de  la  question  1109  n'est  pas 
entièrement  exacte,  comme  le  prouve  du  reste  l'élégante 
démonstration  de  M.  Poujade.  Les  points  d'intersection 
des  diamètres  des  paraboles,  relatifs  aux  points  de  contact, 


(    ^32    ) 

avec  les  côtés  du  triangle,  sont  sur  trois  droites  issaes 
des  trois  sommets  et  concourantes,  ou  bien  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

M.  Bourguet  nous  communique  en  outre,  à  propos  de 
la  question  1086,  cette  proposition  d'un  de  ses  élèves  : 

«  Lorsque  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  le 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  qui  ont  pour 
coi*de  des  contacts  la  ligne  des  deux  foyers  non  communs 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

»  i^  La  droite  qui  passe  par  le  milieu  des  diagonales 
coupe  perpendiculairement,  et  en  son  milieu,  la  droite 
des  foyers  non  communs;  2^  les  distances  des  sommets 
du  quadrilatère  à  la  même  droite  sont  égales  à  la  somme 
et  k  la  différence  des  demi -axes  focaux  des  coniques,  u 

M.  B.  Niewenglowski,  professeur  au  lycée  de  Cler- 
mont-Ferrand,  m'a  envoyé  une  Note  sur  la  discussion 
du  cas  des  triangles  sphériques,  dans  lequel  les  données 
sont  a,  &,  A.  L'auteur  prétend  que  l'on  s'est  jusqu'ici 
universellement  trompé  dans  cette  discussion,  et,  parmi 
les  ouvrages  incriminés,  il  cite  le  Traité  de  Trigonomé- 
trie  de  M.  J.-Â.  Serret. 

Or,  en  me  reportant  a  la  page  191  de  ce  Traité,  le 
seul  que  je  possède^  j'y  lis  : 

«  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que 

sin^sinA      ...    1  .      _  ,.  . 

— : soit  moindre  que  i  ;  si  cette  condition  est  rem- 

plie,  il  y  a  deux  valeurs  de  B  qui  satisfont  à  l'équation 

.    -n       sin^sinA    i*         .«  «  •  »  1, 

sm  D  =  — : :  1  une  M  est  plus  petite  que  90®,  1  autre 

M'  est  égale  à  1 80^  —  M. 

»  Pour  que  l'une  de  ces  valeurs  de  B  réponde  i  la 
question,  il  faut  et  il  suffit  (n^l49)  que  A— B  et  a  — & 
aient  le  même  signe.  Ainsi  la  condition  pour  que  M  ré- 
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ponde  à  la  question  est  que  A  —  M  soit  de  même  signe 
que  a — &;  de  même  la  condition  pour  que  M^  y  ré- 
ponde est  que  A  —  M'  soit  de  même  signe  que  a  —  &•  » 

Suit  une  discussion  où  M.  Serret  examine  les  diffé- 
rents cas  ou  M  et  M^  répondent  à  la  question.  Or  il  est 
bien  clair  quMl  faudrait  être  dénué  de  sens  commun  pour 
aller  discuter  sur  M  et  M',  dans  le  cas  où  ils  n'existeraient 
pas.  Or  c'est  précisément  ce  dont  M.  Niewcnglowski  ac- 
case  tous  les  auteurs,  y  compris  M.  Serret,  ainsi  qu'on 
en  pourra  juger  par  la  réponse  suivante  qu'il  a  faite' a 
mes  observations  : 

«  Vous  me  dites  que,  dans  le  tableau  de  discussion  du 
problème  en  question ,  les  auteurs  que  je  critique  ont 
supposé  que,  bien  entendu,  la  condition 


sinAsin^  ^ 

_  I 

sina 


est  vérifiée.  Eh  bien!  cette  explication  n'est  pas  soute- 
nable.  Soyons  francs.  Supposez  que  la  discussion  donnée 
par  M.  Gerono,  votre  collaborateur,  pour  lequel  j'ai 
d'ailleurs  une  profonde  estime,  ne  soit  pas  une  de  celles 
que  je  conteste,  n'auriez-vous  pas  accepté  ma  Note?  Eh 
bien!  ouvrons  le  Traité  de  Trigonométrie  de  M.  Ser- 
ret, p.  191  et  19a  (4^  édition),  par  exemple  : 

*  I®  Si  a  est  <i  i,  la  formule  sinB  =  — : donne 

^    '  sina 

*  M}>A,  et,  k  plus  forte  raison,  M'}>  Aj  il  y  a  donc 

»  deux  solutions,  etc.  » 

»  Donc,  pour  former  le  tableau  de  la  page  198,  on 

tient  compte  de  la  formule  sinB  =  — : >  et  il  est 

'^  ''  sinn  • 

impossible  que,  quand  je  lis  :  si  l'on  a  A  <  90°,  b  <^  90®, 

a<&,  il  y  a  deux  solutions,  je  n'en  conclue,  en  toute 
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confiance)  qu'il  y  aura  toujours  deux  solutions,  si  ces 
conditions  sont  vériGées. 

»  Discuter  un  problème,  c^est,  pour  tout  le  monde,  in- 
diquer le  moyen  de  reconnaître  a  priori  sur  les  données 
si  le  problème  est  possible,  et  combien  il  a,  suivant  les 
cas,  de  solutions.  Je  maintiens  donc  mou  dire,  et  je  vous 
serais  reconnaissant  si  vous  vouliez  bien  insérer  ma 
Note.  Si  vous  persistez  à  me  croire  dans  Terreur,  qui 
vous  empêche  de  faire  des  réserves  ?  Mais,  encore  un  coup, 
il  y  aurait  donc  dans  le  tableau  de  la  p.  198  des  résul- 
tats toujours  vrais,  comme,  par  exemple, 

A>90**,     b <C90",     a^b     et     a  -\'  b<  180®  une  solution, 

et  d'autres  vrais  seulement  quelquefois,  conditionnel- 
lement.  Quand  j^aurai  le  temps,  j'enverrai  ma  Note  à 
M.  Serret.  Si  vous  le  voye?,  ayez  la  bonté  de  lui  en 
parler-,  je  suis  sûr  ,quMl  changera  cette  discussion  dans 
une  édition  subséquente.  En  tout  cas,  avouez  que  la  so- 
lution que  je  vous  ai  envoyée  est  plus  claire,  sinon  plus 
exacte.   » 

M,  Niewenglowskî  se  trompe  encore  sur  ce  point.  La 
solution  qu'il  m'a  envoyée  est,  en  effet,  une  solution 
absolument  géométrique,  et  ce  qu'il  y  a  à  faire,  au  point 
de  vue  trigonométriquc,  est  précisément  de  déduire  des 
formules,  et  des  formules  seules,  tous  les  résultats  qu'on 
peut  obtenir  géométriquement. 

Enfin  cette  discussion  n'tùt  jamais  vu  le  jour,  sans  la 
dernière  lettre  que  voici  : 

«Je  vous  demande  pardon  de  revenir  encore  sur  la  dis- 
cussion du  cas  douteux^  mais  voici  un  argument  en  faveur 
de  mon  opinion,  que  je  crois  péremptoire. 

Si 

A>9o»,     ^<90".     ^>^»     a -hé  £180", 

ces  Messieurs  disent  :  aucune  solution. 
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»  Ici  Tons  ne  pourrez  pas  m'objecter  qu'ils  supposent  a 
priori  que  la  condilion  siQB:5i  est  satisfaite,  ou  plutôt 
qu^elle  ne  Test  pas. 

9  Quand  on  annonce  qu'il  y  a  une  solution  par  exemple, 
si  je  vous  réponds  qu'il  n'y  en  a  pas,  vous  m'objectez  que 
Ton  suppose,  bien  entendu, 

sinÂ  s'inb 


sma 


£i. 


Or  ici  j'admets  parfaitement  votre  objection,  il  est  sup^ 

posé  que 

sinAsin^  ^ 

; _  I  ï 

sina 

et  ces  Messieurs  disent,  dans  le  cas  considéré  :  aucune  so^ 
lution. 
»  Or  soient 

A  =  1 20%     a  =z  6o°,     b  ===  î5", 

on  est  bien  dans  le  cas  considéré. 
»  Or 

i  v/3  X  -  V  2 
sinB  -^=1 ^  -  ^2, 

2^^ 

Thypothèse  est  justifiée;  donc  sinB  est  réel, 
alors 

donc  il  y  a  une  solution. 

»  Je  crois,  Monsieur,  que  celte  fois  vous  serez  con- 
vaincu et  que  M.  Gerono  voudra  bien  reconnaître  son 
erreur.  Mon  Dieu  !  c'est  pourtant  si  facile  de  se  tromper, 
qu'il  y  a  à  mon  avis  beaucoup  de  gloire  à  reconnaître  son 
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erreur  :  Errare  humanum  est,  sed  in  errore  perse^^erare 
diaboîicum. 

»  Prouvez-moi  que  je  me  trompe  de  nouveau,  ou  autre- 
ment je  ne  comprendrai  pas  pourquoi  vous  refusez  dMn- 
sérer  mon  article.  » 

II  suffitd'ouvrir  le  Traité  de  Trigonométrie  de  M.  Ser- 
ret,  à  la  page  citée  par  Tauteur,  pour  y  lire^  dans  le  cas 
particulier  considéré, 

A>9o*>,    ^<C9o%    fl>^    et    fl4-^<i8o*»  une  solution; 

ce  qui  est  exactement  le  contraire  de  ce  qu'il  y  a  lu. 

Ch.  B. 
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si  Ton  veut,  des  qualités  accessoires,  mais  qui  facilitent  consi- 
dérablement le  travail  aux  élèves  et  que  l'on  néglige  peut-éire 
trop  en  France  (*). 

Le  Calcul  infinitésimal  a  été  présenté  de  bien  des  manières 
depuis  son  invention,  mais  au  fond  toutes  ces  manières  se  ramé» 
nent  à  deux.  L*une  des  méthodes  consiste  à  admettre  que  nous 
avons  une  notion  innée  de  Tinfîni  et  de  rinfiniment  petit,  no- 
tion à  laquelle  il  est  impossible  de  substituer  aucune  définition, 
absolument  comme  nous  avons  la  notion  de  l'espace  et  du  temps 
dont  nous  parlons  sans  pouvoir  les  définir.  En  se  plaçant  dans 
cet  ordre  d'idées,  on  comprend  ta  série  divergente,  Tesprit 
embrasse  pour  ainsi  dire  les  termes  jusqu*à  leurs  dernières 
limites  et  conçoit  leur  somme;  les  courbes  deviennent  de  véri- 
tables polygones  rectilignes,  les  surfaces  sont  des  ]>olyèdres,  etc. , 
mais  Texpérience  a  démontré  que  la  métaphysique  résultant  de 
ces  conceptions,  d'un  ordre  peut-être  trop  élevé,  conduisait 
souvent  à  de  grossières  erreurs;  et  les  esprits  rigoureux  se  sont 
de  tout  temps  refusés  à  admettre  les  doctrines  fondées  sur  la 
considération  de  l'infini  a  priori ^  bien  que  ces  doctrines  aient 
été  acceptées  sans  discussion  par  les  plus  grands  géomètres  des 
deux  derniers  siècles. 

L'autre  méthode  conduit  à  Tétude  des  limites  des  rapports  et 
des  sommes  de  quantités  variables  dont  la  grandeur  absolue 
peut  être  abaissée  au-dessous  de  toute  quantité  fixe  donnée 
a  priori.  Cette  méthode  est  celle  que  Ton  semble  avoir  défini- 
tivement adoptée  en  France,  où  elle  a,  je  crois,  pris  naissance 
il  j  a  une  cinquantaine  d'années.  La  méthode  des  limites,  dans 
laquelle  on  dt^finit  Tinfiniment  petit,  semble  au  premier  abord 
moins  large  que  la  précédente  ;  mais  elle  jouit  de  deux  avan- 
tages précieux  :  elle  n'élève  de  doute  dans  l'esprit  d'aucun 
géomètre,  et  ses  indications  ont  toujours  été  trouvées  parfaite- 
ment exactes.  On  lui  avait  reproché  à  l'origine  ses  tendances 
restreintes  et  peu  philosophiques;  mais  il  est  aujourd'hui  bien 
établi  que  de  cet  esprit  de  rigorisme  pouvaient  naître  des  idées 


(*)  Snr  ce  point,  nons  ne  tommes  pas  da  tout  de  l'avis  de  Tautettr. 

Gb.  B. 
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fécondes,  que  des  conceptions^  en  apparence  plus  larges,  nous 
auraient  à  jamais  cachées. 

M.  Williamson  a  cru  devoir  adopter  la  première  façon  de 
présenter  les  choses;  nous  ne  voulons  point  ici  critiquer  sa  ma- 
nière de  voir  :  ignorant  les  exigences  des  programmes  et  les 
habitudes  de  nos  voisins  d*outre-Manche,  nos  critiques  seraient 
très-probablement  mal  fondées  :  du  reste,  il  faut  avouer  que  les 
théories  purement  infinitésimales  sont  bien  pins  goûtées  des 
commençants,  en  ce  sens  qu^elIes  fatiguent  moins  leur  attention. 
Peut-être  vaut-il  mieux  les  employer  franchement,  quand  on 
veut  former  des  ingénieurs  et  non  des  savants.  Les  conséquences 
des  doctrines  adoptées  par  M.  Williamson  sont  la  méthode  des 
coelBcients  indéterminés,  Tancieune  démonstration  de  la  for- 
mule lim  (  I H I  =  ^,  et  quelques  autres  théories  que  nous 

n'admettrions  point  dans  notre  enseignement.  Quoi  qu'il  en  soit, 
DOS  jeunes  candidats  à  la  licence  trouveront,  dans  l'Ouvrage 
dont  nous  donnons  l'analyse,  de  nombreux  exercices  à  la  fin  de 
chaque  chapitre,  ce  qui  fait  généralement  défaut  dans  nos  traités 
classiques.  Nous  leur  recommanderons  surtout  la  théorie  des 
roaxima  et  des  minima,  à  laquelle  l'auteur  semble  avoir  accordé 
une  préférence,  et  le  dernier  chapitre  relatif  au  changement  de 
variables.  Voici  du  reste  les  titres  des  principales  subdivisions. 

1.  Premiers  principes;  différentiation.  —  2.  Différentia- 
tîons  successives.  —  3.  Développements  en  série, —  4.  Formes 
indéterminées.  —  5.  Différentielles  partielles. — 6.  Différentielles 
partielles  des  divers  ordres.  —  7.  Formules  de  Lagrange  et  de 
Laplace.  —  8.  Généralisation  du  théorème  de  Taylor.  —  9.  Ma* 
xima  des  fonctions  d'une  variable. —  10.  Maxima  des  fonctions  de 
deux  variables.  —  11.  Théorie  des  multiplicateurs. —  12.  Tan- 
gentes et  normales.  —  13.  Asymptotes.  —  ik.  Points  multiples. 
—  15.  Enveloppés.  —  16.  Convexité,  points  d'inflexion.  — 
17.  Courbure,  osculation.  —  18.  Discussion  des  courbes.  — 
19.  Élimination  des  arbitraires. —  20.  Changement  de  variable. 

La  seconde  édition  diffère  peu  de  la  première;  l'auteur  s'est 
borné  à  y  introduire  quelques  additions  destinées  à  éclaircir 
certaines  théories.  H.  L. 
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Godes  de  Géométrie  analytique;  par  Joseph  Carnoy, 
Paris,  Gauihier-Villars.  In-8*»;  187a.  Prix  :  8  fr. 

La  Géométrie  analytique  s*est  considérablement  perfection  née 
par  remploi  de  nouveaux  systèmes  de  coordonnées,  où  Ton  re* 
présente  un  point  par  ses  distances  à  trois  droites  fixes  et  où 
l'on  détertnine  la  position  d'une  droite  qui  roule  sur  une  courbe 
par  ses  distances  à  trois  points  fixes  :  de  là  dérivent  les  coor- 
données triangulaires  et  tangentielles.  L'auteur  s'est  efforcé^  dans 
ce  cours,  de  faire  ressortir  les  avantages  que  présentent  les  nou- 
velles coordonnées  dans  les  questions  où  l'on  doit  considérer 
des  points  ou  des  droites  à  l'infini,  et  en  général  dans  l'étude 
des  propriétés  descriptives  des  figures  où  le  système  des  coor- 
données cartésiennes  ne  répond  que  difficilement  au  but  que 
l'on  veut  atteindre. 

Après  avoir  traité  les  différents  problèmes  sur  la  ligne  droite 
suivant  les  coordonnées  de  Descartes,  il  a  défini  les  coordonnées 
nouvelles  pour  les  appliquer  à  la  solution  des  mêmes  questions, 
afin  d'habituer  les  élèves  dès  le  commencement  au  nouveau 
mode  de  représentation  du  point  et  de  la  droite.  De  même, 
daiisTétude  du  cercle,  dans  la  discussion  de  l'équation  générale 
du  second  degré,  il  a  fait  marcher  côte  à  côte  les  différents 
systèmes  de  coordonnées  et  indiqué  les  équations  du  cercle  et 
des  lignes  du  second  ordre,  suivant  le  choix  des  axes  .et  la  po- 
sition du  triangle  de  référence.  Il  a  donné  peu  d*étendue  au 
chapitre  consacré  à  la  construction  des  courbes  :  toutes  les 
questions  relatives  à  la  discussion  d'une  ligne  plane  trouvent 
leur  place  naturelle  dans  les  applications  géométriques  du  Calcul 
différentiel.  Il  lui  a  semblé  plus  utile  d'attirer  l'attention  des 
élèves  sur  les  diverses  méthodes  analytiques  employées  dans  la 
théorie  des  courbes  du  second  ordre  :  ils  apprécieront  d'autant 
mieux  les  ressources  de  chacune  d'elles  et  la  facilité  avec  la« 
quelle  on  en  déduit  les  propriétés  nombreuses  des  sections  co- 
niques. Quant  aux  courbes  d^ordre  plus  élevé,  il  s'est  borné 
à  indiquer  plusieurs  théorèmes  généraux  en  renvoyant  à  l'ex- 
cellent ouvrage  Higher  plane  curves,  de  M.  Salmon. 
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EXPOSITION  DE  U  lÉnOOB  DES  tOUPOLLENGES 

(■nlte,  Totr  nèm»  tome,  p.  193); 

Paa  m.  g.  BELLAYrnS. 
(Traduit  de  TiUlien  par  M.  Laisamt,  capiteliie  du  Génie.) 


DEUXIEME  PARTIE. 

APPLICÀTIOUS    DE    L4    MÉTHODE   DES    ÉQ17IPOX.LENCE8    ▲    LA 
SOLUTION   GRAPHIQUE   DE   QUELQUES    PROBLÈMES. 

Procédés  généraux. 

61.  En  étudiant  avec  attention  les  treize  règles  ci- 
dessus,  y  compris  le  principe  fondamental  (10,  18, 19, 
20,  23,  46,  50, . ..,  57]  et  la  manière  (4A)  d'exprimer 
que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  on  reconnaîtra,  je 
Tespère,  toute  la  facilité  avec  laquelle  découlent  les  con- 
séquences des  quelques  principes  qui  constituent  la  mé- 
thode des  équipollences.  Ces  conséquences  comprennent 
tontes  les  propositions  de  la  Géométrie  plane;  pour  en 
développer  les  démonstrations,  le  calcul  suffira,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'aucune  considération  géométrique.  On  peut 
en  dire  autant  de  la  méthode  des  coordonnées  \  mais  celle- 
ci  emploie  des  procédés  plus  artificiels,  tandis  que  la  mé- 
thode des  équipollences  représente  chaque  droite  au 
moyen  de  sa  grandeur  et  de  son  inclinaison  ;  pour  repré- 
senter un  point,  deux  coordonnées  sont  nécessaires,  au 
lieu  qu'une  équipollence  suffit  à  cela. 

Une  des  conséquences  de  cette  difierence  essentielle 
entre  les  deux  méthodes  consiste  en  ce  que  les  solutions 
graphiques  des  problèmes,  dues  à  la  méthode  des  coordon- 
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nées,  sont  le  plus  souvent  fort  longues^  les  solutions  que 
nous  offrent  les  ëquipoUences  le  disputent,  au  contraire, 
en  élégance  comme  en  simplicité,  à  celles  fournies  par  la 
voie  indirecte  de  la  synthèse  géométrique. 

62.  Nous  allons  indiquer  la  marche  générale  à  suivre 
pour  trouver  la  solution  graphique  d'un  problème  ;  ceci 
sera  du  reste  éclairci  par  quelques  exemples. 

On  exprime  toutes  les  conditions  du  problème  au  moyen 
d'équipollences  entre  les  parties  connues  et  les  parties 
inconnues  de  la  figure,  en  cherchant  à  réduire  ces  der- 
nières au  plus  petit  nombre  possible.  Si  l'on  arrive  â  ob- 
tenir une  équîpoUence,  avec  un  seul  point  inconnu,  elle 
se  résoudra  à  la  manière  des  équations;  alors,  conformé- 
ment aux  définitions  établies  (6,  16,  17),  on  construira 
la  formule  de  résolution.  Aux  n^'  iO  et  47,  nous  avons 
déjà  donné  deux  exemples  de  cette  manière  de  pro- 
céder. 

63.  Les  conditions  ne  seront  pas  toujours  réductibles 
a  une  telle  simplicité;  parmi  elles  figureront  souvent  des 
expressions  de  coefficients  inconnus,  ou  d'angles  incon- 
nus, représentés  par  le  ramun,  élevé  à  une  puissance  in- 
connue. En  pareil  cas,  il  faudra  recourir  à  Télimination  ; 
et  chacun  sait  quelle  part  appartient  à  la  sagacité  du  cal- 
culateur, lorsqu'il  s'agit  d'en  rendre  les  résultats  aussi 
simples  que  possible. 

Il  convient  d'observer  qu'une  équipoUence  suffit  à  dé- 
terminer deux  inconnues,  grandeurs  ou  inclinaisons  ;  en 
employant  sa  conjuguée  (46),  il  serait  possible  d'élimi- 
ner l'une  des  inconnues*,  mais  on  pourra  fréquemment 
s'en  dispenser,  comme  nous  nous  réservons  de  le  mieux 
faire  voir  sur  des  exemples.  Pour  l'instant,  nous  le  don- 
nons seulement  à  entendre  d'une  façon  générale. 
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64.  Soient  r,  y  deux  grandears,  et  u,  ¥  deux  incli- 
naisons inconnues.  Si  l'ëquipollence  finale  est  de  la 

forme  (40) 

2f«AB^CD, 

où  AB,  CD  soient  deux  droites  que  Ton  sache  construire, 
on  aura 

éqnipollence  qui,  par  rapport  à  Tunitë  de  longueur  adop- 
tée et  à  Torigine  des  inclinaisons,  nous  fournira  les  ya- 
leurs  numériques  de  z  et  de  u. 

65.  Si  TéquipoUence  finale  est  au  contraire  de  la 

forme 

«AB-+-7CD-AfOU, 

eu  la  comparant  terme  à  terme  avec  Tidentité 

OV-hVU^OU, 

on  voit  que,  si  Ton  construit,  sur  la  droite  donnée  OU,  un 
triangle  dont  un  côté  OV  ait  la  même  inclinaison  que  la 
droite  AB,  et  Tautre  VU  la  même  inclinaison  que  CD,  z 
et  y  seront  les  rapports  numériques  OV  :  AB  et  VU  :  CD  \ 
l'un  et  l'autre  se  trouveront  par  conséquent  déterminés. 

66.  Semblablement  Téquipollence 

•"AB-f-^CDd^OD 

se  résoudra  eu  menant  UV  parallèle  à  CD,  et  en  coupant 
cette  droite  par  un  arc  de  cercle  de  centre  O  et  d*un  rayon 
égal  à  AB;  si  bien  que  le  côté  OV  du  triangle  OVU  sera 
^al  à  AB,  et  que  les  deux  inconnues  seront  déterminées 
par  les  équipollences 

i«utov:AB,  r%&vu:CD. 

i6. 


{  a44  ) 

67.  Si,  enfin,  on  a  Tëquipollence 

«■AB-f-i'CD*A,0U, 
en  la  comparant  toujours  avec 

OV-f-VUtifOU, 

on  sera  conduit  k  construire  sur  OU  un  triangle  dont  les 
côtés  OY,  OU  soient  respectivement  égaux  à  AB,  CD,  et 
Ton  aura 

t-çA.  0 V  :  AB,    «'^  VU  :  CD. 

68.  On  sera  fréquemment  conduit  à  une  équipollence 
ne  renfermant  qu'une  seule  inconnue 

t«AB-i-«-*CD%A?OU. 

Au  lieu  de  la  résoudre  à  la  manière  des  équations  du 
second  degré,  on  la  traitera  de  préférence  comme  celle  du 
numéro  précédent,  e**,  C"  étant  considérées  comme  deux 
inconnues  distinctes. 

Problèmes  dwers. 

69.  PaoBLkME.  —  Construire  un  triangle  CBX  {Jig'  t4)f 
connaissant  la  base  CB,  un  angle  adjacent  CBD  et  une 
relation  du  premier  degré 

BX  =  a-f-/»CX 

entre  les  longueurs  des  deux  côtés  CX,  BX. 

Puisque,  dans  la  condition  du  problème,  entre  la  gran- 
deur de  la  droite  inconnue  CX,  il  y  aura  lieu  de  poser 

il  en  résulte  que  cette  condition  sera 

gr.BX  =  a  +  /i»z. 


La  direction  de  cette  droite  BX  est  connue,  de  sorte 
qu'en  prenant  BD  égale  à  Funité  de  longueur,  nous  au» 
rons 

Nous  obtenons  ainsi  deux  équipoUenceSy  ce  qui  est  pré- 
cisément nécessaire  pour  déterminer  le  point  X  et  les 

Fîg.  14. 


deux  inconnues  z,  u.  Au  .moyen  de  la  règle  I,  on  élimine 
rapidement  le  point  X,  et  l'on  a  FéquipoUence 

ex  —  CBtâbfSt"—  CB^^(i7  +  mz)BD. 

Elle  est  en  réalité  de  forme  trinôme,  puisque  les  deux 
termes  connus  peuvent  être  réunis  ensemble;  divisée 
par  z,  elle  prend  la  forme  remarquée  au  n^  66 

e"—  i(CB  4-  âBD)^mBD, 

et  par  suite  le  problème  se  résout  au  moyen  d'une  facile 
construction  de  triangle. 

Prenant  BA^&^aBD,  W^mVD^  Téquipollence  de- 
viendra 

•«-icAs^BU. 

t 


(a46) 
Comparée  terme  à  terme  avec  Tidentité 

elle  nous  montre  qu'il  faut  mener  UV  parallèle  à  CA,  et 
couper  cette  droite  en  Y  par  le  cercle  de  centre  B  et  de 
rayon  BD;  la  droite  CX  parallèle  à  BV  satisfait  à  la  con- 
dition donnée 

BX=:BA  +  i9iGX     ou     AX  =  mGX. 
Il  serait  possible  d*abréger  un  peu  cette  construction. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N»  69. 

Soit  {fig,  i4  Ins)  BA=ra,  cette  longueur  étant  portée  sur  la  direction  BX. 
Posons  encore 

(l)  CXii^xc". 

Construisons,  à  la  suite  de  BA,  la  longueur  AM,  telle  que  son  rapport 

i4  ^û. 


k  Tunité  de  longueur  soit  égal  à  m.  On  aura 

gr.  AX  =  gr.(mC\)  =  m«  z=  <  gr.AM; 
et,  par  conséquent, 

(3)  AXAzAH. 

Retranchant  (1)  de  (a), 

(3)  ACa«(AM-<-). 

Si,  du  point  M  comme  centre,  nous  coupons  AG  en  K  par  un  arc  de 
rayon  MK  s  i,  nous  aurons 

(4)  AG  A  z(AM  —  KM)  A  sAK. 


(^47) 

La  comparaison  des  équipollences  (3)  et  (4)  no^^  donne  KM  JL  c", 
c'est-à-dire  que  CX  sera  parallèle  à  KM.  Dans  le  cas  de  la  figure,  il  y 

a  deux  solatîons. 

AC 
La  Taleur  de  s  est,  comme  on  Toit,  y?  '  ^®  ^^^  4^®  ^*^^  '^i* 

A& 
CX._AC 

km""ak' 

Cela  résulte  évidemment  de  la  similitude  des  triangles. 

On  peut  remarquer  que  les  grandeurs  de  CX.,  CX'  sont,  d'après  cela, 
inTenement  proportionnelles  à  celles  de  ÂK,  A&'. 

70.  PioBLÈMB.  —  Deux  points  mobiles  parlant  au 
même  instant  de  A,  B  (fig*  i5)  parcourent  avec  des  vi- 

Fig.  i5. 


tesses  AC)  BD  les  droites  AX,  BY.  On  demande  oà  a 
Heu  leur  plus  grand  rapprochement  XY. 

Après  le  temps  t^  les  points  se  trouvant  en  X,  Y,  on 

aura 

AX^rAC,    BY-ifrBD. 

Mais,  d'après  la  règle  I, 

XY-i-AB  -+-BY--  AX-t  AB  -f-  /(BD  —  AC). 

De  là,  DE  éUDt  menée  équipollente  à  CA,  on  tire 

XY%i!b»AB-t./BE-ifAT. 

Or,  de  tous  les  points  de  la  droite  6£,  le  plus  voisin  du 
point  A  n'est  autre  que  le  pied  de  la  perpendiculaire  AT  ^ 
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la  droite  cliercbëe  XY  sera  donc  éqaipollente  à  cette  per- 
pendiculaire AT,  et  on  la  construira  en  menant  TY  pa- 
rallèle à  AC. 

71  •  Celte  solution  conviendrait  encore  si  les  droites  AC, 
BD  n'étaient  pas  situées  dans  un  même  plan,  les  trois  pre- 
mières règles  s'appliquant  aussi  à  Tespace. 

Du  reste,  il  était  facile  de  la  trouver  par  la  considéra- 
tion des  mouvements  relatifs,  parce  que,  dans  la  méthode 
des  équipoUences,  ce  que  nous  appelons  composition  des 
droites  (5)  correspond  pleinement  à  la  composition  des 
mouvements. 

72.  Problème.  —  Construire  un  triangle  connaissant 
deux  de  ses  côtés  A6,  AC  {Jig.  1 6)  et  la  bissectrice  AD 
de  l'angle  quUls  forment,  limitée  au  côté  opposé, 

Fig.  i6. 


Prenant  AD  pour  origine  des  inclinaisons  (13),  nous 
désignerons  par  u  Tangle  inconnu  CAD  =  DA6,  eu  sorte 
que 

c  et  6  étant  les  longueurs  données  de  ces  côtés. 


(  ^49) 
La  condition  que  CD,  DB  forment  une  seule  droite  est 
exprimée  par 

ou 

AD  —  *f-«^;>(c««  —  AD). 

Entre  cette  ëquîpoUence  et  aa  conjuguée 

cj.AD  —  6i"tA.p(i:,-«—  cj.  AD) 

(dans  laquelle  nous  remarquerons  que  AD,  ayant  une  in- 
clinaison nulle,  ne  difi&re  pas  de  sa  propre  conjuguée), 
nous  éliminerons  le  coefficient  numérique  p,  et  nous  au- 
rons 

èci*— (* -+- r  )  i«  AD  4- (  AD  )»-:Af  6«-"— (6 -f- c)  i-«  AD  4- (AD)'. 

Cette  équipoUence  est  du  quatrième  degré  par  rapport 
àFinconnue  e*;  elle  admet  les  deux  solutions  t'^^^di  i 
pour  lesquelles  le  triangle  se  réduirait  à  une  seule  droite. 

Nous  la  diviserons  donc  par  e" —  e****,  et  nous  obtien- 
drons Téquipollence  trinôme 

Cl- -h  rf-»ïA.  — ±_f  AD, 

0 

laquelle,  comparée  terme  à  terme  (68)  avec 

AB  +  BU%&^AU, 

nous  montre  qu'on  est  conduit  k  construire  le  trian- 
gle ÂUBy  dans  lequel  nous  connaissons  le  côté 

b  -^  c 
AUti— T-AD, 

à 

et  les  longueurs  c  des  côtés  AB,  BU^  dont  les  inclinaisons 
tt,  — u  sont  inconnues.  Pour  déterminer  AU,  nous  pren- 
drons sur  la  droite  quelconque  AKL  les  longueursAK=i, 


(  aSo) 
KL  =  c,  d'où  ïl  suit  que 

LU  %A- AU  —  AL  ^  ^^  (  AD  —  AK) -A- *J±f  K.D 

sera  parallèle  à  KD. 

La  droite  AC,  ëgale  à  &  et  parallèle  k  BU,  complétera 
le  triangle  cherché  ABC. 

Cette  solution  est  plus  directe  que  celle  donnée  par 
Lamé,  en  1818,  dans  son  excellent  Examen  des  diffe^ 
rentes  méthodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes 
de  Géométrie,  p.  i5. 

73.  En  substituant  la  valeur  trouvée 

f*  -h  «-"^  (A  +  c)  AD  :  bc 

dans  la  somme  de  la  première  équipollence  et  de  sa  con- 
juguée, on  trouve 

p=zb  \  c, 

D^où  Ton  conclut  que  la  bissectrice  d*un  angle  d'un 
triangle  divise  le  côté  opposé  en  segments  proportionnels 
aux  côtés  adjacents.  Ce  théorème  peut  s'obtenir  plus  ra- 
pidement de  la  manière  suivante  : 

La  condition  que  AD  soit  bissectrice  de  Tangle  CAB 
est  exprimée  (16)  par 

(AD)'^nAB.AG, 

n  étant  un  nouveau  coefficient  numérique;  et  la  condi- 
tion que  D  appartienne  à  la  droite  CB  (44)  par  Téqui- 

poUence 

pkB  —  (1-+-/?)  AD-*-AC«s^o, 

laquelle  résulte  (10)  de  CD«^pDB. 
Éliminant  AD,  on  obtient 

ll(I+/?)'AB.AC^;''AB'-^AC'+  a//AB.AC» 


(  aSi  ) 
qui  se  rëdait  aisëment  &  une  équation  trinôme,  et  nous 
donne,  d'après  la  règle  IV, 

pgr.  AB=:gr.AC* 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  M»  73. 

On  peat  encore  démontrer  simplement  le  théorème  en  question  de  la 
mtoière  solTante  : 
On  a 

(i)  ABi^AD  +  DB 

et 

ACi^  AD— CD. 

Posons 

gr.  CD  _ 

gr.  DB  ""  ''' 

et  prenons  AD  pour  origine  des  inclinaisons.  AC  sera  exprimée  par 

h 

-q.AB,  puisque  AD  est  bissectrice  de  BAC;  et  nous  aurons 


-cj.AB  A  kD—pUB 


c 


Multipliant  par  -> 

0 


c  pc 


U)  cj.ABA  jAD-^DB. 

Ajoutons  (i)  et  (a), 

AB-t-cj.  AB  A  (i-t- ^)  AD -♦- ^i  -  ^^DB. 

Le  premier  membre  (règle  X)  et  le  terme  f  i  -h  |  j  AD  ont  une  incli- 
nsison  nulle.  Donc  (règle  H) 


b 

00 


pc  b 

—  T  =  °'   ''  =  r 


^,  CD  _  gr.AC 
gr.DB"~gr.  AB' 

Une  démonstration  analogue  s'applique  à  la  bissectrice  AD'  de  Tangle 
adjacent.  On  aura 

AB  a  AD'+  D'B, 

AC  A  AD'+  D'G, 


\ 


(  aSa  ) 


ou 


-ci.ÂBAAD'+/»'D'B. 


De  là 

1*1.  AR  Jl      „^  ^ 


cJ.AB  AxAD'+^/y'IVB; 


et,  par  tousiractioii, 

AB-cJ.ABa(i-j)aD'-|.(i-p'Î)d'B. 

Le  premier  membre  (règle  XI)  et  le  terme  (  >  —  t  )  AIK  ayant  uoe  in« 
clinaison  de  i  droit,  on  a  (règle  II) 

c  b 

gr.D'B_gr.AB 
gr.D'C""gr.AC' 

74.  PEOBLkxB.  —  Construire  un  triangle,  connais^ 
sant  les  longueurs  de  deux  côtés j  et  les  positions  de 
deux  points  coupant  deux  côtés  dans  des  rapports 
donnés. 

Ce  facile  problème  nous  permettra  de  constater  une 
fois  de  plus  comment,  sans  qu'il  soit  besoin  d'aucune 
considération  géométrique,  et  en  traduisant  seulement 
en  équipoUences  les  données  du  problème,  on  est  con- 


duit à  la  solution.  Désignons  par  £,/,  g  la  longueur  du 
c6té  AC  (Jig*  17)  et  les  deux  segments  de  A6^  par  u»  ^1 
les  inclinaisons  de  ces  côtés  AC,  AB  ;  par  m  le  rapport 


(  a53  ) 
dans  lequel  Tantre  côté  6C  doit  être  coapë  par  le  point 
donné  D.  Nons  aurons  les  quatre  équipoUences 

qui  suffiront  à  déterminer  les  trois  points  inconnus  A, 
B,  C  et  les  deux  inclinaisons  Uy  u.  Ces  points  s'éliminent 
aisément  (10),  et  l'on  obtient 

&«•  — /r—  FD  ^/7f  (FD  —  ^1'), 

équipoUence  qui  prend  immédiatement  la  forme  tri- 

ntene 

b^  -f- {mg  — /)  f'-i-(«  4-  i)FD. 

La  comparant  terme  à  terme  (67) ,  avec 

VU-f-FV-isFU, 
on  voit  que,  si  l'on  construit  sur 

FU^(iw-f-ï)FD, 

le  triangle  FVU  avec  les  côtés  FV,  VD  respectivement 
'égaux  à  mg — y  et  i  i,  ils  seront  par  cela  même  paral- 
lèles aux  côtés  cherchés  AB,  AC. 

75.  Problème.  —  Construire  un  triangle  AXY 
[fig.  i8),  semblable  à  un  triangle  donné,  et  dont  les 
sommets  soient  à  des  distances  données  d*un  point  O 
(Cariiot,  Géométrie  de  position^  §  328;  Lamé,  Exposi- 
tion, etc.,  p.  8i). 

f  abr^e,  à  titre  d'exercice,  les  calculs  qui  conduisent 
facilement  à  la  solution. 


(  ^54  ) 

On  a 

AT^/ît«AX, 
où  le  rapport  n  et  Tangle  a  sont  connus.  U  en  résulte 


ou 


^f*  —  OA  ttf  ««•  t/f"  —  OA  ), 

gi'  —  n/i'^^i  I  —  «f«)  OA, 


que  Ton  comparera  avec  OT  —  UT  ^  OU,  en  posant 

AU^its«AO. 
Celte  droite  AU  se  construira  donc  en  formant  le 


Fig.  i8. 


triangle  AOU,  semblable  à  celui  auquel  AXT  doit  être 
semblable  lui-même.  Puis  on  fera 

gr.  OY  =  g, 
gr.  UY  =  n/=  71  gr.  OF  =  gr.  ON. 

76.  Problème.  —  Déterminer  le  point  X,  d'où  Pon 
voit  sous  des  angles  donnés  les  côtés  du  triangle  ABC 


(  a55  ) 
Les  conditions  du  problème  sont  exprimées  par 

CXsà?»«~PAX. 
7  et  |3  étant  les  angles  donnés  AXB,  CXA. 

Fig.  ig. 


Comme  d'habilude,  la  règle  I  nous  donne 
AX*i-AB-h7«TAXti-AC-*-  «t-PAX, 
et,  en  éliminant  ÂX, 

«i-P  AB  —  j^fiT  ACdi-AB  —  AC-î5bf  CB. 

Cette  équipollence,  comparée  (65)  à 

VB  — VC-jJ^CB, 

nous  conduit  à  former  les  angles  ABV,  ACY,  égaux  aux 
angles  donnés  AXG,  AX6;  après  quoi  l'on  aura 

VB  :  AB^zt-P^CX  :  AX, 

en  sorte  qu^on  est  ramené  à  construire  le  triangle  ACX 
directement  semblable  à  AVB. 

77.  Cette  solution,  tout  a  fait  différente  de  celle  que 
l'on  obtiendrait  par  l'intersection  des  deux  circonférences 
ABX,  AGXy  et  présentant  plus  de  simplicité,  nous  montre 


(  ^56  ) 
comment  Télude  des  équipoUences  peat  conduire,  même 
dans  des  questions  absolument  élémentaires,  à  des  résul- 
tats nouveaux. 

Fig.  90. 
X 


<.  X    /       /  -,.^ 


Pour  faire  ressortir  la  fécondité  de  la  méthode,  cher* 

chons  une  autre  solution.  Soit  (fig.  ao) 

s 

Des  équipoUences 

nous  nous  proposons  d'éliminer  a:,  j*,  z, 

La  première,  divisée  par  ««-h,  puis  retranchée  de  sa 
conjuguée,  donne 

X  (,T  —  f-TJ^^uj^-hf  cj. AB  -  »~"-7 AB. 

On  trouve  pareillement 

^.(gP  —  t-P  )^t-«H-?  AC  —  e"-?cj.  AC. 

Delà 

[,T  (,P  -  r-P)  cj.  AB  +  fi-P  (cT  -  c-T)  cj. AC]  «« 

-iîtf  [«-^  («P  —  c-J^)  AB  H-  8P(«T  —  t-ï)  AC]8— . 

Pour  construire  cette  équipollence,  il  conviendra  de 
la  diviser  par  eP  —  r-P,  et  de  poser 

«7  —  t-ï 


«?  —  «-f 


tK7AC%i?EA, 


(  .57  ) 
si  bien  qu^elle  se  réduira  de  la  sorte  à 

«»^  cj.  EB  ^  t-«-Tf  cj.  EB. 

ê 

Or,  lorsqu'une  expression  est  équipoUente  à  sa  propre 
conjuguée  (^tS),  Tune  et  l'autre  ont  une  inclinaison 
Dulle.  Donc  EB  a  pour  inclinaison  u  +  y,  et  par  suite  est 
parallèle  à  BX-^/xc'^t. 

Grâce  aux  principes  de  trigonométrie  que  nous  expo- 
serons plus  loin^  il  devient  évident  que  le  point  E  se  con- 
struira en  faisant  Tangle  EAC  supplémentaire  deTangle 
donné  CXB  =  |3  -f-  75  puis  ACE  =  AXB  =  y.  La  droite 
EB  passera  par  le  point  cherché.  Si  pareillement  BAF 
est  supplémentaire  de  FBA  =  CXA,  la  droite  FC  pas- 
sera par  le  même  point  X. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  l'analogie  des 
fig.  6,  8,  19,  ao,  auxquelles  correspondent  les  n°"  29,  35, 
38,...,  41,76,  77. 

[j4  suivre,  ) 


SDR  L'ACCÉLÉRATION  NORHALE  A  LA  TRAJECTOIRE  D'LN  POINT 

D'IJN  SYSTÈME  INVARIABLE  MOBILE 

DANS  SON  MOIVEMENT  LE  PLUS  GÉNÉRAL; 

Par  m.  SABININE, 

Professeur  à  l'UniTersité  d'Odessa. 


M.  H.  Resal,  dans  un  Mémoire  remarquable  sur  la 
CiDématique,  intitulé  :  Sur  les  propriétés  géométriques 
du  moui^ement  le  plus  général  d'un  corps  solide  (*)^ 
donne  pour  l'accélération  normale  (p.  239)  une  expres- 

(*)  Journal  de  l'École  Poljrtecknique^  t.  XXI,  37*  Cahier,  p.  227  ;  i858. 
Ann,  de  Machémac,  1^  série,  t.  XII.  (Juin  1873.)  1 7 
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sion  qui  n^a  pas  lieu  en  général,  et  qui  n^est  applicable 
qu  au  cas  où  raccélération  totale  rencontre  Taxe  instan- 
tané. C'est  ce  qne  nous  allons  démontrer,  en  donnant  en 
même  temps  l'expression  de  Taccélération  normale  pour 
le  cas  le  plus  général.- 

Soient  [fis*  i)  OE  Taxe  instantané  de  rotation  et  de 


Fîg.  I. 


r\m^i 


M 


y 


glissement,  et  O  le  point  où  Taxe  instantané  est  coupé 
par  sa  plus  courte  distance  à  sa  position  suivante  \  M  un 
point  du  système;  f  Taccéléralion  totale  de  M,  repré- 
sentée sur  ^Sijig,  1  par  MC;  r  la  distance  de  M  à  Taxe 
instantané  OE,  représentée  par  ME;  MFi  la  tangente 
en  M  au  cercle  que  décrirait  ce  point  en  tournant  autour 
de  Taxe  OE;  MF  la  tangente  et  MN  la  normale  princi- 
pale en  M  à  la  trajectoire  de  ce  point  M.  Toutes  ces 
droites  sont  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  tels 
que  les  choisit  M.  Resal  dans  son  Mémoire  cité  :  pour 
l'origine  des  trois  axes  coordonnés,  nous  prenons  le 
point  O;  pour  Taxe  Z,  Taxe  instantané,  en  supposant 
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que  les  axes  X  et  Y  soient  perpendiculaires  entre  eux  et 
à  Taxe  OZ*,  tandis  que  Taxe  OX  est  dirigé  suivant  la 
vitesse  orthogonale.  Eln  menant  perpendiculairement  les 
deux  droites  AU  et  AC,  la  première  à  MD  et  la  seconde 
au  plan  EMP^,  on  voit  que  la  droite  CD  sera  perpendi- 
culaire à  MD  y  par  conséquent,  cette  droite  MD  est  per- 
pendiculaire au  plan  CAD  et,  de  plus,  au  plan  FMFi, 
qui  est  parallèle  à  Taxe  OZ;  d'où  il  résulte  que  :  i°  le 
plan  normal  9  passant  par  MD,  rencontre  Taxe  instan- 
tané OZ  dans  le  point  E;  a^  le  plan  CAD,  passant  par  le 
point  C,  est  perpendiculaire  au  plan  normal.  Or,  Fac- 
célération  totale  cp  étant  dans  le  plan  osculateur  FMN, 
la  perpendiculaire  CN,  abaissée  du  point  C  sur  la  nor- 
male principale  MN>  sera  aussi  perpendiculaire  au  plan 
normal*,  donc  la  droite  CN  se  trouve  dans  le  plan  CAD 
et  la  droite  ND  est  perpendiculaire  k  MD,  comme  Tin- 
tersection  du  plan  CAD  avec  le  plan  normal. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'accélération  cf 
parallèles  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  égales  respectivement 
au  second  membre  de  la  seconde,  de  la  troisième  et  de 
la  première  des  équations  (8)  (p.  239)  de  M.  Resal. 

Appelant  f»  l'accélération  normale  et  c^t  l'accélération 
tangentielle,  nous  aurons 

(")  ?  =  V^¥i^-??- 

En  désignant  par  S  la  projection  de  l'accélération  (f  sur 
la  droite  ME  et  par  S^  la  projection  de  l'accélération  f; 
sur  le  plan  CAD,  le  triangle  rectangle  MMD  donnera 

(a)  y,=r^S»-f.SÎ. 

Nommons  L  la  vitesse  de  glissement,  o)  la  vitesse  angu- 
laire instantanée  autour  de  OE,  et  a  l'angle  que  forme  cor 

"7- 


(  a6o  ) 
avec  la  vitesse  v  =  ^co*r*  -h  L*  du  point  M  5  alors 


L 

tangrt  =  — > 
w 


«r 


(3)  <      cosû  =-===, 


L 

sina  = 


Soient 

a,,at,ai  les  trois  angles  que  forme  Si  respectivement 

avec  les  trois  axes  OX,  OT,  OZ  ; 
I3j>|3t, /3s  les  trois  angles  que  forme  fi  respectivement 

avec  les  mêmes  axes  ) 
7n  7i9  7»  1^^  trois  angles  que  forme  cor  respectivement 

avec  les  mêmes  axes; 
^i9^t9^8  1^8  ^l'ois  angles  que  forme  f»  respectivement 

avec  les  mêmes  axes,  et 

e       Tangle  que  forme  d  avec  Taxe  OX. 

» 

Comme  Tangle  a^  est  égal  à  Tangle  a,  nous  aurons  les 
équations  suivantes  : 

Icosp,  =  cosa  coS7(y 
COSPs  =  COSIICOS71, 
cosp3  =  sina, 

et 

Îcosa,  =  —  sina  sIdc, 
cosa3  =  siniTcoSf, 

qui  lient  les  angles  |3i,  |3i,  jS,,  a,  71,  7,,  y,  d'une  part,  et 
les  angles  a^  «1,  «i,  a,  c  dUutre  part. 

En  observant  que  la  projection  de  S  sur  Taxe  OZ  est 
nulle,  et  en  considérant  chacune  des  trois  projections 
de  (fn  sur  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  comme  la  somme 
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des  deux  projections  de  S  et  de  S|  respectivement  sur  les 
mêmes  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  nous  obtiendrons  les 
équations  suivantes  : 

If»  cos^i  =  S  cosi  H-  S|  cosaiy 
fa  COS^i  :=  S  SÎD  e  +  Si  COSaay 
fR  cos^3  =  s,  cosa,  =  Si  cosa, 

qui  servent  à  déterminer  les  angles  S^  d|,  i^.  De  ces 
équations  (6),  on  tire 

^        Scosc -h  Sicosa,       Scosc  —  Sisinasini 
COStf,  = = 9 

?»  f" 

.   ,     ,        «,        SsinsH- S|  cosa,       Ssinc  +  S,  sinacoss 
(7)     {  cosd,  = = j 

'       ^  f»  f« 

^        Si  cosa  S|ft)r 


Tout  cela  posé,  il  est  facile  d^obtenir  Pexpression  de 
Taccélération  normale  pour  le  cas  le  plus  général.  En 
effet,  comme  S  est  égal  à 

(8)  s^^xf^yj, 

il  ne  reste  qu'à  déterminer  Si . 

En  considérant  la  projection  de  Taccélération  totale  f 
fiiir  Taxe  OZ  comme  la  somme  des  deux  projections  de  (f^ 
et  de  f  f  sur  le  même  axe  OZ,  nous  aurons 

(9)  f.  COS^a  +  f  /  COS  P,  =  Z. 

Or,  (fncos^t  =  Si  cosa,  cos|3,  =  sina,  Tégalité  (9)  don- 
nera 

(10)  Si  cosa  =  Z  —  sinaff. 

Ayant  égard  à  ce  que  T  accélération  tangentielle  ft  est 
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égale  à 

(il)  7r  =  XcosPi  -hYcosp,  -f-Zcosf,, 

et,  en  subsUluanl  dans  rëgalitë  (lo)  cette  valeur  (f^) 
et  les  valeurs  cos^i,  cos^s,  cos^s,  données  par  les  foi> 
mules  (4)9  nous  obtiendrons,  toutes  réductions  faites, 

(12)  Si=Zcosii  —  Wsina, 

où  la  quantité  W,  étant  la  projection  de  X  et  de  T  sur  la 
tangente  MFj,  est  égale  à 

(i  3)  W  ==  X  C0S7, 4-  T  CO87J. 

Si  Ton  compare  nos  formules  (a),  (8)  et  (m)  avec  les 
formules  de  M.  H.  Resal  (9},  (10),  et  celle  qu'on  lit  k 
la  dernière  ligne  de  la  page  239  de  son  Mémoire  cité,  on 
conclura  que  M.  H.  Resal  pose  Si  =  Zcosa.  Or  il  est 
évident  que  cette  dernière  égalité  aura  lieu  dans  le  seul 
cas  où  le  point  A  se  trouve  sur  la  droite  ME,  c'est-à-dire 
où  l'accélération  totale  (f ,  représentée  par  MC,  rencontre 
DB  parallèle  à  AC,  et,  par  conséquent,  rencontre  aussi 
Taxe  instantané  OZ.  C'est  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

D'après  nos  formules  (7),  il  est  facile  de  voir  comment 
il  faut  corriger  les  formules  données  par  M.  H.  Resal 
pour  cos^,,  cosdi,  cos^i,  qu'il  désigne  respectivement 
par  co8(p,  0?),  cos(p,  j"),  cos(f>,  z).  De  plus,  il  est  i 
observer  que  Si  (i  a)  se  réduit  à  Z  dans  le  cas  du  mouve- 
ment autour  d'un  point  fixe;  cslt  sina,  étant  mullipli- 
**Ateur  de  W,  est  proportionnel  à  la  vitesse  L,  qui  est 

nulle  dans  ce  cas  particulier;  alors  le  radical  ^S*  +  S* 

se  réduit  à  ^S*  +  Z',  qui,  comme  Ton  sait,  exprime 
l'accélération  normale  dans  le  cas  de  la  rotation  autoar 
d'un  centre  fixe. 

M.  Scbell,  dans  son  savant  Ouvrage  :  Théorie  der 
Bewegung  und  der  Krâfte  (p.  /^no^^^i)^  détermine 
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Taccéléradon  normale,  mais  obtient  pour  cette  accëlé- 
ralîon  une  expression  incorrecte,  par  la  seule  raison 
qn^il  commet  une  erreur,  ou  plutôt  un  erratum,  .qui 
consiste  dans  la  fausseté  de  l'égalité  suivante  : 

W  COS  (  -  -f-  W'  )  :=  --  W  COS(//'). 


En  introduisant  cette  erreur  dans  la  détermination  de  Si, 
il  obtient  pour  (f„  une  expression  qui  ne  se  réduit  pas  à 
Texpression  de  Taccélération  normale  dans  le  cas  du 
mouvement  autour  d'un  point  fixe^  car,  cos (tt')  étant 
proportionnel  à  a>r,  le  membre  multiplié  par  W,  dans 
l'expression  générale  de  f„  donnée  par  M.  Schcll,  ne 
s'évanouit  pas,  tandis  que  — sin(rt'),  qui  est  égal  à 

cos  (  — \-tt*\j  est  proportionnel  à  la  vitesse  de  glisse- 
ment, et  cette  vitesse  est  nulle  dans  le  cas  du  mouvement 
autour  d'un  point  fixe;  par  conséquent,  en  ajoutant  le 
produit  —  Wsin  (/«')  à  telle  partie  de  l'accélération  S| 
qui  forme  la  projection  de  Z  sur  la  direction  du  même  St 
et  qui  est  égale  à  Zcosa,  nous  aurons  pour  Si  l'expres- 
sion qui,  comme  nous  venons  de  le  voir  dans  le  cas  du 
mouvement  autour  d'un  point  fixe,  se  réduit  simplement 
àZ. 

Il  est  juste  d'ajouter  ici  encore  la  remarque  suivante  : 
M.  Schell,  pour  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  l'accélé- 
ration normale  avec  l'axe  instantané,  et  qu'il  désigne 
par  fiy  donne  (p.  4^0  l'expression 

Tsîna 
cos  u  =  — -  > 

qui  contient  une  erreur  analogue  à  celle  qui  se  trouve 
dans  la  foi*muIe  de  M.  H.  Resal  pour  cos(|0,  z)  (p.  a40' 
En  effet,  M.  Schell,  dans  l'expression  que  nous  venons 
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de  citer,  représente  par  T  la  vitesse  de  glissement  et  par 

S 
a  Tangle  dont  la  tangente  est  égale  à  -—«  et  dont  le  sinus, 

S  S 

par  conséquent,  est  égal  à        '  '        =  -i;  de  sorte  que. 

d'après  M.   Schell,   cosfx  = — 


tandis  que. 


réellement,  d'après  la  troisième  de  nos  formules  (7), 


COSpt  = 


S. 


«r 


*«    v^r»»»-+-l» 


JVbre  de  M,  Retal,  —  L'erreur  signalée  par  M.  Sabinine  dans  TexproB- 
sion  générale  de  l'accélération  normale  d'un  point  d'un  système  ÎDTa- 
riable,  que  j'ai  donnée  autrefois  dans  le  Journal  de  V École  Polxtechni^ae, 
est  tout  à  fait  matérielle  et  peut  se  réparer  immédiatement  sans  calcul. 

Flg.  a. 


Soient  (/^.  9) 

m  la  proJeetioD  du  point  M  d'un  système  inyariable, 

r  la  distance  Cm, 

Mi  Q  la  rotation  instantanée  et  la  vitesse  de  glissement, 
y  la  vitesse  de  M  ou  la  résultante  de  Q  et  de  «r, 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'accélération  de  ce  point  parallèles  aux 
axes, 

a  l'angle  de  V  avec  mt. 

Suivant  r,  on  a  l'accélération 


X  -  -+- 1  - 

r  r 


qui  est  normale  à  Y. 
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L'accélération  Z  donne 

Z  cosa 

perpendiculaire  à  V  dans  le  plan  de  6»r  et  de  Q. 
Mais,  suivant  ai  r,  on  a  aussi  l'accélération 

y-  — x-^, 

r  r 

qui  lionne  suivant  Zcos^  la  composante 

(Yf_x5)sin«. 
et  c'est  précisément  celle  qui  a  été  omise;  ae  sorte  que  l'on  a 

ZcosA  —  (Y X.  -  j  sina, 

au  lieu  de  Z  cosa. 

Mais  cette  omission  ne  touche  pas  à  la  partie  principale  du  Mémoire, 
qui  avait  surtout  pour  objet  de  déterminer  la  forme  des  fonctions  X,  Y,  Z. 

WTE  SUR  L  APPLICATION  DES  DÉTBRNINAKTS  A  LA  THÉORIE 

DES  lOlBNTS  DES  FORGES, 

Par  m.  h.  DURRANDE, 
Profesaeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 


i.  Je  ne  sais  si  Pon  a  remarqué  Vanalogie  frappante 
qui  existe  entre  les  théorèmes  bien  connus  relatifs  aux 
moments  des  forces  et  les  propriélés  les  plus  élémen- 
taires des  déterminants.  On  pourrait  dire  que  les  déter-* 
minants  du  second  el  du  troisième  degré  sont  les  images 
analytiques  des  moments  d'une  force  par  rapport  à  un 
point  et  par  rapport  à  un  axe. 

On  voit,  par  exemple,  immédiatement  que,  pour  l'ob- 
servateur placé  suivant  Taxe  des  Z,  ayant  l'axe  des  X  à 
sa  gauche,  Taxe  des  Y  à  sa  droite,  le  moment,  par  rap- 
port à  l'origine,  d'une  force  (X,  Y)  située  dans  le  plan 
des  XY,  et  passant  par  un  point  (x,y)  de  ce  plan,  est 
représenté  en  grandeur  et  en  signe  par  le  déterminant 
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dtt  second  degrë 


a: 
X 


X 
Y 


dans  lequel  on  peut  considérer  X,  Y  comme  les  coordon- 
nées d'un  point;  car  ce  déterminant  est  bien  Yimage 
analytique  du  parallélogramme  ayant  pour  base  la  force 
et  pour  hauteur  sa  distance  à  Torigine,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  le  moment. 

â.  Si  l'on  considère  plusieurs  forces  situées  dans  le 
plan  des  XY,  et  concourant  au  même  point  (^^9^)9  on 
aura,  pour  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
l'origine, 


x      y 

-h 

X 

X 

-+-... 

^        X 

X     Y 

TJ 

Y' 

2X    2Y 

en  vertu  d'une  des  relations  les  plus  élémentaires  des 
déterminants.  Or  la  force  (£X,  SY)  est  la  résultante  des 
forces  données,  et  Ton  conclut  de  là  le  théorème  fon- 
damental de  la  théorie  des  moments  par  rapport  à  un 
point. 

3.  On  verra  ensuite,  avec  la  même  facilité,  que  le 
moment  d'une  force  (X,  Y,  Z),  située  d'une  manière 
quelconque  dans  Tespace,  par  rapport  à  un  aze  passant 
par  l'origine,  de  direction  (X,  (x,  v),  est  en  grandeur  et 

en  signe 

X         y  z 

X        Y         Z 

cos>     ces  pi     COSV 

{x^y^  z)  désignant  encore  les  coordonnées  d*un  point 
quelconque  pris  sur  la  direction  de  la  force. 

Ce  mode  de  représentation  des  momenU  s'offre  assez 
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naturellement  à  Tesprit  lorsqu'on  se  souvient  que  le  d^ 
terminant  du  second  degré  peut  être  considéré  comme 
Taire  du  parallélogramme  ou  le  double  de  celle  du  trian- 
gle, et  le  déterminant  du  troisième  degré  comme  le  vo- 
lume du  parallélépipède  ou  six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 
Or,  de  même  que  le  moment  d'une  force  par  rapport  & 
un  point  équivaut  à  Taire  d'un  parallélogramme,  de  même 
le  moment,  par  rapport  à  un  axe,  équivaut  à  six  fois  le 
volume  du  tétraèdre  ayant  son  sommet  à  Torigine,  et 
pour  arêtes,  une  longueur  égale  à  Tunité  prise  sur  Taxe 
des  moments,  la  distance  du  point  (x^jr^  z)  à  l'origine, 
et  enfin  une  droite  égale  et  parallèle  a  la  force  donnée 
menée  par  Torigine^ 

Je  n'entre,  bien  entendu,  dans  aucun  détail,  ne  vou- 
lant pas  refaire  ici  une  théorie  des  moments,  que  le  lec- 
teur fera  bien  lui-même  d'après  ces  rapides  Indications, 
Je  veux  seulement  montrer,  par  une  application,  avec 
quelle  facilité  certains  théorèmes  sur  les  moments  se 
déduisent  de  transformations  immédiates  exécutées  sur 
les  déterminants  qui  les  représentent. 

(X  Y  Z\ 

(X'  Y'  Z'\ 
*    /   /  )  5  ^l  formons  la  somme  de  leurs  moments  par 

rapport  à  la  résultante  de  deux  forces  égales  et  parallèles 
menées  par  un  point  quelconque  pris  comme  origine, 
c'est-à-dire  par  rapport  à  leur  résultante  de  translation  ^ 
on  aura,  pour  la  somme  de  ces  moments,  en  remarquant 
que  les  cosinus  des  angles  qui  donnent  la  direction  de  la 

,    ,  2X    2Y    2Z 

résultante  sont  -^-j  -— »  rr-j 

R         H        11 


I 
R 


X 

r 

z 

X' 

y 

» 

X 

Y 

Z 

+ 

X' 

Y' 

Z' 

2X 

2Y 

2Z 

IX 

2Y 

2Z 

(  ^68  ) 
En  remplaçant  EX  par  X  +  XV-*;  décomposant  chaque 
déterminant  en  déterminants  partiels  et  supprimant  ceux 
qai  sont  nuls.,  il  reste,  après  réduction, 


I 
R 


X  Y 

X'        y 


z 

Z' 


Or  ce  déterminant  représente  six  fois  le  volume  du  té«- 
traèdre  ayant  pour  arêtes  opposées  les  deux  forces  don* 
nées(X,Y,Z),  (X',Y',Z'). 

Donc  la  somme  des  moments  de  deux  forces  tfuelcon- 
gués  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  leur  résultante 
de  translation  est  indépendante  de  la  position  de  cet 
axe  et  égale  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  ayant 
ces  forces  pour  arêtes  opposées,  divisé  par  la  grandeur 
de  la  résultante^ 

5.  Ce  théorème  se  généralise  ensuite  de  la  manière 
suivante  : 

Considérons  un  groupe  de  n  forces  appliquées  à  un 
solide  invariable 

/X,Y,Z\        /X',Y',Z'\        (li\Y\Z"\ 

la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  leur  résultante 
de  translation  est 


J2 


X       Y        Z 
2X    2Y    2Z 


en  opérant  comme  dans  le  cas  de  deux  forces,  il  vient 
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X  —  x'     y  —  y'     z  —  »' 


X 

X' 


Y 

Y' 


Z 

Z' 
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Donc  la  somme  des  moments  de  n  forces  appliquées 

à  un  corps  solide  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  leur 

résultante  de  translation  est  indépendante  de  la  posi^ 

tion  de  cet  axe  et  égale  à  six  fois  la  somme  des  volumes 

des  — ^ tétraèdres  construits  sur  les  forces  prises 

deux  à  deux  comme  arêtes  opposées,  diyisée  par  la 
grandeur  de  la  résultante. 

Maintenant,  si  Ton  observe  que  la  substitution  à  un 
groupe  de  forces  d'un  autre  groupe  équivalent  n'altère 
en  rien  la  somme  de  leurs  moments,  puisque  cela  revient 
à  introduire  des  forces  dont  les  moments  par  rapport  à 
an  axe  quelconque  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  on 
en  conclura  que  : 

De  quelque  manière  que  Von  réduise  un  système  de 
n  forces  à  deux  résultantes,  le  volume  du  tétraèdre 
construit  sur  ces  dernières  comme  arêtes  opposées  est 
constant  et  équiv^alent  à   la  somme  des  volumes  des 

' '  tétraèdres  construits   sur  les  forces   données 

2 

prises  deux  à  deux  comme  arêtes  opposées. 

Ces  théorèmes,  dus,  je  crois,  à  M.  Chasles,  sont  bien 
connus;  mais  j'ignore  si  Ton  a  songé  à  les  démontrer  par 
les  considérations  précédentes,  qui  me  paraissent  irès- 
sîmples. 


SUR  LA  DISTANCE  Vm  POINT  A  UNE  DROITE  ; 

Pae  m.  J.  WAILLE. 


Pour  obtenir  cette  formule,  il  suffit  d'écrire  que  le 
carré  de  la  surface  du  triangle  qui  a  pour  sommet  le 
point  donné  et  pour  base  une  portion  quelconque  de  la 
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droite  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  projections 
sur  les  irois  plans  coordonnés. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  /  une  longueur  arbitraire 
portée  sur  la  droite,  les  projections  de  cette  ligne  sur  les 
trois  plans  des  xz,  desjz  et  des  xjr  sont,  en  conservant 
les  notations  ordinaires, 


/y/flt^-Hl  l^b'-hi_  ^>/^' 


On  connaît  les  expressions  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  projections  du  point  sur  les  projections  de  l  :  on 
aura  donc,  en  désignant  par  d  la  perpendiculaire  cbercliée 
et  en  appliquant  le  théorème  énoncé,  Téquation 


/»^__r       fl»-f-i       (x-^az  —  pY 

4         ^a^-^b'-hi           «*-+-! 

P        b^-hl        {y  —  bz  —  qY 
4  fl»-+-^»-+-l            ô>H-i 

4  a' H- 6' -h  I                   £ï'-h6* 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  d. 

NOTE  SDR  LA  DfiTKRSINATIdN  DES  ASYMPTOTES 
DANS  LES  INTERSECTIONS  DES  SURFACES  DO  SECOND  DBGRB  ; 

Par  m.  J.  CARON, 

Directeur  des  travaux  graphiques  à  l'École  Normale  supérieure. 


Pour  construire  l'intersection  de  deux  surfaces  du  se- 
cond degré,  on  coupe  ces  deux  surfaces  par  une  troisième 
surface  variable  rencontrant  les  deux  premières  suivant 
deux  courbes.  Les  points  communs  à  ces  deux  courbes 
appartiennent  aussi  à  Tintersection. 
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On  emploie  de  préférence,  comme  surfaces  auxiliaires, 
des  plans.  La  direction  de  ces  plans  n^est  pas  arbitraire. 
II  convient  en  eiïet,  pour  simplifier  les  constructions, 
d'employer,  comme  plans  sécants,  des  plans  donnant  dans 
les  deux  surfaces  des  courbes  homothétiques. 

Je  supposerai  donc  qu^on  ail  trouvé  un  plan  A  donnant 
dans  les  deux  surfaces  des  courbes  homothétiques. 

Je  supposerai  aussi  que  ces  courbes  homothétiques  soien  t 
du  genre  hyperbole  ou  du  genre  ellipse,  en  me  réservant 
d'examiner  à  part  le  cas  où  elles  seraient  du  genre  para- 
bole. 

Soit  Al  l'un  de  ces  plans;  il  coupe  la  surface  S  suivant 
une  conique  c  et  la  surface  S'  suivant  une  deuxième 
conique  c',  homothétique  de  la  première. 

Les  deux  coniques  c  et  c'  se  rencontrent  en  deux  points 
M,  N  de  l'intersection  I,  les  deux  autres  points  étant  à 
Tinfini. 

Ainsi  un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  A  ne 
coupe  Tintersection  I  qu'en  deux  points,  les  deux  autres 
étant  constamment  à  Tinfini.  C'est  pour  cette  raison  que 
je  donnerai  à  la  direction  des  plans  A  le  nom  de  direc* 
tion  asymptotique  de  la  courbe  I. 

Quand  le  plan  A  se  déplace,  les  deux  points  M  et  N 
décrivent  la  courbe  I.  Voyons  ce  qui  arrive  quand  ces 
points  s'éloignent  à  l'infini. 

Ces  deux  points,  pour  une  position  particulière  du 
plan  sécant  A,  peuvent  s'éloigner  à  l'infini,  soit  isolé- 
ment, soit  simultanément.  Nous  avons  donc  deux  cas  â 
examiner. 

i*^  L'un  des  points  M  e^  N  s^ éloigne  seul  à  V infini,  — 
Pour  que  deux  courbes  homothétiques  du  second  degré, 
et  à  centre,  se  coupent  en  un  seul  point  à  distance  finie, 
il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  courbes  soient  du  genre 
hyperbole,  et  qu  elles  aient  une  asymptote  commune. 
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Cherchons  donc  ie  plan  Â  donnant  deux  coniques  c  et 
c'  ayant  une  asymptote  commune,  et  déterminons  la  po- 
sition de  celte  asymptote  commune. 

Soit  a  ou  a'  la  direction  commune  d^une  des  asymptotes 
des  courbes  c  et  c\  et  soit  de  plus  a^  ou  a^  la  position  de 
Tasymptote  commune. 

Pour  trouver  cette  asymptote,  je  remarque  qu'elle 
passe  dans  toutes  ces  positions  par  le  centre  de  la  courbe 
c  ou  c'  à  laquelle  elle  appartient. 

Or  le  lieu  du  centre  de  la  courbe  c  est  le  diamètre  con- 
jugué ax  du  plan  A  dans  la  surface  S\  de  même  le  lieu 
du  centre  de  la  courbe  c'  est  le  diamètre  conjugué  a!x* 
du  plan  A  dans  la  surface  S'. 

Donc  Tasymptote  commune  a^  ou  ol^  est  assujettie  à 
rencontrer  les  deux  diamètres  conjugués  ax^  a'x\  Elle 
s'obtient  par  conséquent  en  menant  une  parallèle  à  l'une 
quelconque  des  asymptotes  de  la  courbe  c  ou  c'  s'ap- 
puyant  sur  les  diamètres  conjugués  du  plan  A  dans  les 
deux  surfaces. 

Je  dis  maintenant  que  cette  asymptote  commune  est 
aussi  une  asymptote  de  l'intersection  I.  Pour  le  faire  voir, 
il  suffit  de  montrer  que  cette  asymptote  commune  n'est 
autre  chose  que  Tintersection  des  plans  tangents  à  l'infini 
aux  deux  surfaces  S,  S',  les  points  de  contact  étant  sur  les 
génératrices  des  deux  surfaces  qui  sont  parallèles  à  a  ou 
ai,  et  par  suite  parallèles  entre  elles. 

En  effet,  le  plan  tangent  au  cône  asymptote  F  de  la  sur- 
face S,  le  long  de  la  génératrice  a^  de  ce  cône  parallèle 
à  a  ou  a^,  contient  le  diamètre  conjugué  ax  du  plan  A 
qui  est  parallèle  à  a^  (*).  Par  conséquent,  toute  droite 

(*)  Le  diamètre  conjugué  d'un  pUn  A,  par  rapport  à  un  cône,  n'est 
autre  chose  que  rintersection  des  plans  tangents  au  cône  le  long  des 
génératrices  a„  /3,  du  cône  contenues  dans  le  plan  parallèle  au  plan  A 
mené  par  le  sommet. 
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da  plan  tangent,  et  en  pariiculier  l'asymptote,  rencontre 
le  diamètre  conjugué  ax. 

De  même,  toute  droite  du  plan  tangent  au  cône  asym- 
ptote jy  de  la  surface  S' le  long  de  la  génératrice  oi\  ren- 
contre le  diamètre  conjugué  a'x'  du  plan  Â  par  rapport 
•  celte  surface. 

Donc  l'asymptote  à  l'intersection  I  étant  Tintersection 
de  ces  deux  plans  tangents  rencontre  simultanément  les 
diamètres  aor,  ^x^  De  plus,  les  deux  plans  tangents  étant 
menés  respectivement  par  les  deux  droites  at,  a\  qui  sont 
parallèles,  leur  intersection  est  aussi  parallèle  â  ces 
droites,  et  par  suite  elle  coïncide  avec  Tasymptote  com- 
mune ai  ou  oi\  trouvée  précédemment. 

2°  Les  deux  points  M  c/  N  s* éloignent  simultanément 
à  Vinjinù  —  Pour  que  deux  courbes  homoihéliques  du 
second  degré  et  à  centre  ne  se  rencontrent  en  aucun  point 
à  dislance  finie,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  courbes 
aient  même  centre. 

Supposons  donc  que  les  deux  diamètres  conjugués  ax^ 
a!x^  se  rencontrent  en  un  point  o).  Le  plan  Ai  mené  par 
ce  point  coupera  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques 
c,c' ayant  même  centre.  La  courbe  I  est  donc  rencontrée 
par  ce  plan  Ai  en  quatre  points  qui  sont  tous  les  quatre 
à  Tinfini. 

Si  les  deux  courbes  c  et  c'  sont  du  genre  hyperbole,  les 
points  M  et  N  qui  se  sont  éloignés  à  Tiufini  donnent  des 
branches  de  courbe  réelles.  L'intersection  I  a  alors  deux 
asymptotes  réelles  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  paral- 
lèles aux  deux  asymptotes  des  courbes  c  et  c'  menées  par 
le  point  tù. 

Au  contraire,  s!  les  deux  courbes  c  et  c'  sont  du  genre 
ellipse,  les  points  M  et  N,  en  s'éloignant  à  Tinfîni,  devien- 
nent imaginaires,  et  le  plan  Ai  mené  par  le  point  a>  est 
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un  plan  asymptotiqué  à  une  partie  imaginaire  de  l'in- 
tersection I. 

Je  m'arrêterai  un  instant  à  Tcxamen  de  ce  dernier  plan 
asymptotiqué;  car  il  conduit  à  la  construction  d'une 
asymptote  d'un  genre  particulier,  et  qu'on  ne  pouvait 
trouver  par  la  méthode  ordinaire. 

Les  hypothèses  sont  donc  les  suivantes  : 

i^  Le  plan  A  coupe  les  deux  surfaces  S,  S' suivant  deux 
coniques  c,  c'  homolhéiiques. 

a°  Les  deux  diamètres  a  or,  a^x*  conjugués  du  plan  A 
dans  les  deux  surfaces  se  rencontrent,  ou  plutôt  déter- 
minent un  plan  tùaxa'x'. 

Ce  plan  tùaxa'x'  rencontre  le  plan  A  suivant  une 
droite ^2  qui  a  pour  conjuguée,  par  rapport  aux  deux  co- 
niques c^c'^  une  même  droite /j-j*. 

Nous  voyons  donc  que  les  deux  surfaces  S,  S'  ont  un 
'même  plan  diamétral  o) axa' or' conjugué  de  la  direction 
py.  Par  conséquent,  la  projection  de  l'intersection  I  pa- 
rallèlement à  pj^  sur  le  plan  diamétral  commun  tùaxa'x* 
est  une  courbe  du  second  degré.  Cette  courbe  du  second 
degré  i  ne  convient  pas  tout  entière  comme  projection  de 
l'intersection. 

Si  les  coniques  c,  c'  sont  du  genre  hyperbole,  la  pro- 
jection <  a  une  branche  infinie  projection  de  deux  bran- 
ches infinies  et  réelles  de  l'intersection. 

Au  contraire,  si  les  deux  coniques  c,  c*  sont  du  genre 
ellipse,  la  projection  i  a  encore  une  branche  infinie  dont 
pz  est  Tasymptote,  mais  qui  est  alors  la  projection  d'une 
partie  imaginaire  de  Tintersection  L 

La  méthode  des  plans  tangents  à  l'infini  donne  bien 
Tasymptote  dans  le  premier  cas,  mais  elle  ne  peut  la 
donner  dans  le  second. 

Celte  méthode  des  diamètres  conjugués  pour  la  déter- 
mination des  asymptotes  est  donc  plus  générale  que  celle 
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de  plans  tangents  à  Tinfini,  et  de  plus  elle  donne  sou- 
vent lieu  à  des  constructions  beaucoup  plus  simples. 

Le  cas  qui  nous  occupe  se  présente  fréquemment. 
Ainsi  on  aura  à  appliquer  la  méthode  que  je  donne  ici, 
dans  le  cas  de  Tintersection  de  deux  surfaces  de  révolu- 
tion du  second  degré,  dont  les  axes  sont  dans  un  même 
plan  parallèle  au  plan  vertical,  et  plus  généralement 
encore,  dans  tous  les  cas  d'intersection  de  deux  surfaces 
du  second  degré  qui  ont  un  plan  diamétral  commun  (qui 
peut  être  un  plan  diamétral  principal),  correspondant  à 
une  même  direction  de  cordes  perpendiculaires  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Je  vais  examiner  maintenant  le  cas  où  les  sections  par 
le  plan  A  sont  du  genre  parabole. 

Pour  que  deux  paraboles  homolhétiques  (c'est-à-dire 
dont  les  axes  sont  parallèles)  se  coupent  en  un  seul  point 
à  distance  finie,  il  faut  et  il  suffit  :  i  °  qu'elles  soient  diri- 
gées dans  le  même  sens;  2°  qu'elles  soient  égales. 

On  déterminera  donc  le  plan  A,  de  manière  à  lui  faire 
couper  les  deux  surfaces  suivant  deux  paraboles  égales. 
Si  ces  deux  paraboles  sont  de  même  sens,  elles  seront 
asj/mptotes  entre  elles,  et  en  même  temps  asymptotes  â 
Tintersection  I.  Cette  intersection  sautera  d'une  branche 
des  paraboles  à  l'autre  branche,  le  plan  sécant  se  dépla- 
çant en  passant  par  la  position  Ai* 

Nous  voyons  donc  que,  dans  ce  cas,  l'intersection  aura 
deux  branches  paraboliques  asymptotes  de  chaque  bran- 
che des  paraboles  c,  c'  contenues  dans  le  plan  A|. 

La  projection  de  l'intersection  sur  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  Al ,  pris  par  exemple  pour  plan  horizontal, 
a  une  asymptote  parallèle  â  la  ligne  de  terre,  avec  un 
point  de  rebroussement  à  TinBui,  ce  point  appartenant 
aux  deux  contours  apparents  en  projection  verticale. 

18. 
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Si  les  deux  paraboles  du  plan  Ai  sont  égales,  de  même 
sens,  et  de  plus  ont  même  axe,  les  deux  points  M  etN 
s'éloigneront  simultanément  à  TinGni. 

Pour  trouver  la  position  du  plan  Ai,  nous  nous  servi- 
rons des  théorèmes  suivants  : 

1**  Les  sections  d'un  cylindre  par  des  plans  parallèles 
sont  égales. 

a^  Les  sections  paraboliques  d^un  paraboloïde  par 
des  plans  parallèles  sont  égales, 

3°  Les  sections  par  un  même  plan  d*un  hyperboloïde 
et  de  son  cône  asymptote  {^ces  sections  étant  des  para- 
boles) sont  égales, 

A  l'aide  de  ces  trois  théorèmes,  nous  ramènerons  la 
détermination  du  plan  Ai  à  la  résolution  des  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

1®  Un  plan  A  coupant  un  cône  donné  suivant  une  para- 
bole, trouver  un  plan  parallèle  au  plan  A  coupant  le 
cône  suivant  une  parabole  égale  à  une  parabote  donnée. 

a^  Un  plan  A  coupant  deux  cônes  suivant  deux  para- 
boles ayant  leurs  axes  parallèles,  trouver  un  plan  Af 
parallèle  au  plan  A  coupant  les  deux  cônes  suivant  deux 
paraboles  égales. 

Solution  du  premier  problème,  —  Je  mène  un  plan 
tangent  au  cône  parallèle  au  plan  A,  et  dans  ce  plan  je 
place  la  parabole  donnée  c,  de  manière  qu*elle  passe  par 
le  sommet  du  cône,  et  qu'elle  ail  son  axe  parallèle  a  la 
génératrice  de  contact.  Cette  parabole  a  pour  tangente, 
au  sommet  du  cône,  une  droite  st.  Par  cette  droite,  je 
mène  un  second  plan  tangent  au  cône.  Soit^i  la  généra- 
trice de  contact. 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  parabole  c,  je  mène 
une  parallèle  à  la  droite  sb^  elle  coupe  le  cône  en  un 
point  m,  et  le  plan  mené  par  le  point  m  parallèlement  au 
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plan  A  coape  le  cône  suivant  une  parabole  égale  à  la 
parabole  c. 

En  effet,  si  l'on  amène  ces  deux  paraboles  à  être  dans 
le  même  plan  (par  un  transport  parallèle  à  sb)^  on  voit 
aisément  qu'elles  ont  deux  points  communs  avec  une 
tangente  en  Tun  de  ces  points  communs,  et  les  axes  parai* 
lèles,  ce  qui  fait  quatre  conditions  communes. 

On  voit  par  là  que  le  problème  est  toujours  possible 
et  n'admet  qu'une  seule  solution,  en  tenant  compte  de  la 
direction  de  la  parabole  c. 

Solution  du  second  problème.  —  Soient  les  deux  cônes 
5, /et  les  plans  tangents  A,  A'  parallèles  ainsi  que  les  deux 
génératrices  de  contact  sa^s'a^. 

Par  le  point  s  je  mène  dans  le  plan  A  deux  droites  arbi- 
traires 5t,  5^1,  et  par  le  point  s*  deux  parallèles  sU\  s'é^ . 

Ces  droites  déterminent  quatre  plans  tangents  dont 
les  génératrices  de  contact  sont^i,  sbi  pour  le  premier 
cône,  s'b'^  s'b\  pour  le  second. 

Je  ferai  remarquer  tout  d'abord  que  les  plans  sôhiy 
s'b'b\  des  génératrices  de  contact  sont  coupés  par  un  plan 
A  suivant  deux  droites  parallèles. 

En  effet,  ces  droites  sont  les  cordes  de  contact,  par  rap- 
port à  deux  paraboles  qui  ont  leurs  axes  parallèles,  de 
deux  systèmes  de  tangentes  parallèles  deux  à  deux  (car 
les  deux  tangentes  de  la  première  parabole  sont  parallèles 
à  stySt^^  et  celles  de  la  seconde  k  s'tjs'l!^). 

Soit  A]  le  plan  cbercbé,  £,  ^i,  &',  b\  les  quatre  points 
d^ntersection  du  même  plan  avec  les  quatre  génératrices 
de  contact. 

Si  les  deux  paraboles  sont  égales,  les  deux  cordes  &&«, 
t^b\  le  sont  aussi.  La  réciproque  étant  vraie,  la  question 
se  ramène  à  la  suivante  :  couper  les  deux  faisceaux  sbsb^ 
sfUs'b\  par  un  plan  Ai  parallèle  au  plan  A,  de  manière 
que  les  cordes  interceptées  bb^^Vb\  soient  égales. 
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Pour  résoudre  ce  dernier  problème,  je  mène  par  les 
deux  sommets  s^s^el  par  un  point  quelconque  de  l^espace 
trois  plans  parallèles  au  plan  A.  Ces  trois  plans  sont 
coupés  par  une  droite  quelconque  en  trois  points  a,  a' et  ci>. 
Le  troisième  plan  mené  par  le  point  quelconque  (ù  déter- 
mine dans  les  deux  faisceaux  sbsbi^  s*b's'b\  deux  cordes 
ddijd*d\ .  Je  prends  alors  sur  une  droite  quelconque  du 
troisième  plan  passant  par  o),  et  à  partir  du  point  ci),  deux 
longueurs  (à$y  (ùS'  dans  le  même  sens,  égales  respecti- 
vement à  dd^^d* d\  .  Ceci  fait,  je  joins  aï,  a' 5'  qui  se  ren- 
contrent au  point  (3.  Le  plan  parallèle  au  plan  A  mené 
par  ce  point  {3  est  le  plan  cherché  Af 

Nous  avons  donc  toujours  une  solution  et  une  seule. 

Exemple.  —  Construire  Tintersection  de  deux  cônes 
ayant  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  deux  paraboles 
dont  les  axes  sont  parallèles. 


OilESTIONS  1(12,  (113,  1114,  1115  ET  1116 

(  Tolr  même  lome,  p.  19a  )  ; 

Par   m.  MORET-BLANC. 


H 12.  Montrer  que  la  développée  de  V ellipse  peut  être 
considérée  comme  V enveloppe  d^ ellipses  concentriques 
et  co-axales  à  la  proposée.  (C.  de  Poligjbcag.) 

La  développée  de  Teliipse 

a,  comme  on  sait,  pour  équation, 

é^  c* 

en  posant,  pour  abréger,  —  =ûi  et  —  =  6f 
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Poar  que  les  ellipses  variables 

aient  pour  enveloppe  la  développée  de  la  première,  il  est 
nécessaire  que  les  paramètres  a  et  |3  soient  liés  par  une 

relation  telle  que,  pour  ^  =:  o,  a  ==  -9  et,  pour  ce  =  o, 

^  =  ^«  La  relation  la  plus  simple  satisfaisant  à  cette  con*- 
dition^jest 

(4)  aa-f-*P  =  c». 

Diflerentiant  les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport  à  a  et  |3, 
ajoutant  les  équations  résultantes  mullipHées  respective- 
ment par  A  et  —  i ,  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coef- 
ficients de  da  et  de  d^j  on  a 

>--  —  û  =  o, 
a 

(5)  {       , 

Ajoutant  ces  équations  multipliées  respectivement  par 
a  et  A,  et  ayant  égard  aux  équations  (3)  et  (4)9  il  vient 

X  —  c'  =r  o    ou    X  =  c*. 
Les  équations  (5)  donnent  ensuite 


d*où 


*»  _ 

a         I 

b         I 

-Y 
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Ces  valeurs,  reportées  dans  Téquation  (S),  donnenti 
pour  équation  de  Tenveloppe  cherchée, 


ter-fô'=- 


C*est  précisément  Téquation  (a)  de  la  développée  de 
Téquation  (i). 

Note.—  La  même  question  a  ^(é  résolue  par  MM.  E.  Laurens,  professeur 
au  lycée  de  Rouen;  Poujade,  professeur  au  lycée  de  Nice;  Gambey,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Saint-ÉUenne;  A.  Cherret,  élève  du  lycée  de  Moulins. 

1H3,  Le  rayon  de  courbure  du  point  de  V ellipse^ 
qui  est  égal  au  demi- diamètre  conjugué  de  ce  point j  a 
son  extréniilé  sur  ce  diamètre.  Il  est  tangent  au  cercle 
concentrique  à  l'* ellipse  ayant  la  demi-différence  des 
axes  pour  rajon.  (C.  de  Polignàc.) 

Soient  O  le  centre  de  Tellipse,  M  le  point  jouissant  de 
la  propriété  énoncée,  C  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant. Il  faut  prouver  que  le  triangle  OCM  est  rectangle 
en  C,  et  que  OC  =  a  —  b. 

Soit  b>  le  paramètre  angulaire  du  point  M, 


OM  =  ^a'cos'u  -+-  ^^sio'ft), 


le  demi-diamètre  conjugué  =  y/a'  siu'a)  -+-  6"  cos'o),  et 

1                 11»*       (<i*sin'« -4- ^'cos*w)* 
le  rayon  de  courbure  en  M  =  ^^ ^ *— 

On  aura  donc 

ao  ^ 

d'où 

a^  sin'oj  H-  b^  cos'w  =  ab» 


(  aSi  ) 
On  tire  de  là 


sm'»  = r»      cos*w  = 


a  -^  b  a  -h  b 

On  a  donc 

a* -h  b^ 
OM»  =:  —3—  =:a'—ab  -h  b\ 
a-\-  h 

^„,        a'^b  -^ab*  . 

CM»  = -—  =  ab, 

a  -h  b 

D'ailleurs  Tëquation  de  la  normale  en  M  étant 
asinux —  b  cosw  /  =  {a*  —  &»)sin«»  coso), 

le  €arré  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  cette 
normale  est 

(a* — ^')»  sin'wcos'w        (a  —  bYab 

1 . 1 =z  ■ i =z  (a by, 

fl'bin'w -H  ^*cos*«  ab  ^  '* 

Elle  tombe  donc  au  point  C,  qui  appartient,  par  suite, 
au  conjugué  du  demi-diamètre  OM,  et  de  plus  le  rayon 
de  courbure  est  tangent  à  la  circonférence  décrite  du 
centre  de  Tellipsc  avec  le  rayon  a  —  b  (*). 

{*)  Soient  OX,  OY  les  directions  des  axes  la^  3^  de  Tellipse;  DC  le 
nyon  de'courbure  en  un  point  D  de  cette  courbe;  ADB  la  tangente  en  D, 
perpendiculaire  à  DC,  et  rencontrant  en  des  points  A,  B  les  droites 
OX,  OY. 

On  sait  que  le  rayon  de  l'ellipse  conjugué  de  CD  est  parallèle  à  la 
WiDgente  ADB,  et  moyen  géométrique  entre  les  segments  AD,  DR.  Donc, 
si  le  rayon  de  courbure  DC  est  égal  à  ce  rayon  conjugué,  le  point  C  ap- 
partient nécessairement  à  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre. De  plus,  la  droite  CD  prolongée  rencontrant  cette  circonférence 
en  un  point  C,  tel  que  DC  =  DC,  si  du  point  C  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  CD,  on  aura,  d'après  la  proposition  de  Steiner,  dont  une 
démonstration  géométrique  a  été  donnée  (t.  X,  a*  série,  p.  46a), 

d'où 

CD  X  DH  =  a«+  *«-  0D*=  DC*=  DC  X  DC. 

L'ëgalité  OD  X  DH  =  DC  X  DC  montre  que  les  quatre  points  G,  H, 
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Note,  -^  La  marne  question  a  été  résolue  par  MM.  Abel  Prétet,  élève 
du  collège  Stanislas;  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Saint-Élienne; 
Poujade,  professeur  au  lycée  de  Nice;  Louis  Cauret,  professeur  au  lycée 
du  Mans  ;  E.  Laurens,  professeur  au  lycée  de  Rouen  ;  A.  Tourrettes,  sur- 
▼eillant  général  au  lycée  d'Albi;  A.  Chervet,  élève  du  lycée  de  Moulins; 
Bance,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Rouen  ;  V.  Jamet,  élèye  du  lycée  de 
Bordeaux;  Bourguet,  à  Nantes;  H.  Lez,  à  Lorrez. 

1H4.  Les  cercles  concentriques  à  f  ellipse,  dont  les 
rayons  sont  respectivement  la  somme  et  la  différence  de 
ses  axes  y  interceptent  sur  toute  normale  à  V  ellipse  des 
segments  dont  deux  sont  toujours  égaux.  En  donner 
V expression,  (€•  de  Poligstag.) 

lHo.  Montrer  que  Von  peut  tracer  une  infinité 
d^ ellipses  concentriques  et  co^axales  à  une  ellipse 
donnée  jouissant  deux  à  deux  de  la  même  propriété. 
Les  axes  de  V ellipse  peuvent  être  regardés  comme 
deux  ellipses  (non  correspondantes)  de  la  série, 

(C.  DE  POLIGNAC.) 

I 

ni 6.   Deux  ellipses  quelconques  de  la  série  inter^ 

G,  G'  sont  sur  une  même  circonférence;  donc  Tangle  OGG'  est  droit  et 
la  droite  OG  est  parallèle  à  ADB.  Par  conséquent,  le  point  G  appartient 
eu  diamètre  conjugué  de  OD. 

D'autre  part,  il  résulte  de  la  construction  bien  connue,  qui  détermine 
les  axes  d'une  ellipse  dont  on  donne  deux  diamètre»  conjugués,  que 
OG  =  a  —  b  et  OG'=aH-^;  donc  le  rayon  de  courbure  DG  est  tan- 
gent à  la  circonférence  décrite  du  centre  O  de  Tellipse  avec  (a  —  à)  pour 
rayon.  c.  q.  p.  d. 

Hemarque,  —  Soient  OP  une  perpendiculaire  menée  du  point  O  sur 
AB,  et  G  l'intersection  des  diamètres  OG',  AB;  on  aura 

PG=^iPDz=|OGsi(a~^)    et      BG  =  }BA=>iOG'  =  i(aH-*); 

il  s^ensuit 

BP  =  ^,    PA=i«,    et    OP  =  v^,    DG  =  v/âÂ. 

La  droite  AB  est  le  minimum  des  tangentes  à  l'ellipse  comprises  entre  les 
axes  de  la  courbe.  (G.) 
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ceptenty  sur  toute  normale  à  V ellipse  donnée,  deux 
segments  dont  le  rapport  est  constant. 

(C.  DE  PoLIGNAC.) 

Les  solutions  de  ces  trois  questioDs  résultent  immédia- 
tement des  théorèmes  suivants,  démontrés  par  M.  Tran- 
sou,  dans  les  Nouvelles  Annales  : 

I®  Si\  sur  la  normale  en  chaque  point  d^une  ellipse  y 
on  porte  à  partir  de  ce  point,  et  de  part  et  d^ autre,  des 
segments  égaux  à  la  moyenne  géométrique  des  deux 
rayons  focaux  de  ce  point,  les  lieux  des  extrémités  de 
ces  segments  sont  les  deux  cercles  décrits  du  centre  de 
Vellipse  ai^ec  la  demi-somme  et  la  demi- différence  des 
axes  pour  rayons  (*). 

Ce  théorème  résout  complètement  la  question  lil4. 
J'en  reproduis  ici  la  démonstration,  en  faisant  usage  de 
la  notation  de  M.Bellavitis. 

Soient  O  le  centre  de  l'ellipse,  C  et  C  les  deux  foyers, 
Znn  point  quelconque  de  la  courbe^  représentons  les 
droites  OC,  OC,  OZ  par  c,  —  c  et  z. 

On  aura,  dans  les  triangles  OCZ,  OC'Z, 

La  moyenne  géométrique  entre  CZ  et  C'Z  sera  yjz*  —  c*, 
dirigée  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs, c'est-à-dire  suivant  la  normale. 

Soient  Yi,  Y|  les  extrémités  des  segments;  désignons 
ÔYi  et  OY,  par  y^  et  ff  ;  on  aura 


d'où,  en  différentiant. 


(*)  Voir  Nouvelles  j4nnales  de  Matkémmtiques,  2*  sétie,  t.  VII,  p.  5. 
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Or  dz^  dirigé  suivant  la  tangente,  fait  avec  la  normale  un 
angle  droit;  donc,  d*après  les  principes  du  calcul  direciif 
(ou  des  éqiiipollences),  dyi  fait  aussi  un  angle  droit 
avec  yiy  et  dy^  fait  un  angle  droit  avec  y^  Les  courbes 
décrites  par  les  points  Yi  et  Y,  sont  donc  des  circonfé- 
rences concentriques  à  Tellipse.  En  supposant  le  point  Z 
à  l'extrémité  du  petit  axe,  les  segments  deviennent  égaux 
k  a,  d'où  Ton  voit  que  les  rayons  sont  a-\-  b  et  a —  b, 

a**  Sij  en  chaque  point  d^une  conique  à  centre  et 
sur  une  direction  constamment  inclinée  du  même  angle 
sur  la  normale^  on  porte  une  longueur  proportionnelle 
à  la  moyenne  géométrique  des  deux  rayons  focaux 
relatifs  à  ce  points  V extrémité  de  cette  longueur  dé' 
crira  une  nouvelle  conique  concentrique  à  la  première 
et  de  même  genre  quelle  (*). 

Ce  théorème  résout  les  questions  1115  et  1116. 

Pour  chaque  valeur  du  rapport,  on  obtient  deux  co- 
niques correspondantes;  si  Tinclinaison  sur  la  normale 
est  nulle,  toutes  les  coniques  obtenues  sont  co-axales  à  la 
proposée.  Les  deux  axes  de  celle-ci  font  partie  de  la  série 
{en  les  limitant  toutefois  aux  sommets  de  la  développée)  \ 
car  les  portions  de  normale  comprises  entre  la  courbe  et 
les  axes  ont  respectivement  pour  longueurs 

r  et  r^  étant  les  deux  rayons  vecteurs  :  elles  sont  donc 

proportionnelles  à  yjrp , 

Enfin,  si  m  yfrp  et  m' yJrP  sont  les  segments  inter- 
ceptés par  deux  ellipses  quelconques  de  la  série,  ils  sont 

dans  le  rapport  constant  — ;• 


(*  )  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathémaciçues,  a*  série,  t.  XII,  p.  5. 
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Note,  —  Les  mêmes  questions  ont  été  résolue  par  MM.  Bourguet, 
à  Nantes;  Poujade,  professeur  au  lycée  de  Nice;  A.  Chervet,  élève  du 
lycée  de  Moulins.  La  question  1114  l'a  été  aussi  par  MM.  A.  Tourettes, 
surreillant  général  au  lycée  d*Albi;  G.  Gallard,  élève  du  lycée  de  Rennes. 
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Ainsi  que  Tauteur  le  déclare  dans  sa  Préface,  cet  Ouvrage 
D'à  aucune  prétention  à  Toriginalité;  les  théorèmes,  et  souvent 
même  leurs  démonstrations  et  leur  coordination  en  théories, 
appartiennent  à  d'autres  Traités  qu*il  cite  toujours  conscien- 
cieusement. Le  but  de  Fauteur  a  été  seulement  de  faire  un 
ouvrage  élémentairey  un  ouvrage  accessible  aux  personnes  qui 
n'ont  étudié  que  les  premiers  livres  de  la  Géométrie  d*Euc1ide; 
un  ouvrage  enfin  qui  puisse  servir  de  texte  dans  les  écoles  se- 
condaires, même  à  des  professeurs  qui  n^ont  pas  été  élevés 
dans  les  doctrines  de  la  science  moderne.  L'auteur  a  cher- 
ché en  outre  à  allier  Tétude  des  théories  avec  les  construc- 
tions graphiques,  et  c'est  pour  cela  qu'il  a  laissé  prédominer 
les  propriétés  descriptives  sur  les  propriétés  métriques,  sans 
toutefois  négliger  ces  dernières.  Dans  ce  sens,  on  peut  dire  que 
ses  modèles  ont  dû  être  Poncelet,  Staudt  et  Steiner,  plutôt  que 
Cliasles  et  Môbius.  Cet  Ouvrage  pourra  donc  servir  à  répandre 
rapidement,  dans  les  écoles  secondaires,  la  connaissance  des 
méthodes  modernes  de  la  Géométrie,  qui  sont  aussi  nécessaires 
pour  les  spéculations  abstraites  que  précieuses  pour  les  appli* 
calions  techniques,  ainsi  que  le  prouve  la  Statique  graphique» 
Et  c'est  précisément  à  cette  diffusion  et  à  ces  applications  que 
visent  les  nouveaux  programmes  de  Blathéma tiques  que  le  Mi- 
nistère de  rindustrie  du  royaume  d'Italie  a  introduits,  en  oc- 
tobre 1871,  dans  les  instituts  secondaires  qui  dépendent  de  sa 
direction. 

Ces  prémisses  expliquent  l'ordre  que  l'auteur  a  suivi  dans  son 
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Ouvrage.  Il  commence  par  Texposition  des  principes  de  la  pro- 
jection centrale  et  delà  transformation  homologique  dePoncelet, 
et  il  en  déduit  la  conception  des  éléments  à  distance  infinie. 
Il  définit,  selon  Steiner,  les  formes  géométriques  fondamen- 
tales et  pose  le  principe  de  dualité  comme  principe  absolu. 
Il  adopte  la  définition  de  Zech  pour  la  projectivité  des  formes, 
comme  résultat  de  projections  successives.  Diaprés  Staudt,  il 
se  sert  de  la  propriété  du  quadrilatère  complet  pour  définir  les 
groupes  harmoniques.  Il  introduit  alors  la  théorie  des  rapports 
anharmoniques,  et  donne  les  constructions  des  formes  projec- 
tives,  en  les  faisant  suivre  de  nombreux  exercices. 

Il  établit  la  théorie  de  Tinvolution  comme  cas  particulier 
de  la  projectivité  de  deux  formes  superposées.  C*est  à  M.  Chastes 
que  Pauteur  a  emprunté  le  moyen  très-simple  de  déduire  la 
génération  des  coniques  de  la  combinaison  de  deux  formes  pro- 
jectives  (  *  ),  et  il  en  déduit  les  théorèmes  de  Pascal,  de  Brianchon, 
de  Maclaurin,  de  Poncelet,  de  Desargues,  etc.,  avec  leurs  nom- 
breux coroHaires  et  les  constructions  graphiques  qui  en  dé- 
coulent. L^auteur  établit,  d*après  Bellavitis  et  Staudt,  la  concep- 
tion des  séries  projcctives  de  points  sur  une  conique,  et  des  pro- 
priétés de  ces  séries  il  déduit  les  constructions  si  élégantes  et 
si  simples  données  par  Steiner  pour  les  points  doubles  de  deux 
divisions  projectives  (ou  en  involution)  sur  une  droite.  Puis 
viennent  des  applications  très-nombreuses  de  la  méthode  que 
M.  Chasles  a  nommée  àe  fausse  position  géoméiriqiie,  aux  pro- 
blèmes du  second  degré.  L*auteur  expose  ensuite  la  théorie  des 
pôles,  des  points  réciproques  et  des  triangles  conjugués,  et, 
comme  cas  particulier,  celle  du  centre  et  des  diamètres.  Après  un 
court  chapitre  sur  les  figures  polaires  réciproques^  il  donne  un 
grand  nombre  de  théorèmes  et  de  problèmes,  pour  la  majeure 
partie  traités,  quelques-uns  seulement  proposés  comme  exer- 
cices :  parmi  lesquels  le  théorème  de  Carnot,  les  propriétés  de 

(*)  Par  uae  méprise  qui  est  intervenue  dans  la  transcription  du  ma- 
nuscrit, les  démonstrations  du  n®  114  sont  restées  incomplètes;  elles 
doivent  être  complétées  comme  dans  le  Traité  des  Sections  coniques, 
no«  8  et  9. 


(a87  ) 
rbjp^rbole  équtlatère,  la  construction  de' M*  Chaslcs  pour  la 
trisection  de  Tangle,  la  description  organiqoe  des  coniques  de 
Newton,  etc. 

Le  tome  II  de  cet  Ouvrage  contiendra  les  propriétés  focales 
des  coniques,  la  théorie  des  cônes  du  second  degré  et  des 
figures  sur  la  sphère,  et  les  principes  de  la  Géométrie  analy- 
tique d'après  les  méthodes  modernes  (coordonnées  projectives). 

Mémoire  sur  l^intégratiou  des  équations  aux  dérivées 

PARTIELLES    DES    DEUX    PREMIERS     ORDRES  ;     par    JoSeph 

Graindorge.  Paris,*  Gauthier-Villars.  In-8°',    1872. 
Prix  :  7  fr.  5o  c.      . 

Ce  Mémoire  est,  dit  l'auteur,  divisé  en  deux  Parties  :  dans 
la  première,  je  traite  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Je  n'ai  pas  cru  devoir  parler  de  la  méthode  de 
Caucfay,  parce  qu'elle  me  parait  suffisamment  développée  dans 
les  travaux  de  M.  Serret.  Tai  adopté  la  méthode  de  Jacobi,  en 
la  modifiant  d*après  les  travaux  de  M.  Boole  et  de  Bonr.  J'ai 
appliqué  cette  méthode  à  différents  exemples  qui  en  montrent 
Tulilité;  j'ai  aussi  traité  plusieurs  applications  d'intégration 
d'équations  simultanées  à  plusieurs  variables. 

Je  n*ai  pas  exposé  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
de  la  Dynamique.  Elle  serait  ici  superflue  :  à  la  rigueur,  elle 
q'j  doit  occuper  qu'une  place  historique  [*)» 

Dans  la  seconde  Partie,  je  me  suis  occupé  des  équations  du 
second  ordre  :  j*y  ai  développé  surtout  les  méthodes  de  Monge 
et  d'Ampère,  que  j'ai  appliquées  à  différents  cas  qui  avaient 
échappé  à  ces  géomètres.  En  traitant  la  méthode  d'Ampère,  j'ai 
simplifié  la  notation  qu'il  a  employée  dans  ses  deux  Mémoires. 
Tai  aussi  donné  quelques  détails  sur  les  méthodes  de  Laplace 
et  de  Legendre,  sans  insister  cependant  sur  la  dernière. 

Bans  l'exposé  de  la  méthode  de  Laplace,  j'ai  fait  usage  des 

(•)  Jacobi,  Vorlesungen  uber  Djrnamik,  —  Voir  aussi  mon  Mémoire  sur 
i'intégraiion  des  équations  de  la  Mécanique,  — BouK,  Mémoires  des  Savants 
étrangers,  —  Gilbert,  Sur  Vintégration  des  équations  de  la  Dynamique 
{Bulletins  de  l'Académie  rojrale  de  Belgique;  i864}* 
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simplifications  que  j'ai  apportées  à  la  méthode  de  Monge.  J*ai 
donné  de  nombreux  exemples  des  théories  de  Monge  et  d'Am- 
père, en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  aux  équations  du 
premier  ordre,  auxquelles  j'ai  ramené  le  problème.  Je  suis 
ainsi  parvenu,  chaque  fois,  à  simplifier  considérablement  les 
calculs  pénibles  et  les  transformations  nombreuses  qu'avaient 
dû  faire  Monge,  Legendre  et  Ampère. 

La  première  Partie  de  mon  Mémoire  était  déjà  très-avancée, 
lorsque  j*ai  eu  connaissance  du  Mémoire  de  M.  Imschcnetsky, 
professeur  à  l'Université  de  Razan,  sur  la  même  question.  Mé- 
moire que  M.  Houêl  venait  de  traduire  (*);  j*y  ai  puisé  diffé- 
rents renseignements  très-utiles  sur  les  équations  du  premier 
ordre.  Je  suis  en  outre  parvenu  à  me  procurer,  grâce  à  l'obli- 
geance de  M.  Imschenetsky,  l'original  russe  d'un  Mémoire  publié 
par  cet  auteur  sur  les  équations  du  second  ordre  (**).  J'y  ai 
trouvé,  entre  autres  choses  nouvelles^  une  généralisation,  encore 
inconnue  parmi  nova,  de  la  méthode  de  Laplace  (***}. 

En  outre,  la  théorie  fondée  par  Ampère  n'est  pas  générale  : 
elle  permet  de  trouver  l'intégrale  générale  seulement  dans  cer- 
tains cas  particuliers.  M.  Imschcnetsky  a  fait  voir  (****)  que 
l'on  peut,  dans  le  cas  général,  obtenir  Tintégrale  primitive.  La 
marche  qu'il  suit  repose  sur  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires.  11  arrive  ainsi  à  montrer  l'existence  d'un 
nombre  illimité  de  transformations  qui  conservent  à  l'équation 
proposée  son  type  primitif,  ou  la  réduisent  à  une  équation 
biordinale  linéaire.  Quoiqu'il  dise  lui-même,  dans  sa  Préface, 
que  la  méthode  d'Ampère  est  peu  connue  à  cause  de  la  diffi- 
culté qu'offre  la  lecture  de  ses  deux  Mémoires,  il  me  paraît  que 
l'on  pouvait  simplifier  davantage  la  notation  du  savant  français, 
et  je  pense  en  avoir  donné  la  preuve. 

(*)  V.  Imschbnetsrt,  Sur  l'intégration  des  équatiom  aux  dérii^s  par'* 
tielUs  du  premier  ordre,  traduit  du  russe  par  Hoûel;  Paris,  18(19. 

(**)  V.  Imschkjiktset,  Étude  sur  les  méthodes  d'intégration  des  éqna- 
tions  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  iitf- 
riabtes  intiépendantes  {Mémoires  de  l Université  de  Kazan,  f868). 

(»•*)  ntd.,  p.  49. 

(**•»)  Ihid,,  p.  ia8. 


SOI  ONE  PMOPMÉTfi  BES  ASYMnOTES  ET  SUR  CETTE 

LOGOnON  : 

t  Les  ptiits  sitiis  i  l'iihi  sir  ii  plu  soit  ei  ligie  droite  »  ; 

Pa%  m.  Abkl  TRANSON. 


L^nsjrmptote  d^une  branche  infinie  de  courbe  est  la 
limite  des  pfisitions  occupées  par  une  tangente  dont 
le  point  de  contact  s^  éloigne  indéfiniment  sur  cette 
branche. 

Je  démontrerai  d*abord  cette  propriété  en  la  déduisant 
de  Féquation  de  la  tangente  $  j'en  donnerai  ensuite^  au 
moyen  de  la  méthode  des  homogènes,  une  autre  démons- 
tration, qui  me  procurera  l'occasion  d'attribuer  à  cette 
méthode  une  signification  différente  de  la  signification 
généralement  admise,  et  surtout  l'occasion  d'apprécier  la 
locution  usuelle  ci-dessus  rappelée. 

I. 
L'équation  d'une  courbe  de  degré  m  étant 

OÙ  /,  9 ,  ^, . . .  sont  des  fonctions  homogènes  des  degrés  m, 
m  —  I,  m  —  2, . . . ,  et  Téquation  d'une  asymptote  étant 

on  sait  :  i^  que  c  est  la  limite  vers  laquelle  tend  ^  pour 

x=zeo  lorsqu'on  s'éloigne  sur  la  branche  de  courbe  cor- 
respondante, et  est  déterminé  par  l'équation 

/(i,c)  =  o; 
Jmn,  de  Mathémai,,  %•  série,  t.  XII.  (Juillet  1873.)  19 
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(  ^9o  ) 
a^  que  d  est,  par  rapport  à  la  même  branche  et  aussi  pour 
X  =  00  ,  la  limite  dey  —  ex,  et  que  sa  valeur  est 

Cela  posé,  Téquation  de  la  tangeote  en  un  point  quel- 
conque (x',  y)  est  la  suivante  : 

Le  coefficient  angulaire  c'  est  déterminé  par  Téquation 

où  les  fonctions  entre  parenthèses  sont  homogènes,  leurs 
ordres  d'homogénéité  étant  respectivement,  selon  leurs 
rangs  successifs,  m  —  i,  m  —  s,  •  •  •  ;  si  donc  on  divise 
cette  dernière  équation  par  x''"'~%  elle  pourra  s'écrire 

y' 

et,  pour  x'  =  00  et  par  suite  —  =  c,  elle  se  réduira  à 
D'ailleurs,  quels  que  soient  x^  ety',  on  a,  en  vertu  du 


(  «9»  ) 
théorème  des  fonctions  homogènes, 

r'  ^  {'',  r ')  +  *'  ^  (*',  /')  =  mf{£, y'), 
OU  bien,  en  divisant  par  x^**, 

Or,  si  x'  est  infini,  ce  qui  donne  -^  =  c  et  en  même 

X 

tempsy*(i,  c)  =  o,  Téquation  (a)  devient  finalement 

lacpielle,  comparée  à  (i),  fait  voir  déji  qu'on  a  c'  =  c. 

En  second  lieu,  Tordonnée  de  la  tangente  à  Tori- 
gine  est 

•*   "*;   7    •"  *  ~ï    /  "•    •  '  • 
df=y'  -^ 


dy'        df 


que  j'écris  sous  la  forme 


,  K^--^)-(^'$-^"è)- 


d'  r=  - 


^  df 


I    •  •  • 


ou  encore  sous  la  forme  équivalente 


(4) 


ff  — 


/;(*'.y) +  ?>(*'./') -^••• 


Or,  premièrement,  on  a  f+  ly  + 1|»  -+-...  ^  o,  puisque 
ie  point  (x',  y')  est  sur  la  courbe  -,  ensuite  on  peut  écrire 

'9- 


(  ^9*  ) 
le  dénominateur  sous  la  forme 

(5)     -'-'/;  («.^)+-'->>(',^) 

et  il  est  manifeste  que  les  facteurs 


•  •  • 


Y 

sont  composés  avec  I  et  ^9  comme  les  termes  correspon- 
dants le  sont  avec  x'  et^'^  de  sorte  que  la  forme  (5)  doit 
être,  pour  l'exactitude  des  symboles,  remplacée  par 

''""'•>2(''z)+*'*"*?£(''î^)+-" 


Dès  lors,  en  divisant  haut  et  bas  par  x^*""^  Texpression 


de  d'j  et  passant  ensuite  aux  limites  x'=:  00  et  —^  ==  c,  il 


vient 

par  conséquent,  enfin,  d^  =  dy  et  la  tangente  en  un  point 
à  rinfioi  coïncide  exactement  avec  l'équation  de  l'asym- 
ptote. 

n. 

J'appliquerai  maintenant  à  la  même  question  ce  qu'on 
appelle  la  méthode  des  homogènes. 

Soit  z  une  fonction  de  x  et  y,  que  je  suppose  d'abord 
du  premier  degré.  Si,  dans  l'équation  proposée 

on  remplace  x  et  j^  respectivement  par  -  et  ~>  il  viendra 


(«93) 
une  aatre  équation  représentant  une  antre  courbe,  sa- 
voir :  l'^^uation 

(P)  /-+-  «f  -h  *'+  4- . .  .  =  o, 

qui  est  homogène  par  rapport  aux  lettres  x,  y,  z. 

On  doit  supposer  d'ailleurs  que  l'équation  (a)  satisfait 
à  ce  qn'on  a  toujours  appelé  en  Géométrie  analytique  ]a 
l(ride  Vhomogénéité.  H  faut  donc,  pour  satisfaire  à  cette 
loi  dans  Téquation  (P),  que  la  fonction  z  soit  homogène 
et  du  degré  zéro  par  rapport  aux  grandeurs  linéaires; 
et  enfin,  pour  que  la  supposition  2  =  1  ramène  la  seconde 
équation  (|3)  à  Téquation  primitive  (a),  il  faut  que  z  soit 
de  la  forme 

a  et  &,  qui  sont  respectivement  7~  ^t  -j-  9  étant  des  para- 

mètres  inversement  proportionnels  à  des  grandeurs  li- 
néaires et  susceptibles  de  s'annuler  simultanément.  On 
sait  bien  d'ailleurs  que,  lorsque  a  elb  s'annulent  elîec- 
tivement,  la  droite  2  =  0  s^ éloigne  alors  indéfiniment,  et 
tous  ses  points  {x^y)  sont  à  l'infini. 

Tout  cela  entendu ,  j'écris,  pour  abréger,  l'équation  (|3) 
sous  la  forme 

(7)  /-f-z<l>  =  o, 

en  supposant,  par  conséquent, 

*  =  ç  -+-  z-j*  -f-  z^x  H-  •  •  •  • 

La  tangente  en  un  point  quelconque  x\  y\  z'  de  la 
courbe  (P)  ou  {y)  est 

df         ,  fi^  iiz' 

/3\  /  ^^'  dx^  ^  i  i\ 

(*)       j-y'=^-^f ^55 ^(— *')• 

dy>  ^     dy<^^  dy' 


(  !»94) 

Or  si  Ton  admet  que  dans  ces  formules  z'  soit  égal  à 

Tunité,  et  en  même  temps  que  -r-^  et  -7-7  (c'est-à-dire  a 

et  b)  soient  nuls,  ce  sera  admettre  que  le  point  (x\y') 
est  à  la  fois  sur  la  courbe  (a)  et  sur  une  droite  située 
tout  entière  à  Tinfini.  Mais  alors,  pour  déterminer  la 
tangente  en  ce  point,  c'est-à-dire  Tasymptote,  on  re- 
trouve les  calculs  du  précédent  paragraphe. 


III. 

Dans  cette  application  de  la  méthode  des  homogènes^ 
on  suppose  que  a  et  &  soient  nuls  en  même  temps  sans  que 
rien  soit  déterminé  sur  la  valeur  de  leur  rapport  lors- 
qu'ils s'évanouissent.  On  est  donc  conduit  à  considérer 
les  points  situés  à  l'infini  sur  la  courbe  proposée,  et  qui 
donnent  lieu  à  ia  recherche  des  asymptotes,  comme  étant 
sur  une  droite  située  elle-même  à  l'infini,  et  dont  la  di- 
rection, dépendant  manifestement  du  rapport  des  para- 
mètres a  et  &,  est  indéterminée. 

D'ailleurs  la  même  auxiliaire  z  pourrait  être  employée 
pour  toute  autre  courbe  dont  les  branches  à  l'infini  n'au- 
raient rien  de  commun  avec  la  courbe  particulière  prise 
d'abord  comme  exemple;  pour  toute  courbe,  en  un  mot, 
dont  les  points  à  l'infini  seraient  placés  ailleurs  que  ceux, 
aussi  à  l'infini,  de  la  première. 

Voilà  comment  on  a  pu  être  conduit  à  dire  que  les 
points  situés  à  l^infini  sur  un  plan  sont  en  ligne  droite  ; 
mais  il  faut  bien  se  garder  de  prendre  à  la  lettre  une  telle 
locution,  qui  ne  doit  être  acceptée  que  comme  une  façon 
conventionnelle  d'exprimer  un  résultat  de  calcul.  Aussi 
bien,  que  serait-ce  pour  ces  points  à  l'infini  que  d'être 
situés  sur  une  ligne  droite  de  direction  indéterminée?  Et 
comment  une  ligne  (droite  ou  courbe)  pourrait-elle  être 


(  ags  ) 

le  lieu  de  points  situés  à  Vinfim^  puisqu'on  ne  peut  se 
représenter  une  ligne  quelconque  (droite  on  courbe)  que 
par  les  deux  régions  de  l'en  deçà  et  de  Tau  delà  qu'elle 
sépare?  Et  que  serait-ce  que  l'au  delà  de  l'infini? 

Une  autre  considération  est  bien  propre  à  montrer 
qu'une  telle  locution  ne  peut  èlre  acceptée  qu'en  sens 
conventionnel  et  symbolique  :  c'est  que  l'emploi  de  la 
méthode  des  homogènes  y  pour  la  détermination  des 
asymptotes,  ne  suppose  pas  que  l'auxiliaire  z  soit  une 
fonction  du  premier  degré  en  x  eijr.  Tous  les  calculs  du 
paragraphe  précédent  subsisteront  sans  aucune  compli- 
cation, sans  aucun  changement,  si  l'on  suppose  que  z  soit 
ane  fonction  quelconque,  pourvu  toutefois  qu'elle  soit 
d'ordre  zéro  par  rapport  aux  grandeurs  linéaires,  et  sus- 
ceptible de  se  réduire  à  l'unité  lorsque  ses  paramètres 
s'annulent;  de  sorte  que,  si  on  la  suppose  algébrique,  elle 
doit  être  de  la  forme 

Sous  ces  conditions,  l'équation  (d)  représentera  de 
nouveau  la  tangente  à  la  courbe  (|3)  et  deviendra  aussi 
l'équation  de  l'asymptote  à  la  courbe  (a)  quand  on  fera 
évanouir  les  paramètres  a,  ft,  c,  • . . . 

Mais  alors  on  serait  donc  fondé  à  dire  que  les  points  à 
l'infini  de  la  courbe  quelconque  (a)  et,  par  conséquent, 
que  tous  les  points  à  Finfini  du  plan  sont  sur  une  courbe 
de  la  nature  de  celles  que  représente  l'équation 

(A)  o  =  I  -h  a*  4-  ft/  -t-  ex'  -t-  dxy  -\-fy^  -+-..? 

Oui,  on  y  serait  autorisé,  ou  tout  au  moins  ce  ne  serait 
ni  plus  faux  ni  plus  vrai  que  d'affirmer  que  ces  points  à 
l'infini  sont  en  ligne  droite. 

Car  si  l'on  peut  dire  de  la  droite 

I  -+-  ax  -f-  by  =:  o 


(«96) 
qu'elle  passe  à  Tinfini  lorsque  a  et  i  9  annulent,  il  y  a 
même  motif  de  dire  que  la  courbe  (A)  passe  à  l'infini 
lorsque  les  paramètres  a,  ft^  c, . . .  s'évanouissent.  Pour 
rendre  cela  sensible,  il  suffit  de  former  l'ëquation  aux 
abscisses  des  rencontres  de  cette  courbe  avec  la  droite 
y  =:  m.r ,  et  de  supposer  ensuite  l'évanouissement  des  pa- 
ramètres. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  faisant  décroître  in- 
définiment les  paramètres  des  équations 


1  —  a^j'^  —  a^jr^  =0,      I  —  a*x'  —  b*j^  =^  o, 


•  f 


on  trouverait  à  volonté  que  les  points  à  Tinfini  sont  sur 
un  cercle,  sur  une  ellipse,  etc. 

Le  dernier  mot  de  tout  cela,  c'est  qu'il  n'y  a  pas  dans 
le  calcul  de  véritables  infinis,  le  mot  infinij  comme 
chacun  le  sait  bien,  n'ayant  pas  d'autre  emploi,  en  Ma- 
thématiques, que  de  remplacer  le  mot  indéfini,  lequel 
ne  peut  lui-même  correspondre  qu'à  des  grandeurs  in- 
déterminées f  et  alors  le  lointain  indéfini  (indéterminé) 
d'un  plan  peut,  en  effet,  être  conçu  sous  telle  forme  qu'on 
veut,  puisque  ce  n'est  jamais  la  fin  du  plan. 

J'ai  déjà  ailleurs  critiqué  cette  locution,  que  les  points 
à  l'infini  d'un  plan  sont  en  ligne  droite^  mais,  comme 
je  l'ai  dit  alors,  s'il  est  vrai  que  l'infini  absolu  ne  puisse 
jamais  être  l'objet  du  calcul,  c'est  toutefois  un  élément 
essentiel  de  l'intelligence,  une  idée  aussi  inhérente  à  l'es* 
prit  humain  que  les  idées  de  cause  et  de  substance;  et  je 
crois  avoir  montré  que,  sans  vouloir  faire  entrer  cette 
idée  dans  le  calcul,  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  le  géomètre^de 
la  repousser  indéfiniment  ;  car  elle  s'offre  à  lui  tout  au 
moins  dans  le  postulatum  d'Eudide,  et  peut  lui  servir  à 
transformer  ce  postulatum  en  un  théorème  démontrable» 
[Voir  l'opuscule  publié  sous  ce  titre  :  De  V Infini,  ou 


(  «97  ) 
Métaphysique  et  Géométrie ^   1871.   Paris,  Gauthier- 
ViUai-s.) 

EXPOSITION  DE  U  MÉTHODE  DBS  ÉQUIPOLLENGES 

(mite,  voir  même  tome,  p.  a4i}ï 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Tradnit  de  Titalien  par  M.  Laisant,  capitaioe  du  Génie.) 


78.  Inscrire  dans  un  cercle  unpoljgone  dont  les  côtés 
passent  par  des  points  donnés,  ou  soient  de  longueurs 
données. 

n  y  a  peu  de  problèmes  de  Géométrie  élémentaire 
qui  aient  occupé  les  mathématiciens  autant  que  celui 
consistant  à  inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  dont  les 
côtés  passent  par  des  points  donnés.  La  solution  suivante^ 
publiée  par  moi  en  i835,  est  peut-être  plus  simple  que 
celles  trouvées  par  les  considérations  synthétiques  indi- 
rectes des  anciens  géomètres. 

Soit  qu^on  veuille  inscrire  un  quadrilatère  XYZW 
(Jig.  Il) y  dont  les  trois  côtés  XY,  YZ,  ZW  passent 
respectivement  par  les  points  donnés  A,  B,  C,  et  dont  le 
quatrième  côté  WX  ait  une  longueur  donnée.  Soit  OH 
le  rayon  d^inclinaison  nulle.  Posons 

OXtA-t'OU, 
OY^«rOH, 
OZ  -Jl^e'OH, 

La  condition  que  XAY  soit  une  ligne  droite  s'exprime 
(44)  par 

«*0H  —  OA  vA,/z(arOH  —  OA). 


Entre  cette  éqnipoUence  et  sa  conjuguée,  nous  élimi* 
nerons  n  et  nous  aurons 

(g'OH  —  OA)  (f-^OH  —  cj.OA), 
r:i3-(t-'0H  —  cj.OA)  (g'^OH  —  OA). 

Cette  ëquipollence  devient  identique  (et  il  était  facile 
de  le  prévoir)  lorsque  y=:X'^  elle  est  donc  divisible  par 


€' —  e-^,  et  donne  par  suite  la  relation  suivante  entre  x 
et  j: 


(0 


f'%A?(OA  -^  «rOH)  :(0H  —  «r cj.OA). 


De  même,  les  conditions  que  les  côtés  TZ,  ZW  passent 
par  les  points  B  et  C  fournissent  les  relations 

(2)  ir^(OB  —  e'OH):(OH  — ««cj.OB), 

(3)  8*^ (OC  -e«OH):(OH— 8-cj.OC). 

Enfin,  en  appelant  $  Tare  donné  WX,  on  aura 

(4)  f"»^f«-*. 


(  ^9  ) 

Par  des  substitutions  successives  effectuées  dans  les 
précédentes  équipollences,  nous  obtiendrons  une  équi- 
pollence  trinôme,  qui  nous  permettra  de  déterminer  l^in- 
clînaison  inconnue  x,  c'est-à-dire  la  position  du  point  X. 

Pour  montrer  comment  il  y  aurai  tli  eu  d*opérer,  quel  que 
fut  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  nous  formerons  suc- 
cessiven^Dt  les  coefficients  des  équipollences  résultant  des 
sabstitutioii^ .  indiquées.  En  substituant  la  valeur  (u) 
dans  (i),  nous  aurons 

«'^(OA.OH  —  ««OAcj.OB  —  OB.OH  H-  s'OH.OH): 
(OH.OH  — «'OHcj.OB— cj.0A.0B-f-8»cj.0A.0H) 
^(OA.  -+-  f'OH.)  :  (cj.  Oe,  -h  iTj.  0A|), 

pourvu  que 

OA.^OA  — OB, 

OH.•:f^-OH  —  OA  cj.  OB  :  OH. 
De  même 

«'•=A:?(OA,— e-OH,):  (cj.OH,— •«cj.OAO, 

pourvu  que 

OA,d^OA,  +  OH,.  OC  :  OH 

et 

0H,r^0H.4-0A.cj.0G:0H. 

On  continuerait  ainsi  de  la  même  manière.  Dans  le  cas 
que  nous  considérons,  l'équipoUence  (4)  nous  donnera 

i''-*çj.OA,—  ••cj.OB,-*.  c*-^0H,-t-  0A,*:i^o, 

on,  en  multipliant  par  e*"*OH  :  cj .  OAt , 

e'OH  H- «*-*0H .  OA,  :  cj .  OA, 

^OH(OH,-*-«*cj.OH,):cj.OA,^OU, 

laquelle  équîpoUence ,    comparée    comme   d'habitude 
(88)  avec 

OX-f-XU-û-OU, 


(  3ao  ) 
nous  montre  qne  le  point  X  s'obtiendra  en  coupant  le 
cercle   donné   par  une  autre   circonférence  égale ,  de 
centre  U, 

LeséquipoUencesprécédenlesnousmontrentclairement 
comment  on  trouve  les  points  Ai,  Hi, ....  On  mène  AA, 
équIpoUente  à  BO  \  on  construit  le  triangle  OAK  symé- 
triquement semblable  à  OHB,  et  l'on  mène  HHi^  KO; 
on  forme  O  Hj  Li  directement  semblable  à  01^,  et  OAi  K| 
inversement  semblable  au  même  triangle  OHC;  enfin  Ton 
tire  Al  At^^OLi,  HiH,%^OKi.  La  corde  HI  étant  égale 
au  côté  WX  du  quadrilatère  cherché,  on  mène  OT  per- 
pendiculaire k  cette  corde  HI,  et  ayant  par  suite  pour  in- 
clinaison ^  âj  et  on  la  coupe  de  manière  que  HfT  soit 
égal  à  OHf  On  aura 

OT^OHa-|-«*cj.OB,. 

Enfin,  construisant  OTU  inversement  semblable  à 
O  AcH,  la  droite  qui  divisera  perpendiculairement  OU  en 
deux  parties  égales  coupera  la  circonférence  donnée  au 
sommet  X  du  quadrilatère  demandé  XAYBZCW. 

Dans  notre  figure,  la  direction  arbitraire  OH  a  été  prise 
suivant  OC,  de  sorte  que  les  triangles  OHC,  OHiLj, 
O  A|  Kl  se  sont  trouvés  réduits  à  trois  droites  divisées  pro- 
portionnellement. 

79.  Notre  solution  présente  l'avantage  d'indiquer  les 
calculs  par  lesquels  on  peut  déterminer  numériquement 
la  position  du  sommet  X. 

Les  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule  lorsque  OU 
est  double  du  rayon  du  cercle,  c'est-à-dire  lorsque  la  di- 
rection de  OT  est  telle  que  la  projection  de  OH^  sur  cette 
droite  soit  égale  à  OA^.  Dans  ce  cas,  le  côté  ZW  est  le 
plus  grand  de  tous  ceux  des  quadrilatères  inscrits  dans  le 
cercle,  et  dont  trois  côtés  passent  par  les  points  A,  B,  C. 


(3oi  ) 

80.  Dans  le  n®  78,  nous  avons  eu  occasion  d'exprimer 
la  condition  que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  par  une 
éqaipollence  ne  contenant  pas  les  coefficients  arbitraires 
employés  dans  ce  but  au  n^  14,  et  nous  sommes  parvenu 
à  la  formule  désirée,  au  moyen ^de  Télimination,  et  par 
Yoie  tout  à  fait  directe.  Ce  n'est  pasnn  des  moindres 
avantages  de  la  méthode  des  équipollences  que  de  ne  pas 
obliger  de  recourir  à  des  formules  précédemment  démon- 
trées, et  de  pouvoir  présenter  tous  les  résultats  comme 
des  conséquences  faciles  des  principes  fondamentaux. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  instant  Tattention  sur 

les  fonctions  alternées  ou  déterminants  y  qui  servent  à 

établir  la  condition  dont  on  s'occupe.  Au  n^  44,  nous 

avons  vu  que,  si 

pO/L  4-çOB  ^rOC^o, 

il  faut,  pour  qm  les  points  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite, 
que  les  trois  coefficients  numériques  satisfassent  à  la  re- 
lation 

/?  H-  V  -h  r^éào. 

Ajoutant  à  cette  équipoIlence*la  conjuguée  de  la  pre- 
mière 

et  remarquant  qu^elles  doivent  exister  simultanément,  la 
théorie  de  Télimination  nous  fait  voir  que  :  la  condition 
que  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite  s^exprime  en  écrivant 
que  la  fonction  alternée 

OBcj.OC  — OCcj.OB 

H-  OCcj.OA  —  OAcj.OC  -♦-  OA  cj.OB  —  OBcj.OA 

est  équipollente  à  zéro. 

81.  Cherchons  maintenant  la  condition  nécessaire 
pour  que  les  perpendiculaires  aux  extrémités  des  droites 
OA',  OB',  OC  se  rencontrent  en  un  même  point  M. 
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Nous  avons  (48) 

Entre  ces  équipollences  et  leurs  conjuguées  on  éli- 
mine /,  m,  n,  et  Ton  trouve  que  la  condition  cherchée  est 
exprimée  ainsi,  4^  moyen  de  la  fonction  alternée  sui" 

vante  : 

OA'  cj.  OA'  (OB'  cj.  OC  —  OC'  cj.  OB'  ) 

4-  OB'  cj.  OB'  (OC  cj.  OA'  —  OA'cj.  OC) 

-h  OC  cj.  OC  (OA'cj.OB'  —  dB'cj.OA')^o. 

La  théorie  de  l'élimination  nous  montre  que,  par  suite^ 
nous  pouvons  avoir  en  même  temps  les  trois  équipol- 
lences 

p'  OA'  -I-  ^'OB'  -I-  r'OC^  o, 

o'rj.OA-t-. .  .*^Oy 

p'gr'OA'  H-  q' geOB'  4-  r'gr'OCt^ ©• 

Dans  la  dernière  (qui  est  aussi  une  équation),  on  a  écrit 
gr'OA'  (82)  au  lieu  de  OA'cj. OA',  etc. 

De  la,  on  pourrait  tirer  comme  conséquence  un  théo- 
rème connu  de  Mécanique^  sans  insiter  lâ-dessus,^  nous 
remarquerons  que  la  fonction  alternée  de  ce  paragraphe 
se  déduit  de  celle  du  paragraphe  précédent,  en  supposant 

•  OA':A,,:cj.OA, 

Il  en  résulte  que.  A,  B,  C  étant  en  ligne  droite,  si  par 
on  point  quelconque  O  on  mène  OA,  OB,  OC,  et  qu'on 
prenne  sur  ces  droites  les  longueurs  O  A',  • .  •  inversement 
proportionnelles  à  OA,  •••,  les  trois  perpendiculaires 
élevées  en  A',  B',  C  se  rencontreront  en  un  même  point, 
et  réciproquement.  C*est  un  des  théorèmes  fondamentaux 
de  la  réciprocité^  en  transformation  polaire  des  6gures. 

82.  PftOBLÈMB.  —  Circonscrire  à  un  cercle  un  poly- 
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gone  dont  les  angles  aient  leurs  sommets  situés  sur  des 
droites  données  ou  soient  de  grandeurs  données. 

Les  droite»  seront  convenablement  définies  par  les  per- 
pendiculaires OA',  OB',.  • .  (Jig,  ûa)  abaissées  sur  elles 

Fig.  aa. 


par  le  centre  O  du  cercle  donné,  et  les  points  de  contact 
du  triangle  circonscrit  se  trouvent  exprimés  par 

OH  étant  le  rayon  pris  pour  origine  des  inclinaisons.  La 
condition  pour  que  les  trois  perpendiculaires  élevées  aux 
extrémités  de  OA',  OX,  OY  se  rencontrent  en  un  même 
point  M  a  été  donnée  plus  haut  :  c'est 

OA'cj.OA'lf*-^— «r-*) 
-h  OH(ircj.OA'—  I-/OA'  -f-  «-'OA'  —  «'cj.OA')  %à?o. 

Cette  équipollence  devient  identique  (et  il  était  facile 
de  le  prévoir),  lorsque  x  =  j^  ;  divisée  par  €' —  6-^,  puis 
résolue  par  rapport  à  e',  elle  donne 

f-AflOH.OA'—  «rOA'cj.OA')  :  (OA'  cj.OA—  »rOHej.OA'), 
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équîpollence  qui  devient  identique  à  celle  (i)  du  n^  78, 
lorsqu^on  pose 

OA%>î-(OH)':cj.OA', 

si  bien  que  la  condition  imposée  aux  tangentes  en  X,  Y, 
de  se  rencontrer  en  un  point  de  la  droite  A' M,  est  iden- 
tique avec  celle  obligeant  la  corde  XY  à  passer  par  le  point 
A,  située  surOAMe  telle  sorte  que  OÂ.O A' égale  le  carré 
du  rayon  (ce  qui  est  très-connu  dans  la  théorie  des  po- 
laires). Déterminant  de  la  même  manière  le  point  B  de 
OB^ . . . ,  nous  réduirons  le  problème  aux  formules  plus 
commodes  du  n^78. 

83.  Si,  par  exemple,  le  triangle  MNP,  circonscrit  au 
cercle,  doit  avoir  deux  sommets  sur  les  droites  A'M ,  B'N, 
et  Tangle  P  maximum,  nous  déterminerons  comme  plus 
haut  les  deux  points  A,  B;  puis,  menant  le  rayon  OBH, 
nous  diviserons  OA  en  K,  de  la  même  manière  que  le 
rayon  OH  est  coupé  en  B.  Après  cela,  nous  mènerons 
A  Ai  ^dîkBO,  HHi  ^  KO  ;  et,  donnant  à  OS  une  direction 
telle  que  la  projection  de  OHj  sur  cette  droite  soit  égale 
à  OAi,  nous  formerons  l'angle  SOX  égal  à  HOAi.  U  y  a 
deux  solutions  maxima,  répondant  aux  deux  positions  OS 
et  OSi  que  peut  prendre  Oâ. 

84.  P&OBLÊME.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  : 
trouver  la  base  commune  des  trois  triangles  AXY,  BXY, 
CXY,  connaissant  les  différences  de  leurs  angles  au 
sommet  A,  6,  C,  ainsi  que  les  rapports  entre  les  rapports 
de  leurs  côtés  AX:  AY,  BX:BY,  CX:CY. 

Ce  problème  s'est  présenté  à  Lagrange  dans  quel- 
ques-unes- de  ses  considérations  sur  les  cartes  géogra- 
phiques. 
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Par  les  équipoUences^  la  solution  en  est  tout  à  fait  directe 
et  facile  {*). 
Les  conditions  du  problème  [fig*  ^3)  sont  exprimées* 

Fig.  33. 


par  les  deux  équipoUences 

AX.BY:AY.BX^CN:CA, 
AX.CY:AY.CX^BM:BA, 

pouryu  que  CN  ait  une  inclinaison  et  une  grandeur  telles 

que 

angle  ACN  =  angle  Y  AX  —  angle  YBX, 

et  que  le  rapport  CN  :  CA  soit  égal  au  quotient  donné  de 
AX:AY  divisé  par  BX:BY.  On  en  peut  dire  autant 
pour  BM.  Par  la  règle  I,  toutes  les  droites  inconnues  se 
réduisent  aux  deux  AX,  AY*,  il  est  ensuite  facile  d'éli- 


(")  Voici  comment  s'eiprime  Lagrange  au  sujet  de  ce  problème  : 
«  Or  ce  problème  me  parait  assez  difficile  à  résoudre  par  la  Géométrie; 
et  quant  à  la  solution  algébrique,  je  ne  l'ai  pas  tentée,  soit  pour  ne  pas 
trop  m'écarter  de  mon  sujet,  soit  aussi  parce  qu'il  me  semble  qu'elle  ne 
serait  d'aucun  usage,  à  moins  qu'on  ne  pût  la  ramener  ensuite  à  une 
construction  aisée. 

»  Par  le  moyen  de  ce  problème,  on  pourra  donc  construire  une  carte 
géographique  dans  laquelle  trois  lieux  quelconques  seront  placés  à  vo- 
lonté; ce  qui  peut  être  utile  dans  quelques  occasions.  • 

(Lâgrahgb,  Mém,  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1779,  p.  soi,  $  340 

Ànn,  de  JUathémat,,  t.  XII,  a«  série.  (JuUIet  1873.)  20 


(  3o6  ) 
;mifBer  cette  dernière,  et  d'obtenir  la  formule  ds  solution 

AX  ^  (AC.MB -«- AB.CN)  :  MN-^  AR -4- AS, 

SI  1  on  a 

AR^AC.MBiMN, 

AS^:^AB.NC:NM, 

c'est*à-dire  qiie,  si  Ton  construit  les  triangles  ÂCR,  ABS, 
qui ,  respectivement ,  soient  directement  semblables  à 
MNB,  NMC,  on  aura 

SX-d^AR. 

On  pourra  pareillement  déterminer  Y  ;  dans  l'expres- 
sion fournissant  ce  point,  il  conviendra  de  substituer  aux 
rapports  CN  :  CA,  BM  :  BA  leurs  équippUenls  CA  :CN', 
BA  :  BIVl^  afin  qu'on  puisse  éliminer  X  avec  la  même  fa- 
cilité qu'on  a  précédemment  éliminé  Y.   On  trouvera 

ainsi 

AY^AR'-*-AS', 

AR'  et  AS'  étant  respectivement 

AR'-^AC.M'B-.M'N', 

AS'^AB.1S'C:N'M', 
ce  qui  donne 

AR.AR'^AS.AS'. 

85.  Problème.  —  Construire  un  triangle,  connaissant 
la  baêe,  le  produit  ou  le  rapport  des  deux  autres  côtés, 
et  "la  somme  ou  la  différence  des  deux  angles  à  la  base. 

'Désignant  par  X  le  sommet  inconnu  du  triangle  ABX, 
et  se  rappelant  que  cj.  AX  a  une  grandeur  égale  à  celle 
^  JlX,jetune  inclinaison  égale,  mais  de  signe  contraire 
'(45^),  on  verra  que  les  deux  conditions,  dans  chacun  des 
XïASxdu  j>roblème9  sont  comprises -dans  une  seule  équipol- 
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lencey  dont  le  membre  inconnu  est  dans  les  quatre  cas 
AXcj.BX,  AX.BX,  AX:BX,  AX:cj.BX.  Les  deux  der- 
niers cas  ont  déjà  été  résolus  aux  n°'40  et  47.  Le  second 
cas  ne  présente  aucune  difficulté,  puisque  Téquipollence 
se  résout  de  la  même  manière  qu^une  équation  du  second 

Fîg.  a4. 


<kgré  )  nous  aurons  occasion  d'effectuer  cette  résolution 
au  n«  125. 

Le  premier  cas  va  nous  fournir  Foccasion  de  faire  une 
observation  fort  importante.  En  posant  {fig<  ^4) 

AXcj.BX^ADcj.BA, 

AD.Â6  sera  le  produit  donné  des  deux  côtés,  et 

angleXAD  =  angle  XBA, 

c'est-à-dire  que  BÂD  est  la  somme  des  deux  angles  à  la  base. 
L'équipoUence  qui  exprime  les  conditions  du  problème 
contient  AX,  et 

cj.BX%û-cj.AX  — cj.AB. 
II  faudra,  par  suite,  la  combiner  avec  sa  conjuguée 
cj.AX{AX  —  AB)  -H  ABcj.  AD%à?o. 

Prenant  AB  pour  origine  des  inclinaisons,  la  première 
équipoUence  devient 

AX{cj.AX  — AB)  +  AB.AD^o. 

20. 
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Les  retrancliant  Pane  de  Tautre,  on  a 

AX  — cj.AX^AD  —  cj.AD, 

ou  (10) 

Par  suite  DX  est  parallèle  à  AB,  ce  que  Ton  pouvait 
facilement  déduire  de  considérations  géométriques. 
Éliminant  cj.AX,  on  obtient 

(  AX)»  —  (AB  -4-  AD  —  cj.  AD)  AX  4-  AB. AD^^o, 
formule  de  résolution  qui  se  simplifiera  en  posant 
AB^!iAC,    AD—  cj.ADtA-aCE, 

c^est- à-dire    (56)   en   menant  CE  perpendiculaire  sur 

le  milieu  de  AB,  et  DE  parallèle  à  AB  *,  et  enfin  en  cou- 

struisant 

AF^AB.AD:AE, 

c'est-à-dire  le  triangle  ADF  directement  semblable  au 
triangle  isoscèle  AEB. 

Diaprés  cela,  par  un  calcul  facile  (10,  IS),  on  trou- 
vera 

ex^V'êaTëf, 

ce  qui  nous  montre  que  la  droite  EX  doit  être  moyenne 
proportionnelle  entre  AE,  EF,  et  également  inclinée  sur 
ces  deux  droites. 

86.  On  obtient  une  solution  encore  plus  simple  parla 
transformation  très-facile  qui  suit,  dans  laquelle  P  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  la 
droite  AB  d'inclinaison  nulle,  en  sorte  que 

CE^PD,     aPD^ AD  —  cj. AD  (56). 


(3o9) 
.  L'équipoUence  du  second  degré  en  AX  donne 

(EX)»-!i-(ÎAC  H-  PD)»  —  AB  (AP  -+-  PD) 
^(AC  —  AP)»  —  (  APp  -h  (PD)» 
tit(CP)»  —  ( AP  4-  PD)  (AP  —  PD) 
%Ae(CP)»  — ADcj.AD. 

Observant  que  les  deuiE  derniers  termes  ont  une  incli- 
naison nulle,  nous  verrons  que  cette  équipollence  est 
identique  à  Téquation 

gr'EX  =  gr>CP  —  gr»  AD. 

Par  suite,  diaprés  le  théorème  de  Pythagore,  sur  EC 
nous  prendrons  EG  =  AD,  puis  nous  couperons  ED  en  X 
par  un  arc  de  centre  G  et  d'un  rayon  égal  à  CP. 

87.  Lorsque  le  problème  est  impossible,  la  construc- 
tion précédente  met  en  évidence  cette  impossibilité;  il 
n'en  est  pas  ainsi  pour  celle  du  n^85,  puisque,  si  F  tombe 
entre  E  et  B,  le  point  X  sera  réel  et  se  trouvera  sur  EC. 

Dans  le  calcul  des  équipoUences,  il  peut  donc  arriver 
^ce  qui  se  présente  fort  souvent  aussi  en  Algèbre)  qu'en 
combinant  une  équipollence  avec  sa  conjuguée  on  ob- 
tienne une  solution  qui  ne  satisfasse  pas  à  la  première. 
Ceci  est  rendu  évident  pour  le  cas  dont  nous  nous  occu- 
pons, par  ce  fait  que  la  condition  DX  «^  cj .  DX  n'est  plus 
satisfaite. 

88.  Problème.  —  On  donne  trois  circonférences 
ayant  un  point  commun  I  [fig*  aS).  Mener  par  ce  point 
la  droite  IXZY,  telle  que  les  segments  XZ,  XY  de  cette 
droite,  compris  entre  les  circonférences,  aient  entre  eux 
le  rapport  donné  m. 

Désignant  par  e*"  l'indinaison  de  la  droite  cherchée,  la 
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corde  JZ^ze'^  àa  cercle  C  sera  donnée  par 

»i«  — IC^iieZCï^i'IC, 
en  posant 

i  =  inc.  CZ  —  inc.  IT. 

Fig.  25. 


€•-" 


Multipliant  la  précédente  équipoUence  par  sa  con- 
juguée 

a«~"  — cj.IC^A^i-'cj.IC, 
on  obtient 

3|iiçA>g«icj.IC-h  IC. 

Cette  expression  de  IZ,  et  les  deux  analogues  de  IX, 
lY,  substituées  dans  Féquipollence 

XZ  — imXY^^o, 

donnent 

«»"(cj.  AC  —  m  cj. AB)  4-  AC  —  /nABd^o. 

Construisant 

AL^mAB,     AC  — mABt^LC, 

on  a 

l'-cj.LC-dt  — LC, 

équipoUence  qui  donne 

nu  —  iDc.LG  =  inc.LC  —  i8o*. 
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OU 

Il  =  inc.LC~  90®. 

Donc  la  droite  cherchée  est  perpendiculaire  à  la  droite 
IX^,  déterminée  plus  haut. 

89.  Une  solution  aussi  rapide  étant  trouvée,  il  est  far 
cile  ensuite  de  la  démon  irer  au  moyen  de  considérations 
géométriques,  et  même  de  l'étendre  au  problème  ana- 
logue relatif  à  quatre  sphères  ayant  un  point  commun  I. 

Le  problème  concernant  les  trois  circonférences  a  été, 
résolu  beaucoup  plus  péniblement  par  Pergola  (Acadi 
de  N aptes,  1788,  p.  i36)  ;  il  en  déduit  la  solution  de 
cet  autre  problème,  proposé  par  Newton  {Princ.  math^, 
lemme  27)  :  «  Inscrire  entre  quatre  droites  données  un 
quadrilatère  semblable  à  un  quadrilatère  donné.  »  J'ai 
résolu  ce  dernier  au  n^  48  de  mon  Mémoire  de  i843..Lq 
premier  problème  fut  proposé  ensuite  par   Steinvr^  eV 
résolu  par  Glausen  (Journal  de   Crelle,   t.  II,   iSsj» 
p.  96^  et  t.  YI,  i83o,  p.  4^4 )• 

ADDITIONS  DU  TRADUCTOUR  AU  N*  89. 

I.  Solution  géométrique  du  problème  précédent,  —  Soit  IX YZ  1&  droite 
cherchée.  A,  B,  C  les  trois  centres,  Aa,  B^,  Gy  trois  perpendicuiaire&tsujr. 
iXTZ.  On  aura 

IX=iaIa,     IY=:3l/3,     IZ=^2l7, 

et,  par  suite, 

XY  =  3  a^ ,     XZ  =  3  ay  ; 

mais»  en  appelant  L  la  rencontre  de  AB  et  de  Cy,  on  a 

a^_AB  XY  _  AB 

(ny       AL  XZ       AL 

On  Toit  donc  qu'il  suffit  de  diviser  AB  en  L  comme  XY  doit  être  diHsë 
en  Z  pour  obtenir  une  droite  CL  perpendiculaire  à  la  droite  cherchée. 

Le  problème  peut  présenter  des  cas  particuUers  sur  lesquels  nousTR^fo^ 
siatons  pas,  et  qu'il  est  facile  de  discuter. 

extension  du  même  problème  à  quatre  sphères  afont  un  point  commun  1. 
—  Soient  IXYZV  la  droite  cherchée,  A,  B,  G,  D  les  quatre  centres,  A  oc 
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B/3,  Cy,  D^  des  perpendicalairea  sur  IXYZY.  On  aura,  comme  plus  haut, 

XY=afley3,    XZ=2a/,    XV=a«<r. 

Appelons  C  et  D'  les  rencontres  de  AB  arec  deux  plans  perpendicu- 
laires à  IXYZY  menés  respectivement  par  C  et  D.  Nous  aurons 


R/3         ay          a^ 

AB""AC'~Aiy' 

c'est-à-dire 

XY       XZ       XV 

AB  ~  AC  "■  AD' 

Donc,  en  divisant  AB  en  C  et  D\  comme  XY  doit  être  divisé  en  Z  et  Y, 
nous  obtiendrons  les  droites  CC  et  DD',  à  chacune  desquelles  la  droite 
cherchée  doit  être  perpendiculaire.  On  n'aura  donc  qu'à  mener  par  le 
point  I  une  parallèle  à  la  plus  courte  distance  de  CC  et  DD'. 

Nous  laissons  encore  ici  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  cas  parti- 
culiers. 

On  peut  remarquer  combien  ces  solutions  sont  simples  et  faciles,  au 
moins  en  apparence.  Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  qu'il  fût  aisé  de  les 
découvrir  a  priori,  par  les  seules  considérations  géométriques  ordinaires. 
La  méthode  des  équipuUences  nous  conduit  au  contraire  à  ces  résultats 
d'une  façon  tout  à  fait  naturelle.  Il  est  intéressant  de  voir  combien  cette 
Géométrie  analytique  nouvelle  apporte  un  puissant  concours  à  la  Géomé- 
trie synthétique  elle-même,  en  lui  fournissant  des  solutions  simples, 
auxquelles  l'analogie  permet  de  donner  souvent  une  plus  grande  exten- 
sion. C'est  ce  qui  se  présente  ici  pour  le  problème  des  trois  cercles  et 
celui  des  quatre  sphères;  et  c'est  pourquoi  nous  avons  tenu  à  en  indi- 
quer les  solutions  géométriques,  qui  montrent  bien  tout  ce  qu'on  peut 
demander  à  la  méthode  si  féconde  des  équipollences. 

II.  PaoBLÉMB.  —  Inscrire  entre  quatre  droites  données  un  quadrilatère 
semblable  à  un  quadrilatère  donné* 

Soient  AB,  BG,  CD,  DA  {Jig.  a5  bis)  les  quatre  droites  données,  et 
LMNP  le  quadrilatère  donné;  le  sommet  homologue  de  L  devant  se 
trouver  sur  AB,  l'homologue  de  M  sur  BC,  et  ainsi  de  suite. 

Appelons  XYZV  le  quadrilatère  cherché.  On  exprimera  qu'il  est  sem- 
blable (directement)  à  LMNP,  au  moyen  delà  double  équipollenoe 

XY       YZ    ,  ZV 

LM       MN       NP 

De  plus,  X  étant  situé  sur  AB,  on  aura 

AX  A  X  AB, 

et  de  même 

BYA^BC, 

CZ  A  z  CD, 

DV  A  cDA. 
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Or 

XY  A  BY  —  AX 4-  AB  A  J-BC  —  x AB  -f-  AB, 

YZ  A  CZ  — BY-4-BC  A^CD-j^BC-t-BC, 

ZV  ADV-~CZ-+-CDA  vD/L  — zCD-hCb.' 

Les  équipollences  eiprimant  la  similitude  deviendront  donc 

/BC-rAB-HAB       zCD—^BC-hBC      yPA  — zCD-f-CD 
LM  '^  MW  "^  NP  ' 

ou,  en  les  décomposant  en  deux  et  chassant  les  dénominateurs  LM,  NP, 


._         «^  /        LM  \         __  LM       _  _  LM        ._ 
-  xAB +r BC  (, -H  jijj^  )  -  .CD  5JJJ  A  BC  i^  -  AB. 

/NP        \ 


-,BcHh-xCD 


NP 

-t-l'AD  ACD  — BCrrrr 


Mais,  si  nous  construisons  sur  BC,  pris  pour  homologue  de  MN,  le 
quadrilatère  EBCF  directement  semblable  à  LMNP,  puis  si  nous  faisons 

Fîg.  a5  bis. 
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de  même  sur  le  côté  CD,  pris  pour  homologue  de  MN,  le  quadrilatère 
^CDH  directement  semblable  à  LMNP,  nous  aurons 

BC^AEB,     CD^AGC. 

bcIJacf.   cdMadh. 
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Nos  équipollenoes  de^ifindront,  par  suite,  ' 

(i)  —  xAh  -+- j'EC  —  «  GC  A  EA, 

(a)  —^CFH-rCH-hi^AD  A  FD. 

Pour  les  faire  servir  à  la  détermination  des  coefficients  inconnus,  nous 
les  combinerons  ayec  leurs  conjuguées 

(3)  —  a:cj.AB-f-^cj.EC  — «Cj.GC  A  cj.EA, 

(4)  — ^cj.CF-f-«cj.CHV  vcj.AD  A  cj.FD. 

L'élimination  de  x  entre  (i)  et  (S),  d'une  part,  et  celle  de  v  entre  (a) 
et  (4)>  de  l'autre,  donne  lieu  aux  équipollences 

AR  àR  AR 

EA-H^CE +  ,GC  A  cj.EAg^ +^cj.CE  jpg  +  .  ci.GC^^. 
FD -T-J'CF -h  zHC  A  cj.FD  -^  -^^cj.CF-;^  -+-  * cj.HC  -^ 


cj.AD  "    '        cj.AD  '         cj.AD 

Si  nous  construisons  les  points  C,  E',  G',  symétriques  de  C,  E,  G 
par  rapport  à  AB,  et  C,  F',  B',  symétriques  de  C,  F,  H  par  rapport 
à  AD,  les  deux  équipollences  deviendront 

EA  -+-r  CE  -h  «GC  A  E'  A  -4-7C'  E'  -+-  zG'  C, 
FD -h^CF -+- «HC  A  F'D -H rCF^H- «H'C. 

En  les  retranchant  l'une  de  l'autre,  on  obtient 

r(FE-4-E'C'-HC'F')-h«(GH-hC'G'-HH'C')AE'E-|-Fr. 

Construisons  successivement 

EIAE'C,      IKaCF", 

HQAC'G',    gRAH^C*, 

ES  A  FF*, 
et  il  viendra 

j^FK-HxGR  aE'S. 

En  menant  E'T  parallèle  à  FK,  ST  parallèle  à  RG,  on  aura  le  triangle 
E'TS,  qui  nous  donnera 

E'T-*-TSAE'S, 
et  par  comparaison 

d'où 
c'est-à-dire 


E'T  A^FK.,     TS  A  sGR, 

E'T  TS 

•^■^FiT'     '^GR' 


BY      FT      ÇZ       TS 
BC       FK  '     CD      GR' 
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Les  points  Y  et  Z  se  détermineront  donc  aisément  par  le  partais  de 
chacun  des  côtés  BG,  CD  dans  un  rapport  donné  (en  prenant  soin  de 
remarquer  le»  signes).  Il  n'y  aura  plus  ensuite  qu'à  construire  sur  ce 
côté  YZ  un  quadrilatère  semblable  à  LMNP,  HZ  étant  homologue  de  MN, 
•t  les  deux  autres  sommets  X,  Y  tomberont  forcément  sur  les  droites 
données. 

Si  l'on  Toulait  construire  un  quadrilatère  ^métriquement  semblable 
àLMNP  et  satisfaisant  aux  conditions  demandées,  on  commencerait  par 
tracer  L' M' N'P'  symétrique  de  LMNP,  et  Ton  opérerait  sur  L'M'N'P, 
comme  on  l'a  fait  sur  LMNP. 
I  La  construction  c^dessus  fera  ressortir  les  circonstances  particulières 

qui  pensent  se  présenter  parfois.  C'est  ainsi  qu'on  yerra  que  ce  pro- 
blème ;  Inscrire  un  carré  dans  un  carré^  est  indéterminé,  et  conduit  seu- 
lement k  la  relation  r  =  2*     '' 

{A  suivre,) 

nonUÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DE  LA  DROITE  RECTIFIANTE-, 

Par  h.  Ch.  RUCHONNET. 
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Le  plan  mène  par  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe 
non  plane  perpendiculairement  au  plan  osculateur  a  été 
appelé  plan  rectifiant  (*),  parce  que,  si  l'on  considère  ce 
plan  en  tous  les  points  de  la  courbe^  son  enveloppe  est 
une  surface  qui,  par  son  développement,  la  transforme 
en  une  ligne  droite.  La  génératrice  de  cette  surface,  qui 
estrintersection  limite  des  plans  rectifiants  en  deux  points 
de  la  courbe  infiniment  voisins,  s'appelle  la  droite  rec-^ 
tifiante.  Cette  droite  jouit  d'une  propriété  caractéristique 
dont  voici  l'énoncé  : 

De  toutes  les  droites  qu'on  peut  conduire  par  un  point 
M  d^une  courbe^  la  rectifiante  est  la  plus  également 
inclinée  sur  les  tangentes  en  deux  points  M.  et  M!  infini-- 
fient  voisins  ;  en  d^autres  termes,  la  différence  des  an-- 
gles  que  cette  droite  fait  avec  les  deux  tangentes  est 

r)  Par  Lancret,  au  commencement  de  ce  siècle. 
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infiniment  petite  par  rapport  à  la  même  différence  rela- 
tiife  à  toute  autre  droite  menée  par  M. 

Soient  MT  la  tangente  en  M,  MT'  la  parallèle  menée 
par  M  à  la  tangente  en  M',  et  MS  une  droite  dirigée  a 
volonté.  Posons 

angle  TMS  =  a,     angleT'  MS  =  a  -h  u  ; 

il  s^agit  de  montrer  que  la  valeur  que  reçoit  ai>  quand 
MS  coïncide  avec  la  droite  rectifiante  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  la  valeur  qu'il  prend  dans  tout  autre  cas. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  l'angle  des  tangentes  en 
M,  M' sera  représenté  par  e,  et  celui  des  plans  osculaieurs 
en  ces  mêmes  points  par  m. 

Saurai  à  faire  usage  des  deux  théorèmes  suivants,  dont 
le  premier  est  bien  connu  : 

I.  La  droite  rectifiante  fait  avec  la  tangente  un 

angle  a  gui  est  donné  par  la  relation  tanga  ==lim-' 

Le  plan  osculateuret  le  plan  normal  au  point  M/or^ 
ment  par  leur  intersection  quatre  dièdres  droits.  La 
droite  rectifiante  passe  dans  celui  de  ces  dièdres  où  se 
trouue  le  point  M'. 

II.  Le  plan  TMT  '  fait  avec  le  plan  osculateur  un 
angle  égal  àym,  à  une  quantité  près  d'ordre  supérieur 
à  celui  de  y}» 

Pour  le  faire  voir,  par  un  point  quelconque  O  condui- 
sons des  parallèles  à  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  : 
ces  parallèles  forment  par  leur  ensemble  un  cône  dont 
les  plans  tangents  sont  parallèles  aux  plans  osculateurs 
de  la  courbe.  Soit  m  un  point  quelconque  pris  sur  la 
génératrice  parallèle  à  la  tangente  MT  :  le  plan  mené  par 
m  perpendiculairement  à  Om  coupe  le  cône  suivant  une 
courbe  C  qui  rencontre  en  un  point  m!  la  génératrice 
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parallèle  à  la  tangente  en  M'  à  la  courbe  donnée.  Soit  t 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  m  et  en  mf  à  la 
coarbe  C  :  l'angle  de  ces  tangentes  est,  en  négligeant  un 
infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  sien,  égal  à  l'angle 
des  plans  tangents  au  cône  suivant  O m  et  Om\  lequel  est 
pFécisément  égal  à  rj.  Les  angles  tmmfj  tm'm  formés  par 
les  tangentes  en  m,  m!  avec  la  corde  mm!  sont  dès  lors 
%aax  à  \ri  \  mais  le  premier  de  ces  deux  angles  est  égal  à 
celui  des  plans  O/nt,  mOm\  c'est-à-dire  à  Tangle  que  le 
plao  osculateur  en  M  fait  avec  le  plan  TMT'.  Ce  dernier 
est  donc  égal  à  y^,  et  c'est  là  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Retournons  maintenant  à  notre  objet.  Les  trois  droites 
MT,  MT,  MS  peuvent  être  envisagées,  à  partir  de  M, 
dans  deux  directions  différentes,  et  il  sera  bon  de  préci- 
ser pour  chacune  celle  que  nous  choisirons.  Nous  appel- 
lerons MT  celle  des  deux  directions  de  la  tangente  en  M 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  la  corde  MM'  considérée 
comme  tirée  de  M  vers  M',  et  nous  appellerons  MT',  MS 
celles  des  directions  des  deux  autres  droites  qui  sont 
situées  par  rapport  au  plan  osculateur  en  M  du  même 
côté  que  le  point  M'.  Alors  Fangle  TMT'  est  égal  à 
Taugle  infiniment  petit  e. 

Désignons  par  A  l'angle  dièdre  dont  l'arête  est  MT  et 
qui  est  formé  par  les  deux  plans  TMS,  TMT  :  la  formule 
fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique  donne 

cos{a  +  a>)=cosacose  -H  sina  sînccosA, 

d'où,  en  se  rappelant  que  cose  =  i  —  2  sin*  ~  e, 

(0    cosa  —  cos(a  +  ti)z=2cosa  sin^j-s  —  sma  sine  cosA. 

Or  une  autre  fornmle  bien  connue  donne 

va)  cosa  —  cos(aH- w)=  2sin  (a  H-  -  j  sin  -• 
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Substituons  au  premier  membre  de  (i)  sa  valeur  fournie 
par  la  relation  (a).  Dans  Tégalitë  ainsi  obtenue,  on  n^al- 
térera  le  premier  membre  que  d'une  quantité  d^ordre 

supérieur  au  sien,  si  l'on  y  remplace  sîn  la-i — J  par 
sina,  et  sin  -  par  -•  Divisant  en  outre  par  sinéi,  il  vient 

(3)  6j  =  2cotasin^ji  —  sînicosÂ^ 

et  il  s'agit  de  déterminer  Tordre  infinitésimal  du  second 
membre  de  cette  équation.  Nous  considérons  Tare  MM', 
et  par  suite  aussi  les  angles  e  et  m^  comme  étant  du  pre- 
mier ordre. 

Â  cet  effet,  supposons  d^abord  que  MS  ne  soit  pas 
situé  dans  le  plan  rectifiant.  Alors,  comme  le  plan  TMT' 
se  confond  à  la  limite  avec  le  plan  osculateur,  l'angle  A 
est  différent  d'un  angle  droit,  son  cosinus  ne  tend  pas  vers 
zéro,  et  par  conséquent  sine  cosA  est  du  premier  ordre; 
mais  Tautre  terme  du  second  membre  de  Téquation  (3) 
est  du  second  ordre  :  donc  (ù  est  du  premier  ordre. 
Ainsi  ot>  est  du  premier  ordre  toutes  les  fois  que  Ta 
droite  MS  n^est  pas  contenue  dans  le  plan  rectifiant. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  MS  soit  contenue 
dans  ce  plan.  Le  plan  TMT'  fait  avec  le  plan  osculateur 
un  angle  égal  à  \in  (II),  et,  comme  ce  dernier  plan  passe 
par  MT,  l'angle  A,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  est  égal 

à ir^x  alors  on  a 

cosA  =  5in~ïï,     ou     cosA  =  y>î. 

Remplaçant  en  outre  asin^^e  par  \e*j  l'équation  (3)  de- 
vient 

et  chacun  des  deux  termes  n*est  fautif  que  d'une  quantité 
d'ordre  supérieur  au  second.  Cette  valeur  de  ta  est  du 
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second  ordre,  si  les  deux  termes  ne  sont  pas  des  infiniment 
petits  égaux,  par  conséquent  toutes  les  fois  que  Ton  n'a  pas 

tanga  =  lim  —  Or  tanga  =r  lim  -  est  la  valeur  de  tanga 
TU  >ï 

relative  à  la  droite  rectifiante  (I)  ]  donc,  si  MS  est  situé 

dans  le  plan  rectifiant  sans  être  la  droite  rectifiante,  a>  est 

da  second  ordre. 

Mais  si  MS  se  confond  avec  cette  droite,  les  deux 

termes  du  second  membre  de  la  dernière  équation  étant 

des  infiniment  petits  égaux,  tù  est  d'un  ordre  supérieur 

au  second,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  proposition 

énoncée. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  Lettre  de  il/.  Genty,  à  Oran.  —  On 
peut  donner  une  démonstration  géométrique  très-sim- 
ple des  théorèmes  énoncés  par  M.  Painvin,  t.  X,  assè- 
ne, p.  48 1 ,  dont  le  premier  a  été  rectifié  dans  la  livraison 
de  juillet  des  Annales. 

le  donnerai  les  démonstrations  relatives  aux  courbes; 
le  lecteur  trouvera  facilement  lui-même  les  démonstra- 
tions des  théorèmes  relatifs  aux  surfaces. 

Théorème  I. — Soient  donnés  deux  points  fixes  A  et  B, 
et  une  courbe  fixe  2  d'ordre  m  \  on  imagine  un  point  M 
se  déplaçant  sur  la  courbe  S,  puis,  avec  deux  autre» 
points  fixes  Â'  et  B',  on  construit  dans  le  plan  un  trian- 
gle A'B'S,  tel  qu'on  ait  toujours,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  M  sur  la  courbe  Z, 

SA'  =  MA,     SB'  =  MB  : 

le  point  S  décrira  une  courbe  (S)  d'ordre  2m  en  général. 
Les  points  M  et  S  seront  dits  correspondants.  A  un 
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point  M  de  D  correspondent  deux  points  S  et  S'  du 
lieu  (S)  ^  ce  sont  les  points  d'intersection  de  deux  cercles 
ayant  les  points  A'  et  B'  pour  centres,  et  pour  rayons  les 
longueurs  MA  et  MB  respectivement.  Donc  la  droite  A'B' 
est  un  axe  de  la  courbe  (S). 

Remarquons  maintenant  qu'à  un  cercle  T  ayant  son 
centre  au  point  A  correspond  un  cercle  (C)  ayant  son 
centre  au  point  A'.  Or  le  cercle  F  rencontre  X  en  a  m 
points;  à  chacun  de  ces  points  en  correspondent  deux 
autres,  qui  sont  des  points  d'intersection  du  cercle  (C) 
avec  la  courbe. (S)  ;  il  y  a  en  tout  4"^  points  semblables  : 
donc  la  courbe  (S)  est  en  général  d'ordre  2m. 

On  aurait  pu  aussi  démontrer  le  théorème,  en  remar-* 
quant  que  les  points  d'intersection  de  la  droite  A'B'  avec 
le  lieu  (S)  correspondent  aux  points  d'intersection  de  S 
avec  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  6, 
et  dont  le  grand  axe  est  égal  à  A'B'. 

La  seconde  partie  du  théorème  résulte  immédiatement 
du  théorème  suivant,  qui  est  très-connu,  puisque  c'est 
celui  qu'on  applique  pour  démontrer  géométriquement 
les  propriétés  principales  des  tangentes  aux  coniques. 

Théorème  II. —  Soient  A  et  B  deux  points  fixes  dans 
le  plan  d'une  courbe,  M  et  M'  deux  points  infiniment 
voisins  de  cette  courbe.  Si  Ton  prend  sur  MA  et  sur  MB 
des  longueurs  Ma  et  Mb  respectivement  proportion- 
nelles aux  différences  AM  —  AM',  et  BM  —  BM',  la 
résultante  des  droites  Ma  et  Mb  est  la  normale  à  la 
courbe  au  point  M. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  H.  Laurent.  — 
M.  Bienaymé,  qui  a  bien  voulu  jeter  un  coup  d'œil  sur 
la  Note  que  j'ai  insérée  dans  ce  Journal  au  sujet  du  prin- 
cipe de  la  probabilité  composée,  m'a  fait  observer  que 
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la  solution  que  j'avais  donnée  était  inexacte,  et  que  la 
yéritable  solution  était  précisément  celle  dont  je  criti*- 
qnais  Texactitude. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Tobjection  que  Ton  peut  faire  à  la 
démonstration  de  Laplace  subsiste  tout  entière^  la  voici  : 

((  ...  Nommons  p  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs 
au  premier  événement  et  p'  celui  des  cas  qui  lui  sont 
favorables  ;  nommons  ensuite  q  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles relatifs  au  second  événement,  qui  correspondent  à 
chacun  des  cas  p ,  et  ^'  le  nombre  des  cas  qui  lui  sont 
favorables. 

»  Le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  à  l'événement 
composé  sera  évidemment  p^,  et  le  nombre  des  cas  favo- 
rables  à  cet  événement  sera  p'q'^  sa  possibilité  sera 

donc  ^-^  »  (ou  —  ^^1  •   «  Or  ^  est  la   probabilité 
P<1       \       P    P9}  P  ^ 

du  premier  événement,  et  —^  est  la  probabilité  que,  le 

premier  événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu....  » 
D  m'a  semblé  que,  si  la  manière  dont  le  premier  événe- 
ment se  présente  peut  influer  sur  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles relatifs  au  second,  la  démonstration  précédente 
tombe  en  défaut;  parce  que,  q  n'étant  plus  constant,  il 
est  dépourvu  de  sens  de  dire  que  le  nombre  total  des  cas 
possibles  est  pq* 

Laplace,  dans  une  nouvelle  édition  de  son  Ouvrage, 
donne  une  démonstration  plus  rigoureuse  :  . 

Si  l'on  considère  Tensemble  des  P  cas  possibles  qui 
peuvent  se  présenter  quand  on  attend  réyénement  com- 
posé, J  de  ces  cas  seront  favorables  au  premier  événe- 
ment et /^  cas  parmi  ceux-ci  seront  favorables  au  se- 
cond quand  le  premier  aura  eu  lieu,  en  sorte  que 

p     /  p 
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sera  la  probabilité  chercbée.  Or  —  est  la  probabilité  du 

premier  événement,   -j  celle  du  second  quand  le  premier 

a  eu  lieu.  Donc,  etc. 

Dans  Texemple  que  j'avais  choisi,  j'avais  admis,  sans 
le  démontrer,  que  les  cas  que  j'avais  considérés  étaient 
également  possibles;  ils  l'eussent  été,  si  Ton  avait  voulu 
en  faire  la  convention  à  l'avance  \  mais  alors  il  n'aurait 
plus  fallu  admettre  que  les  billes  tombaient  avec  la  même 
facilité  dans  les  deux  compartiments  de  la  boite  consi- 
dérée; alors  le  principe  de  la  probabilité  composée  n'eût 
plus  été  applicable,  mais  seulement  parce  qu'il  eût  été 
difficile  d'apprécier  la  probabilité  du  premier  événement 
composant. 

Extrait  d^une  Lettre  de  M.  Moreauy  à  Constaniine. 
—  Je  n'ai  pas  lu  sans  étonnement  la  Note,  sur  un  passage 
de  la  théorie  analytique  des  probabilités,  insérée  dans 
le  numéro  d'avril  dernier,  p.  176. 

Personne,  jusqu'à  présent,  n'avait  songé  à  contester 
l'exactitude  de  l'énoncé,  que  donne  Laplace,  du  théorème 
tftrr^  probabilité  des  événements  composés.  Quant  i 
moi,  je  pense  qu'il  est  impossible  de  rien  ajouter  à  cet 
énonté  sans  tomber  dans  la  diffusion  et  sans  courir  le 
risque  beaucoup  plus  grave  d'en  faire  des  applications 
en'on'ées. 

Dans  le  problème  traité  comme  exemple  par  l'auteur 
âela Vdte  en  question,  le  nombre  des  cas  favorables  est 
b'ien'C^  x  €«9  le  nombre  des  cas  possibles  est  bien  aussi 
3^  ;  'mais  comme  tous  ces  cas  ne  sont  pas  également  pos- 
siHles,  il  n'est  pas  permis  de  prendre  le  Vapport  de  ces 
deux  nombres  pour  obtenir  la  probabilité  cherchée. 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  ramenant  tous  les  cas  à 
une  égale  possibilité  les  nombres  des  cas  favorables  ei 
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des  cas  possibles  deyiennent  respeclivement 

C;  X  C  *  2-^,     et    a»  X  a"  =  a*. 

On  peut  alors  prendre  avec  raison  le  rapport  de  ces  deux 
nombres,  et  Ton  a 

p ''nW^  ^n^a ZH  ^  Z^ 

a-"  a»**  ""  a"        a*' 

ce  qui  est  précisément  la  traduction  de  Ténoncé  de  La- 
place. 

Au  reste,  Tinexactitude  de  la  formule  -^  saute  im- 
médiatement aux  yeux  ;  prenons^  en  effet,  les  deux  cas 
saiyants  : 

a=:^=rl,      et      fl  =  ^=/l  — I. 

Diaprés  la  formule  précédente,  ces  deux  cas  auraient 
la  même  probabilité;  or  cela  reviendrait  à  dire  qu'il  y 
tarait  la  même  cbance  à  tirer  une  boule  désignée  à 
Tivance  d'une  urne  qui  n'en  contiendrait  que  a,  ou  d'une 
unie  qui  en  contiendrait  a"^%  ce  qui  ne  saurait  être  ad- 
mis par  personne. 

Permettez-moi  maintenant,  Monsieur,  de  vous  parler 
d'un  autre  sujet. 

A  la  page  46  du  Bulletin  bibliographique  pour  Tannée 
1857,  se  trouve  l'énoncé  d'un  théorème  de  Legendre,  pro- 
posé pour  prix  en  i858  par  l'Académie  des  Sciences. 

Si  je  l'ai  bien  compris,  cet  énoncé  est  le  suivant,  mais 
il  ue  m'a  pas  paru  très-clair. 

Soient  P],  Pt>**M  Pitv  1^  nombres  premiers  im- 
pars successifs 

I,    3,   5,  7,  II,  i3,  17,  ig,. .  .y 

P|,  Ft,  «s»  P41  *l>    *«>    *7»  »S>-  •  •>  »n,  •  •  •  5 

<oit  aussi  une  progression  arithmétique 

A  —  G,     aA  ^  C,     3 A  —  C,     .••> 

ai. 


l 
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dans  laquelle  A  et  C  sont  premiers  entre  eux  :  démontrer 
que,  si  dans  cette  progression,  à  partir  d'un  rang  quel- 
conque, on  prend  P„  termes  consécutifs 

KA  — C,     (Kh-i)A  — C,     ...,     (K-f-P.  — i)A  — C, 

il  y  aura  toujours  au  moins  un  de  ces  P,.  termes  qui  ne 
sera  divisible  par  aucun  de  n  nombres  premiers  pris  au 
hasard  dans  la  première  suite. 

Ce  théorème  m'intéressait  particulièrement,  parce 
qu'en  le  supposant  exact  j'en  avais  déduit  très-simple- 
ment le  postulatum  de  M.  Bertrand,  mais,  après  en  avoir 
cherché  pendant  longtemps  la  démonstration,  j'en  ai  re- 
connu l'inexactitude. 

Prenons,  en  effet, 

A  =  4949^  =  43  XI  i5i  )  nombres 

C  =    107a  =  r6  X  67       )  premiers  entre  eux 

K=i97, 

72  =  8,    et  par  suite    P»  =  19  ; 

on  peut  s'assurer  facilement  que  chacun  des  19  termes 
de  la  progression  arithmétique 

197.49493  —  1072,     198.49493  —  1072,     ..., 
...,     215.4949^  — 1072 

est  divisible  au  moins  par  l'un  des  8  nombres  premiers 
3,  5,  7,  II,  i3,  17,  19,  23,  résultat  qui  infirme  le  théo- 
rème en  question. 

Conformément  au  désir  exprimé  par  M.  Nievenglowski 
(même  tome,  p«  235  et  236),  je  m'empresse  de  faire  savoir 
aux  lecteurs  des  Noui^elles  u4nnalesque  M.  Nievenglowski , 
professeur  au  lycée  de  Clermont^Ferrand,  a,  effective- 
ment, découvert  une  faute  à  corriger  dans  un  Traité  de 
Trigonométrie,  à  la  rédaction  duquel  j'ai  participé  : 

Page  106  de  ce  Traité,  ligne  10  en  remontant,  au  lieu 
de  aucune^  lisez  une.  G. 
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CMGODRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORHALB  SDPÉRIEVRB. 


Composition  de  Mathématiques. 

Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son 
plan,  de  ce  point  P  on  mène  des  normales  à  Tellipse  A 
et  Ton  considère  la  conique  B  qui  passe  par  le  point  P  et 
les  pieds  des  quatre  normales  : 

i^  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique 
B  et  celles  de  ses  foyers. 

0?  Trouver  le  lieu  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers 
de  la  conique  B,  lorsque  l'ellipse  A  varie  de  manière  que 
ses  foyers  restent  fixes. 

3^  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  du  lieu 
D  et  de  la  droite  OP,  lorsque  le  point  P  décrit  un  cercle 
de  rayon  donné  et  ayant  pour  centre  le  centre  O  de  l'el- 
lipse A. 

Composition  de  Physique. 

I.  Théorie  de  l'électrophore  et  des  machines  qui  en 
dérivent. 

n.  Deux  barreaux  aimantés  font  le  même  nombre 
d'oscillations  dans  le  même  temps,  quand  on  les  suspend 
horizontalement  à  un  fil  vertical  sans  torsion;  mais, 
quand  on  charge  chacun  d'eux,  en  son  milieu,  d'un 
même  barreau  de  cuivre,  la  durée  des  oscillations  de 
l'un  des  aimants  est  doublée  et  celle  de  l'autre  est 
triplée. 

Cela  posé,  si  l'on  croise  les  deux  barreaux  aimantés  par 
leur  milieu  et  qu'on  les  suspende  encore  horizontale- 
ment à  un  fil  vertical  sans  torsion,  on  demande  quelle 
sera  la  condition  d'équilibre. 
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CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOU  laiTAIRI 

(ANNÉE  1873). 


Composition  française a'^So"^. 

Histoire a'^So"^. 

Géographie a  heures. 

Allemand  (thème) 2       » 

Dessin  d'imitation 3       » 

Version  latine 2       » 

Épure  (a'^So™). 

Deux  cônes  circulaires  droits  et  égaux  ont  même  som- 
met S  et  se  touchent  extérieurement  suivant  la  généra- 
trice SA,  de  manière  à  adhérer  Tun  k  Tautre.  Le  rayon 
de  base  vaut  38  millimètres,  et  la  génératrice  est  double 
du  rayon.  La  base  de  Tun  des  cônes  est  appliquée  sur  la 
partie  antérieure  du  plan  horizontal,  sa  circonférence 
touchant  la  ligne  de  terre  et  la  génératrice  SA  étant 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  Cela  posé,  on 
demande  : 

1^  De  construire  les  projections  du  solide  formé  par 
Fensemble  des  deux  cônes  \ 

a°  De  construire  la  partie  invisible  du  plan  vertical 
de  projection,  supposé  relevé,  Tœil  étant  placé  sur  la 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  point  A, 
et  à  une  distance  en  avant  de  cette  ligne  de  terre  égale 
à  deux  fois  le  diamètre  de  base  de  Tun  des  cônes. 

Ombrer  la  partie  invisible  demandée,  en  n'y  compre- 
nant pas  la  projection  verticale  des  cônes. 

Lasds  (3  heures). 

Projection  horizontale  d'une  pyramide  régulière,  — 
Construire  un  décagone  régulier  à  deux  côtés  verticaux, 


•• 
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inscrîptible  dans  un  cercle  de  centre  A  et  de  8  centi- 
mètres de  rayon.  Le  point  A ,  place  au  milieu  de  la  feuille, 
est  aussi  le  centre  d'un  carré  de  18  centimètres  de  côté. 
Numéroter  les  sommets  du  décagone,  le  point  i  en  haut, 
le  point  2  à  droite  de  i,  et  ainsi  de  suite,  et  les  joindre 
au  point  A. 

Poser  une  teinte  plate,  assez  forte,  dans  le  triangle 
4A5.      . 

Poser  une  teinte  plate,  moins  forte,  dans  le  pentagone 
A3456A. 

Poser  une  teinte  plate,  assez  faible,  dans  le  pol]^one 
Aa34567A. 

Poser  une  teinte  plate,  plus  faible,  dans  le  polygone 
A 12345678  A. 

Poser  une  teinte  plate,  très-faible,  dans  le  polygone 
A 10, 123456789 A. 

Le  triangle  10A9  reste  blanc.  La  partie  du  carré  qui 
entoure  la  projection  de  la  pyramide  reçoit  une  teinte 
plate  de  moyenne  intensité. 

Composition  de  mathématiques  (a''3o"). 

1^  Calculer  k  i  millimètre  près,  sans  employer  les  lo- 
garithmes, le  côté  du  carré  équivalent  à  un  cercle  de 
ao  mètres  de  rayon. 

oP  Résoudre  l'équation  -  = »  et  déterminer  les 

•*  XX  —  a 

1 

limites  entre  lesquelles  la  quantité  a  doit  être  comprise 
pour  que  les  racines  soient  réelles. 

3^  On  donne  une  circonférence  et  une  tangente,  et  Ton 
demande  de  mener  une  corde  DC,  parallèle  à  la  tan* 
gente^  telle  que,  si  Ton  abaisse  les  perpendiculaires  DA 
etCB  sur  la  tangente,  le  rectangle  ABCD  ait  sa  diagonale 
de  longueur  donnée.  Discussion  sommaire, 

N.^B.  —  Mettre  tous  les  calculs  sur  la  copie. 
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Calcul  logarithmique  (a  heures). 

1°  Calculer  les  angles  compris  entre  zéro  et  i8o  de^ 
grés,  satisfaisante  Féquation 

5  cos'x  —  3  cosx  —  1  =  0. 

2^  Calculer  la  valeur  de  x  donnée  par  Féquation 

j:*  =  a*  siuf  -f-  b^  cosç, 
lorsque 

a  =  I  Sg-iS™,  7 ,     b=i  20842"*,  8,     ç  =  1 1 5*45'  27* . 

N.'B.  —  Mettre  tous  les  calculs  sur  la  copie. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1049 

(Toir  1*  férto,  t.  X,  p.  557) 

Piji  M.  DOUCET. 

C^est  une  propriété  des  coniques,  que  les  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  ces  courbes  appartiennent  à 
une  circonférence;  trouver  les  courbes  qui  ont  la  même 
propriété,  (L.  Kibpers.) 

Soient 

jr  =  px-h/(p), 

^  =  _^. +  /(_£) 

les  équations,  rapportées  à  deux  axes  rectangulaires, 
des  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  certaine 
courbe. 


Après  avoir  écrit  les  deux  équations  comme  il  suit  : 

y  —  p^—f{p)f 

élerons-les  au  carré  et  ajoutons-les  membre  à  membre  \ 
il  en  résulte 


{^'-^  y')[i'^  l^)  =  Ap)  -^  p'f  {-^^^ 

et,  si  le  point  de  concours  des  tangentes  doit  décrire  la 
circonférence  a:*-f- j^* —  R*  =  o,  on  a 


J^}[i-^ P')=f(p)  ^ pV  {-'^ 


OQ 


^'-/(P)    _ 


--/(-,-) 


P  I 


conserve 


Soit  donc  ^'     ^^^^  =  F{p)  ;  la  fonciion  F 

la  même  valeur,  quand  on  y  change  p  en •  C'est 

p 

une  fonction  entièrement  arbitraire  de  p •  Posons 

donc 


T^'-/(p) 


d'où 


/(P)  =  ^^'-P^{p-^) 


Soit  /;=taDgf  ;  F  est  une  fonction  arbitraire  de  taogaf . 
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Les  courbes  que  demande  réaoncë  sont  les  enveloppes 
des  droites 

y=zx  tangf  -h  y^R'+  taDg7F(taog2f  ) . 

Les  coniques  correspondent  au  cas  particulier  où  Ton 
prend,  pour  la  fonction  arbitraire  F,  Texpression 

M  -+- > 

tang  2  7 

M  et  N  désignant  deux  constantes.  On  obtient  encore 
une  hyperbole,  en  supposant  constante  la  fonction  F. 

Nou,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Pellet. 


Question  1055 

(Totr  1*  sérto.  t.  XI,  p.  48 }; 

P4&  M.  G.  MOREAU,  à  Gonstantine. 

V équation  indéterminée  t* — Du*=  4,  dans  laquelleD 
est  de  Informe  (4»H-a)*-4-i,  n  désignant  un  nombre 
entier  positif  quelconque  i,  2,  3,...,  n'a  aucune  solution 
formée  de  deux  nombres  impairs^  et  la  solution  con- 
stituée par  les  deux  nombres  entiers  positifs  les  plus 
petits  est 

/  =  16(2/1  H-i)*-t-2,     Il  =  8{2«  4-1). 

(F.  DiDOw.) 
Soit 

4«  -4-2  =  X-, 

l'ëquation  proposée  devient 

*»a»-f-  II» -h  4  =  ^'; 

t  est  donc  plus  grand  que  hu.  Posons 

tz=z  ku-^Up 

il  vient 

u}-^  ^=^^kUxU  H-  «J, 
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ce  qui  montre  que  Ui  est  de  même  parité  que  u  et  lui  est 
inférieur,  puisque  k  est  au  moins  égal  à  6.  De  plus,  on 
tire  de  cette  équation 


u  =  kutzh  ^k^u]  -t-  «î  — 4» 

donc  Jfu\  4-  uj  —  4  <loît  être  un  carré  parfait.  Posons 
de  nouveau 

on  verra,  comme  précédemment,  que  u^  est  de  même 
parité  que  Ui  et  lui  est  inférieur,  et  que  la  quantité 

k^u]  -f-  «;  -t-  4 

doit  être  un  carré  parfait. 

On  voit  donc,  en  continuant  le  même  raisonnement, 
que  si  h*u*  +  ii*  -H  4  est  un  carré  parfait,  il  doit  en  être 
de  même  des  quantités 

]^u]  -M«^  —  4,     A^u\  -t-  u\  H-  4,     X'aJ  -t-  aj  —  4, . .'. , 

dans  lesquelles  Ui,  !/«,  Ug,  • . .  sont  de  même  parité  que  u 
et  vont  en  décroissant.  Si  u  pouvait  être  impair,  il  en 
serait  de  même  des  nombres  U|,  ils,  Us,...,  et,  comme 
chacun  de  ces  nombres  est  plus  petit  que  le  précédent  et 
que  4  est  plus  petit  que  3*,  il  en  résulte  que  l'un  d'eux 
serait  égal  à  l'unité,  et  que  Tune  des  deux  quantités 
i*  +•  I  -H  4?  **  -H  I  —  4  devrait  être  un  carré  parfait,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  k  est  au  moins  égal  à  6. 

Si,  au  contraire,  uest  supposé  pair,  sa  valeur  trouvée 
précédemment  en  fonction  de  U|  montre  que  son  mini- 
mam  correspond  à  Ui  =  a,  ce  qui  donne 

W=:2XH|  =  4^=    8(2/î-f-l), 
/  =  ^«-htt,  =  4**+  2  =  16(2/1 -M)» 4-  2. 

Note.  —  La  inèiiid  question  a  été  résolue  par  MM.  Lucien  Bignon^  à 
Lima;  Moreft-Blanc,  au  Havre;  Brocard,  à  Constantine. 
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Question  1083 

(  T«lr  %•  •érie,  i.  XI,  p.  >88  ); 

Pk&  M.  GENTY,  à  Oran. 

On  demande:  i°  quel  est  le  lieu  du  sommet  d^un 
angle  droit  dont  chacun  des  côtés  rencontre  deux 
droites  données  ^  a^  quelle  est  Venyeloppe  du  plan  de 
cet  angle  droit.  (Mannheim.  ) 

1^  Soient  D,  d^  D',  d*  les  deux  couples  de  droites  que 
doivent  rencontrer  respectivement  les  deux  côiés  de 
l'angle  droit,  je  dis  qu^elles  font  partie  du  lieu  cherché. 

Eu  effet,  soit  A  une  droite  quelconque,  qui  rencontre 
D,  dy  D'  aux  points  M,  m,  M',  respectivement.  Par  le 
point  M  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  A, 
et  soit  fAle  point  d^intersection  de  ce  plan  avec  la  droite  d\ 

Les  droites  Mjix  et  A  forment  entre  elles  un  angle 
droit;  donc  le  point  M  est  un  point  du  lieu.  Il  en  est  de 
même  évidemment  des  points  m  et  M';  donc  enfin  les 
quatre  droites  données  font  partie  du  lieu. 

Cherchons  maintenant  les  autres  points  de  la  surface 
cherchée,  situés  sur  la  droite  A. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  la  droite  d'  avec  le 
plan  des  droites  A  et  D^  Toute  droite  rencontrant  â  la 
fois  A,  ly  et  ^',  passera  par  le  point  P  ]  il  n^y  a,  par  suite, 
qu'une  seule  de  ces  droites  qui  rencontre  A  sous  un  angle 
droit;  c^est  la  perpendiculaire  PQ  abaissée  du  point  P 
sur  la  droite  A. 

Ainsi  la  droite  A  ne  rencontre  le  lieu  qu'en  quatre 
points  :  donc  ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre  S. 

La  droite  A  engendre  un  hyperboloïde  H,  qui  coupe  la 
surface  S  suivant  une  courbe  du  huitième  ordre.  Or  les 
directrices  D,  d,  TV  font  partie  de  Tintersection  ;  donc  le 
lieu  du  point  (f  est  une  courbe  gauche  du  cinquième 
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ordre.  Les  génératrices  de  H  ne  rencontrent  la  courbe 
qnen  an  seul  point;  les  directrices  la  rencontrent  en 
quatre  points. 

1^  Le  même  raisonnement  montre  que  l'enveloppe  du 
plau  de  l'angle  droit  est  une  surface  de  la  quatrième 
classe  Z. 

Les  droites  données  sont  situées  sur  cette  surface.  En 
effet,  le  plan  des  droites  D'  et  A  est  un  des  plans  tangents 
à  la  surface  enveloppe;  donc  les  plans  tangents  à  Thyper- 
boloïde  H  tout  le  long  de  la  droite  D' sont  aussi  tangents 
à  la  surface  Z;  donc  cette  droite  est  située  tout  entière 
sur  la  surface. 

n  en  est  évidemment  de  même  des  autres  droites  don- 
nées. Il  en  résulte  que  la  développable  circonscrite  aux  / 
surfaces  H  et  S  est  de  la  cinquième  classe.  Par  une  géné- 
ratrice quelconque  de  H,  on  ne  peut  mener  qu'un  plan 
tangent  à  cette  développable,  tandis  que  par  une  direc- 
trice quelconque  on  en  peut  mener  quatre. 


Question  1093 

(  TOir  a*  série,  t.  XI^  p.  479  ); 

Par  m.  GâMBET. 

Un  tétraèdre  abcd  étant  conjugué  à  un  paraboloïde, 
si  Von  désigne  par  a\  4',  c'  les  points  où  les  arêtes 
àa,  dby  de  coupent  le  paraboloïde,  on  a 

(da^V       fdb'V 

(H.  Faure.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  arêtes  da^  db^ 
dc^  et  posons 

da  =  <i,     db  =  b,     de  =  r, 
da'=:A,     db'=By     dc'=C. 


'^)*-(s;)'-(5)"=- 


(  M4  ). 

Il  fam  dëmoatrer  qae  l^on  a 

(r^)*+(B^)'-^(c^)'='- 

Les  équations  des  quatre  faces  du  tétraèdre  et  cèle  des 
surfaces  du  second  ordre,  conjuguées  à  ce  tétraèdre,  sont 

x  =  o,    r  =  o>    «=o,     :;-+-t4-"  =  i, 

a       0      c 

/a:»-»-mx«-+-/w«H-/>f- -f-^-4--  — l)  =0. 

Ces  surfaces  seront  des  paraboloïdes,  si  Ton  a 

/  »  I  I  1         I 

^  '  a^l       b^m       c^n       p 

On  doit  avoir  de  plus 


/A*-t-/7^-  — ij  =0, 
wB'H-/?U  —  ij  =0, 


ouy  en  multipliant  respectivement  par  a}^  b^^  c*, 

/A'û*  4-  />  (  A  —  fl)*=:  o, 

mB»ô»-f />(B  —  ô)*=o, 
iïC*c»  •+-/?(€  —  c)»  =  o. 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  a*/,  &*/n,  c*n,  et  les  sub- 
stituant dans  (1),  on  trouve 

c.  Q.  F.  D. 
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Remarque*  —  Dans  les  surfaces  à  centre,  on  doit 
avoir  constamment 
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QUESTION. 


1117.  Supposonsqu'unpolygonerégulier  de  n  côtés  soit 
circonscrit  à  un  cercle  et  qu'on  fasse  tourner  la  moitié  de 
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ce  polygone  autour  d'un  axe,  passant  par  Tun  des  points 
de  contact  et  parle  centre,  on  trouvera, sans  gfandes 
difficultés  que  la  mesure  Y»  du  volume  engendré  par  le 
demi -polygone,  en  prenant  le  volume  de  la  sphère  in- 
scrite pour  unité,  est  donnée  par  la  formule 

(i)  V«=-T(n-séc-J>  lorsque  n  est  impair, 

et  par 

(2)  V„  :=:  -  { iH-  sec*  -  j  9  lofsque  n  est  pair. 

D'ailleurs,  en  faisant  tourner  un  demi-polygone  d'un 
nombre  pair  n  de  côtés  autour  d'un  diamètre  du  cercle 
circonscrit,  la  mesure  \'„  du  volume  engendré,  en  pre- 
nant toujours  pour  unité  le  volume  de  la  sphère  inscrite, 
est  donnée  par  la  formule 

(3)  v;=séc^.    • 

Déduire  :  des  formules  (i)  et  (2)  qu'on  a  les  égalités 

V, —  V*  =  le  volume  de  la  sphère, 
Va  -h  V«  -h  V4  =  5  fois  le  volame  de  la  sphère, 

et  des  formules  (i),  (2)  et  (3)  qu'on  a  la  suite  décrois- 
sante 

^99     "4»      ▼4»      »»>      V«,     Vf|...a 

(GoMPÀGirov,  professeur  au  collège  Stanislas.) 


I 


(337) 
SUR  UN  CERTAIN  MINIMUM; 

P4E  MM.  Â.  RORKINE  vt  G.  ZOLOTAREFF, 

Profess^n  à  rUniyersité  de  Saint-Péteinbourg. 


1.  Soit/(a:)  une  fonction  entière  de  x  de  la  forme 

(i)  /{^)  =  X"  -4-  a,  X»-'  -h  â,  x«"'  -^  ...-+-  <»« 

aj, a,,. . . ,  a^t  étant  des  constantes  réelles. 
En  désignant  par 

[A] 

la  valeur  absolue  de  la  quantité  réelle  A,  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer  les  coefficients 

de/(x),  de  sorte  que  l'intégrale 


^       (/(x)]rfx 


ait  la  valeur  minimum. 

2.  En  supposant  maintenant  que,  de  tous  les  poly- 
nômes du  »'*"•*  degré  de  la  forme  (i),  f{x)  soit  celui 
pour  lequel  Tiniégrale 


X 


'*"[/(x)]dx 
—  I 


^t  minimum  y  nous  allons   démontrer  que  toutes  les 
R  racines  de  l'équation 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  ^  i  et  -H  i. 

Jnn,  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XII.  (Août  1873.)  22 
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On  yoît  d'abord  que  cette  équation  n'a  pas  de  racines 
imaginaires. 

En  efiet,  en  supposant 

fi  (or)  étantun  polynôme  du  degré  n  —  ap,  qui  n'est  pas 
divisible  par 

et  p  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

Or,  la  quantité  |3  étant  différente  de  zéro,  on  peut  dimi- 
nuer ^*  sans  changer  la  forme  (i)  du  polynôme  y* (x), 
et,  par  suite,  on  diminuera  la  valeur  de  l'intégrale 


^^\f{x)-\dx. 


qui  ne  sera  pas,  par  conséquent,  minimum,  contraire- 
ment a  notre  supposition. 

On  verra  de  la  même  manière  que  toutes  les  racines 
de  l'équation 

y(*)=o 

sont  comprises  entre  —  i  et  +  i . 
En  effet,  si  l'on  avait 

PL  étant  supérieur  à  i  en  valeur  absolue,  p  un  nombre 
entier  positif  et  F(x)  un  polynôme  entier  du  degré 
n^-'P^  on  pourrait  diminuer  la  valeur  absolue  de  a  et, 
par  suite,  celle  de  l'intégrale 

-hi .  _ 


J — 1 
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qui  est  égale  à 


f__    'l[«]~a:|f[F(x)]ûrx 


dans  le  cas  de  a  positif,  et  à 


f^    '|[«]-l-xlP[F(x)]d:r 


si  a  est  négatif;  ce  qui  est-  impossible  en  vertu  de  la 
sapposition. 

U  ne  sera  pas  non  plus  difficile  de  démontrer  que 
Tëquation 

a  toutes  ses  racines  inégales. 

Supposons 

/(x)  =  (x-a)»F.(ar), 

a  étant  compris  entre  —  i  et  + 1 ,  et  Fi  (x)  un  polynôme 
du  degré  n — a^  qui  peut  être  encore  divisible  par  or— a. 
Considérons  la  fonction 

/(x)  =  |(ar-«)«-AMF.(x), 

OU  h  est  une  quantité  infiniment  petite.  Comme  la  valeur 
absolue  de 

(x  — a)»  — ^» 

est  moindre  que  celle  de 

si  X  n'est  pas  compris  entre 

a  —  h     et     «  H-  ^ 
et  la  différence 

(x  —  a)>  —  I  («  —  a)»  —  h^  1 


(34o) 
oa  h*,  rintëgrale 

est  inférieure  k  l'intégrale 


^"^ '[/(*)]  *c. 


et  leur  difiSérence  est  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre  par  rapport  à  A^  car  les  intégrales 

/         \/{*)]dx,     /         [M»)]dx 

sont  du  troisième  ordre. 

Donc,  en  variant  infiniment  peu  les  coefficients  de 
f{x)j  on  diminuera  la  valeur  de  l'intégrale 


f^\/(^)]dx, 


qui  ne  sera  pas,  par  conséquent,  minimum. 
Ainsi  toutes  les  racines  de  Téquation 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  4-  i . 
3.  Soient 

ces  racines  ]  on  aura 

j^        [/{•T)]dx  =  {-iy\j^/(x)dx^J       Ax)dx 


Jr»a, 
/(x)d!r--. . , 


dx 
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En  désignant,  pour  abréger,  la  formule 

/*«!  r^t  /•«• 

I       ff[x)dx —  I       ^[x)dx-\'  I       if{x)€Lc  —  ... 

par 

Sf{x)dxy 

il  viendra 
L'intégrale 


X7  ^-^^'^^ 


peut  être  considérée  comme  fonction  des  coefficients 

car  les  racines 

*i>     *>î  •  •  •  *     *ii 

en  sont  également  des  fonctions. 
On  déterminera  les  valeurs  de 

Uly       ûjf  ...»       Ont 

qui  rendent  l'intégrale 

(— i)-S/(x)/ir 

minimum,  par  les  équations 

^Sf(x)dx  dS/(x)dx  b^/(x)dx 

=  o,        r =  O,  .  .  .  , =  O, 

d'après  les  r^les  connues  du  Calcul  difiérentiel. 
En  effectuant  les  diflérentiations,  on  aura 

Sx"-*<ir=:o,     Sx^*d!r  =  o,.  . .,     Srfjî=:o. 
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Ces  équations,  écrites  dans  Tordre  inverse,  deviennent 

ai  —  «j  -+-  «j  — . .  .  zt  a„  =  E| , 
» 1  j j  -I-  ^» 


a:  -^  a:  -h  a:  — . .  .ma»  =f 


j      „,   «,  -I-  w,  ..._t-«l„  •], 

<  —  a"  +  *?—••  -±«2  =  ««» 

OÙ,  pour  un  indice  quelconque  X,  on  a 

4.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  équa^ 
lions  (2)  ne  peuvent  être  satisfaites  que  par  un  seul  sys- 
tème de  valeurs 

*i>    •«»  •  •  •  >     *«> 
dans  lequel 

«1  <c  «»  <c  «»  <c  •  •  •  <c  «•• 

Supposant,  en  effet,  qu'il  y  en  ait  deux 

\  «i<«i<«3<--    <a»> 

on  aura  aussi 

a,  —  a^  -*-  a^  — .  .  .  in  a^=f„ 
«1  —  a*  -4-  a,»  —  ...  ±  a„"  =  t„ 
♦ 

a,"— a" -haï  — .  •  .±:  <"=:««; 

donc  il  viendra 

«i  -h  a,  4-  a»  -h  «4  -h  .  .  .  =  a ,  -h  «1  ■+-  a, -f-  «4  -h .  .  .  » 
«î  H-a'ï -*-«!  +  «î  +  •  •  •  =«'f -H«î  ■+-a3H-«î-+-  -  •  • . 


(4) 


\ 
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Il  en  résulte  que  les  deux  suites 


«i>       «at      *3>       «♦»••• 
*i>       *a*        *3»       ««>••• 


sont  composées  des  mêmes  quantités. 

Cela  devient  évident  en  remarquant  que  chacune  de 
ces  suites  contient  les  n  racines  d'une  seule  et  même 
équation  du  degré  /i,  ce  qui  résulte  immédiatement  des 
équations  (4)- 

Cela  admis,  on  voit  sans  difficulté  que,  en  vertu  des 
inégalités  (3),  on  aura 


a, — aj,      ai — a,,..., 


et  les  deux  systèmes  (3)  sont  identiques. 

5.  Nous  ferons  voir  maintenant  que  la  fonction /'(x) 
contient  les  seuls  degrés  pairs  de  x^  lorsque  n  est  pair,  et 
les  seuls  degrés  impairs,  si  n  est  impair. 

En  effet,  le  polynôme 

étant  de  la  forme 


X     -\-  •    •   • y 


donne  encore  une  solution  de  la  question  proposée,  car 

on  a 

jy[fi,x)]dx=zjy[(^iYf[-x)]dx. 

Donc  les  racines 

de  l'équation 

satisfont  aux  équations  (2),  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
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dans  le  n^  4,  elles  ne  di fièrent  que  par  l'ordre  des  quan* 

titës 

Comme  on  a 
il  viendra 
Il  s'ensuit 

a,  =  —  an,      a^  =■  —  otn^i, .... 

Ainsi  on  aura 

/(or)  =  (-!)-/(- ^), 

quel  que  soit  x,  et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 

6.  Avant  de  chercher  la  solution  des  équations  géné- 
rales (a),  considérons  quelques  cas  particuliers. 
Pour  n  =  I  >  on  aura  évidemment 

Pour  /i  =  a,  on  aura 

a,  ==— a„      aa,  =— -i,      a|— a|=o, 

Pour  n  =  3,  on  aura 


a,  =— «3>      «3=0,      2aî=l, 

Pour  n  =  4^011  obtient 

a,  =  — a4,     a,=  — «3,     2(a,— aa)=  — l,     a(a;  — a*)  =  — I 

On  trouve  aisément  une  fonction 
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quand  le*  deux  sommes 

sont  données.  En  effet,  il  vient 

et,  par  suite, 
Donc 

Les  résultats  trouvés  sont  contenus  dans  celte  formule 

générale 

1  sin  j  («-+-  i)  arceosx  | 

•^^'^  =  ^' i^T^^J ' 

que  nous  allons  vériGer. 

7.  Soit  u  une  fonction  de  or,  qui,  étant  développée 
suivant  les  puissances  descendantes  de  Xf  commence  par 

le  terme 

A 

— % 

OÙ  A  est  une  constante  différente  de  zéro.  Soit  encore 
f  (x)  une  fonction  entière  du  degré  7i  + 1 ,  telle  que,  dans 
le  produit 

Uif(x) 

développé  suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  les 

termes  en 

X--',     x-%...,     x-("-^'> 

manquent.  On  aura 

(5^  «y(x)  =  4,(x)(H.e), 
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<p  (x)  étant  une  fonction  entière  du  degré  ra  et  e  une  fonc- 
tion de  la  forme 

B  C 


•  •  •  • 


Désignons  par 

les  n  racines  de  l'équation 

ij»  (j:)  =  o. 

II  viendra 

?(^)  r  .  '^  9M  Ci9(Ci)  cf^iCi) 

^         =  fonction  entière  -h  -î-^-i-  -4-  ^\   '  -+-  ^\      H 1 

X  —  Ci  X  X*  xr 

et  de  là 


i  =  n 


=r  «p  { jr)  -7- — 7-  =  fonction  entière 

(b)    <   ,=.^^''  +(^^ 


1-  -4-  —————  -^  •  •  •  • 

X  x^  xi^ 


Or  de  Téquation  (5)  on  déduit 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,(x)  +  ,(x)-=,(x)ï^  +  !^. 

La  fonction 


étant  de  la  forme 


— ^—  -4-    ■  -+-   •  •  •  * 


(347) 
il  s*eti8Qit  que  les  termes  avec  les  puissaDces 

dans  les  développements  des  deux  fonctions 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x^  sont  les  mêmes. 
Ainsi,  en  ayant  égard  i  Tëquation  (6),  on  voit  que  les 
sommes 

sont  les  coefficients  des  termes  en 

I        I  I 


—  >  -T1  •  •  •  1 


dans  le  développement  de  la  fonction 


«' 


?('^)-- 


8.  En  faisant  maintenant 


on  aura 


I 

u  =   ■ 

7  (x)  =  —  co$|(/i  -+-  i)arccosj:|, 
, ,    .        I  sin  I (/i  + 1)  arccosxi 

+(*)  =  7. —    ;       , ' 

^  y  I  —  x^ 

En  divisant  (f  [x)  par  jr:*  —  i,  on  aura  une  équation  de 
la  forme 

F  (x)  étant  une  fonction  entière. 


1 
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On  déterminera  A  et  B  en  faisant  dans  cette  éqaadon 

4r=:  —  1     et     x  =  -hi; 
il  viendra 


B  — A=' f — 1      B-hA=--, 

2*  a" 


et,  par  snite^ 


On  aura  de  plus 

^      '  u  X»  —  I  ^'  jr  —  I 

/    i     /  l  *  ^.    N       B       A        B 

(7)     {  =-JAH-arF(x)H..4.-  +  - 

A       B        A  I 

X*  X*  X*  •  •  •  j  - 

Les  racines  de  l'équation 


étant 

ir  3ir  3ir  nir 

cos î      cos >      ces 5  •  •  •  »      COS 9 

/i -h  I  /i -+- 1  /i -h  I  «  H- 1 

faisons 

(  /i  —  I  -h  1  )  r 

a,  :=  COS • 

/î  -h  I 

et  nous  aurons 


«1  <C «a  <  «•  <C-  •  •  <C  «- 


«> 


En  vertu  de  la  proposition  da  n^  7,  en  ayant  égard  a 


(349) 

réqvation  (7),  on  voit  que  la  somme 

est  égale  â  —  B  si  le  nombre  entier  X  est  pair,  et  à  —  A 
si  l  est  impair. 
On  aura  donc 

_  1  (_  ,)-.  2  (-  X)-  a^  =  -  l_+(--|r-\ 

ctr  le  second  terme  de  cette  équation  se  réduit  k  —  B 
lorsque  1  est  pair,  et  à  —  A  dans  le  cas  contraire. 
On  déduit  de  là 

2  (-  ly-'a.  = i— ^ i—  =  ex. 

En  faisant  ici 

on  obtient  les  équations  (2),  et  la  formule 


,,    ,        I   8in|(/i -+- 1)  arccos«| 


est  vérifiée . 


2"  ^I— X» 


9.  Datis  ce  qui  précède,  nous  avons  donné  la  solution 
complète  de  la  question  que  nous  nous  étions  proposée. 
Comme  elle  a  été  trouvée  par  induction,  il  ne  sera  pas 
sans  intérêt  de  la  vérifier  d'une  manière  plus  directe. 

En  reprenant  les  équations 

da  n^  3,  dont  la  solution  comprend  celle  de  la  question 
proposée,  on  voit  facilement  que  le  développement  de 

intégrale 

dz  Sdz       Szdz        Sz^dz 


z 
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doit  commencer,  en  vertu  de  ces  ëqaations,  par  le  terme 

Sz'dz 

Supposons,  en  premier  lieu,  n  impair.  En  faisant, 
pour  abréger, 

V=  (ar  — a,)(4:—  a,)  ...(*  — a,), 

on  aura  facilement,  en  effectuant  l'intégration, 

^    dz         ,     UM*'-0       ,      i        f*^-i)U»  — v« 

s^i-ï  =  "oe— v^=H'|«+ y. 

Pour  que  le  développement  de 

-    dz 


X  —  z 

commence  par  le  terme 

Sz'^dz 
il  faut  que  celui  de  la  fonction 

soit  de  la  forme 

A  B 


X*"»-'       x»+» 


Or,  V*  étant  un  polynôme  du  degré  n  +  i ,  il  faut  que  la 
différence 

ait  une  valeur  constante. 

On  aura  ainsi  l'équation  indéterminée 

(ar>  — i)U>-^V'  =  consL 


' 


(35i  ) 

En  faisant  x  =  cosq,  on  tire  de  là,  par  des  méthodes 

connues, 

s.n(-^,j 


U=:±:C 


sm^ 


2  sinf 

C  étant  nne  constante.  Comme  la  fonction /(x)  est  de  la 
forme 

il  Tiendra 

2  2" 

Ainsi,  pour  n  impair,  on  a 

-.    ,        1   sin)  (n +  i)arccos4?| 

fix]  =  — • 

'  2"  C05X 

Soit,  en  second  lieu,  n  pair.  En  faisant  maintenant 

U  =  («  —  a,)  (or  —  «4) . . . (x  —  a,), 
V=(x— a,)(x—  a,).  .  .{«—««-1), 

on  aura 

(jr-M)U»--(jr  — i)Y> 


(«  — i)V» 

En  remarquant,  comme  précédemment,  que  le  dévelop- 
pement de 

dz 

S— — 

X  —  z 

doit  commencer  par  le  terme 

et  qne  le  polynôme  (x  —  i)  V*  est  du  degré  n  H-  i,  on 


(35a) 
conclura  que  la  différence 

est  une  constante. 
On  aura  de  la  sorte 


(x  -H  i) U»—  (j:  —  i)  V  =  const. 
Eu  faisant  x  =  cosf ,  on  tire  de  U,  sans  difficulté. 


cos 


U=:iizC 7       V=±C- 

COS  -  sm  - 

'  sm  f 

où  C  est  une  constante. 
On  trouve  encore 

et  i*on  aura,  comme  dans  le  cas  précédent, 

^  I    sin  I  [n  -H  i)  arccosâ?  | 

^<'^  =  ^' Trif^ 

10.  Notre  fonction  y  (x)  appartient  à  une  classe  de 
polynômes  qu'on  peut  définir  comme  il  suit  : 
Considérons  l'intégrale 


où  F(£)  est  une  fonction  réelle  et  positive  entre  les 
limites  2  =  —  i  etzs  +  i^et  soient  ^ (x)  et  f  (x)  deux 
fonctions  entières,  dont  la  dernière  du  degré  m,  telles  que 
la  différence 

Uff(x)  — +  (x), 

développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  x, 
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soit  de  la  forme 

A  B 


1       jj»^.» 

Les  fonctions  f  (x)  ei^{x)  constituent  deux  classes  de 
polynômes,  eif{x)  appartient  à  la  seconde.  En  effet,  si 
l'on  suppose 

F(z)=z L-)     wt  =  /n-i, 

le  polynôme  <jf  (x)  correspondant  ne  diffère  de  f(x)  que 
par  un  facteur  constant.  Les  propriétés  des  fonctions  <f  (x) 
ont  été  étudiées  par  plusieurs  géomètres  \  celles  des  poly- 
nômes <p  (x)  sont  jusqu'à  présent  très-peu  connues. 

Nous  allons  démontrer  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  ip  (x),  qui  consiste  en  ce  que  les  racines  de 
Vtquation 

4'(')  =  o 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  4-  i .  On 
sait,  par  la  théorie  de  Tlntégrale  u,  que  les  racines  da 
l'équation 

«p(a?)=^0 

ont  paiement  cette  propriété. 
Nous  empruntons  à  celte  théorie  les  équations 


s)F(s]d:z  =  Oy 


(8) 


/        «^(«)F(»)rf«  =  o, 


/: 


',(«)F(*)d»  =  o, 


jtim.  dt  UtUkénuu.,  X.  XII,  a*  lérto.  (A.o4t  189$.)  23 
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(9)  +  (')  =f^  ^ 


-^  ^  <f  [x)  —  <f  [z) 


X  —  z 


F(»)dz, 


sur  lesquelles  sera  fondée  notre  démonstration. 
Désignons  par  ^{x)  la  fonction  entière 

o  (x) 

— — —  3^  AjX^""   "4-  A|«^~   -f- .  .  .  "4-  AjR— ly 
a?  —  a 

X  —  a  étant  un  des  facteurs  de  9  {x). 
Soient  encore 

tp(z)F{z)€iZj 
• » 

On  a  entre  les  €«•  des  relations  simples  exprimées  par  les 
équations 

C/  =  aCj.1  (1  =  I ,  a,  3y . . . y  m )y 

car  il  est  évident  que  la  différence 


s'annule  en  vertu  des  équations  (8).  On  obtient  de  la 
sorie 

Cl  =  sCf»     C2  =  olGi  =  oL*C^f  •  •  •  t     Cm  =  o^Cf . 
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En  fflaltipliant  les  équations 

»..•.••....•..... ......f 

C=     C,     =/         «'(«)F(s)rfî 
respectivement  par  les  coefficients 

delà  fonction  v{z)^  on  aura 

car  on  a  évidemment,  d'après  (9), 
C.^f^\(z)F(z)dz=J^'^T(z)dz  =  ^[a]. 

L'intégrale 

f^'  \u{z)\^¥{z)dz 

étant  positive,  on  en  conclut  que  ^(a)  et  9' (a)  sont  des 
quantités  de  même  signe. 

Il  s'ensuit,  eu  vertu  du  théorème  connu  de  Rolle,  que 
les  racines  de  T équation 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  — •  i  et  +  i, 
cliaque  racine  en  particulier  étant  comprise  entre  deux 
racines  consécutives  de  l'équation  cp(x)  =  o. 

23. 
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SDR  LES  POINTS  D  INFLEXION  D  UNE  COURBE  BD  TROISIBU 

BEGRfi; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Voici  un  moyen  facile  d^établir  que,  sur  les  neuf  points 
d'inflexion  d'une  cubique,  trois  au  plus  sont  réels.  Soient 
a  =  o,  |3  =  o,  y  =  o  les  tangentes  en  trois  de  ces  points 
supposés  réels,  et  situés  sur  la  droite 

P  =r  «a  -4-  ^  p  -h  ry  =  o  j 

Téquation  de  la  cubique  donnée  peut  s'écrire 

(l)  F  (a,  p,  7)=P»-4-6aP7  =  0. 

On  démontre  de  bien  des  manières  que  ses  points  d'in- 
flexion sont  sur  la  courbe 

Fat       FrJ 


• .  •    •  •  • 


=  o. 


=  o. 


. .  •     ¥pj     F^i 
soit,  ici, 

fl^P  /7^Ph-7    tfcP-f-p 

fl^P-f-7  b^P  bcP-^-a 

acP  -+-p      bcP-^OL         c'P 

Ce  déterminant  symétrique  a  un  développement  bien 
connu 

a^b^fP'  —  flip(trP  -l_a)a—  b^p  (caP  -+-  ?)» 

—  c*P  (fl*P  •+- 7 )* -h  2(*rP -f- a)  (caP  4- p)  (at  P -4- 7}  =  o. 

Réduisant, 

P(2icp7-f-ac«7a-f-2fl^ap  —  a^a* —  ^'P'  —  c»7»)H-aap7  =  o. 


(357) 
Je  triple  cette  équation  et  je  la  retranche  de  l'ëqua- 
tion  (i),  où  j'ai  remplacé  un  facteur  P*  par  son  dévelop- 
pement, ce  qui  me  donne  un  nouveau  lieu  des  points 
d'inflexion  : 

On  retrouve  la  droite  donnée  et  un  système  de  droites 
imaginaires  : 

(*P  — C7)2-h(c7  —  aoLy-h{na  —  ^P)'=  o. 

Ces  droites  coupent  la  cubique  aux  six  points  d'in- 
flexion qu'if  restait  à  trouver  et  qui  sont  nécessairement 
imaginaires.  On  peut  voir  que  le  centre  de  l'ellipse  éva- 
nouissante est  le  p6le  de  la  droite  P  =  o,  par  rapport 
aux  trois  couples  de  tangentes  aux  points  réels  d'in* 
flexion  • 

SOLUTION  DUNE  QUESTION  DU  CONCOURS  D'AGRÉGATION 

DE  1864; 

Pab  m»  moret-blanc. 


Étant  donnée  une  ellipse,  on  décrit  un  cercle  sur  le 
grand  axe  A  A'  comme  diamètre,  et  Von  mène  deux 
rayons  quelconques  OD,  OE  assujettis  à  faire  entre  eux 
un  angle  constant  a.  On  projette  leurs  extrémités  D 
et  E  sur  V ellipse  enV  et  Q^  par  des  perpendiculaires  au 
grand  axe.  Enfin,  par  l'une  de  ces  projections  P,  on 
mène  au  plan  de  V ellipse  une  perpendiculaire  PP'  de 
longueur  constante  h.  On  demande  le  lieu  engendré 
par  la  droite  qui  joint  le  point  Q  au  point  P,  lorsque 
le  couple  de  rayons  OD,  OE  prend  dans  le  plan  du 
cercle  toutes  les  positions  imaginables. 

1 .  Je  prends  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  au  plan 


(  358  ) 
de  Pellipse,  menée  par  son  centre,  Torigine  étant  placée 

à  ]a  distance  -  au-dessus  de  ce  plan,  et  pour  axes  des  x 

et  des^  des  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse. 

Soient  a  et  &  les  demi-axes  de  Tellipse,  |3  et  a  +  ^ 
les  angles  que  les  rayons  OD  et  OE  font  avec  OA;   lea 

coordonnées  de  P'  sont  a  cos  j3,  b  sin  P,  ~  ^   celles  de  Q 

sont  a  cos  (ff  + 13) ,  i  sin  (a  + 13), •    Les  équations 

de  la  droite  P^  Q  sont  donc 

X  —  acosp  y —  nsinp  2 


flcos(a-l-p)  —  acosp        ^sm(a4- P)— ftsinp  — h 

d'où  Ton  tire 

(»4-  -/ij  cos  p—  (s  —  -A  j  cos  (a-hf)  = — , 

L^  i^^sinp-  [z  -i/-)  sîn(a-+-p)  =  ^. 

Elevant  ces  équations  au  carré  et  ajoutant,  ^  est  éli- 
miné, et  il  vient 

(«+î*)v(«-î*y-^(»'-|A')co.«=A'(5-^g), 

ou 

aB'(l  —  COSa)H (iH-  C0Sa)  =  /i»  ( -_  4-i- j  , 

que  Ton  peut  écrire 


ou  enfin 


4«*  «n*  - 

«*        r*         ^  a  a 

"1  "^    Ai li ==  cos'-» 


H =  I 


«*cos*  -        A*  cos*  -        -7  A*  cot*  - 
a  24^ 
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équation  d'an  hyperboloïde  rapporté  à  «on  cenire  et  à 
ses  axes. 

2.  On  arrive  presque  sans  calcul  au  même  résultat  de 
la  manière  suivante  : 

Soient  toujours  les  mêmes  axes  :  par  le  point  D,  éle- 
vons DD'=h  perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse,  et 
joignons  IVE.  La  plus  courte  distance  des  droites  IXE 
et  OZ  est  constante  et  égale  à  la  distance  de  la  corde  DE 

au  centre  du  cercle,  c^est-a-dire  à  a  cos  -\  la  ligne  D'E 

a,  sur  le  plan  de  Tellipse,  uue  inclinaison  constante  dont 

la  tangente  est •  Quand  Tangle  DOE  tourne  au- 

asia  - 

tour  du  point  O,  la  droite  IV E  engendre  donc  un  hyper- 
boloïde de  révolution  à  une  nappe,  dont  le  cercle  de 

h 
gorge,  situé  à  la  distance  -  au-dessus  du  plan  de  l'el- 
lipse, a  un  rayon  égal  à  a  cos  -^  hyperboloïde  qui  a  pour 
équation 


x*  y»  »» 

H ^ =  1. 


a  a  I  a 

fl'  cos'  -         a*  cos'  -         -7  A'  cot'  - 

2  24^ 

La  surface  engendrée  par  P'  Q  s^en  déduit,  en  rédui- 
sant les  j^  dans  le  rapport  -•  On  obtiendra  donc  son 

équation  en  remplaçant  dans  la  précédente  /  JP^^rJy  ce 
qui  donne 

X*  r'  3' 

H ^ ==  I  • 


«'  cos'  -        0*  sm'  -        -7  ^  cot'  - 
2  24^ 


(  36o  ) 

■     *■  "Il  II  ■■■■■■!  Il  II I  II  I  ■  i^P— ^■^■^■^^M     -  I 

SOLUTIOH  V\m  QUESTION  BU  GOKGOIIRS  D'AGRfiGATIOll 

m  1865; 

Pae  m.  moret-blanc. 


Étant  donnée  une  sphère,  dont  le  rayon  sera  pris 
pour  unité j  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  base  une 
ellipse  de  même  centre  que  la  sphère  et  dont  les  demi" 
axes  seront  représentés  par  les  constantes  sina  et 
sîn  &,  démontrer  : 

I®  Qa'i7  existe  sur  la  sphère  deux  points  F  et  F'  tels 
que  la  somme  des  arcs  de  grands  cercles  MF  et  MF' 
aboutissant  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
d^ intersection  est  constante } 

a®  Que  ces  deux  arcs  font  des  angles  é^aux  as^ec  la 
tangente  au  point  M. 

Construction  graphique  des  points  F  et  F'. 

Examen  du  cas  particulier  oà  la  somme  MF  -f-  MF' 
est  égale  à  une  demi-circonjerence  de  grand  cercle. 

I®  Je  prends  le  grand  axe  de  Tellipse  ponr  axe  des  x^ 
le  petit  axe  pour  axe  des  j^  et  Taxe  du  cylindre  pour  axe 
des  z. 

Soient  Xjjy,  z  les  coordonnées  du  point  M^  ^\^Yv^z^^ 
el  Xf,  y%^  Zt  celles  des  points  cherchés  F  et  F^;  posons 
de  plus 

arc  MF  =  V,  arc  MF' =  V   el   V4-V'=aA. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  sont  les  co- 
sinus des  angles  que  le  rayon  de  ce  point  fait  avec  les 
axes.  On  a  donc 

ces  V  =.  xxi  H-  xXt  -*-  ^1 9     cos  V  =  xx,  -+- j/a  -f-  zfj . 


(36i  ) 

Mai$  il  est  clair,  par  raison  de  symétrie,  que  si  les 
points  F  et  F^  existent,  ils  doivent  se  trouver  dans  l'un 
des  plans  de  symétrie,  probablement  celui  des  xz,  et 
être  symétriquement  placés  par  rapport  a  l'autre. 

Je  pose  donc 

Les  relations  précédentes  deviennent  alors 

ces  V  =  xxt  -h  zzi  y    ces  V  =  —  xx^  -H  zr,, 

d'où 

V  — V 

COS  V  -h  COS  V  =  2  ZS,  =  2COS  A C08 5 

a 
ces  V  —  cosV  =  2arx,  =  asîn  A  sin ■> 

2 

et,  par  suite, 

V'  — V  zz,  .    V— V         XX, 


COS = r  >      sin 


2  ces  A  2  sin  A 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

cos'A       sin^A 
ou 

sîn'Acos'A  =sîn*Az'z* -hcos'A^oîî; 

mais  on  a 

a?J  =  i— zf,   j:*  =  âîn»acos'»,  7»=:sin*^sin*«, 

et,  par  suite, 

«*=ri  —  siD'acos'oi)  —  sin»  ^  sin' «  =  cos'^ —  (sin'a — sîn'*)cos*», 

a>  étant  le  paramètre  angulaire  de  la  projection  du  point 
M  sur  l'ellipse. 

En  substituant  ces  valeurs  de  a:',  x*,  2*  dans  l'équation 
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obtenue,  elle  devient 

sin'Aco$»A=  [sin'Acos'^  —  (sin*  tf  —  8in'A8in*ft)cos*«]«J 

+  cos'Asin^flcos'flo, 
ou 

coft'A(8m*A  —  sin'acos*«») 

=  [sin'  A  cos*  b  —  {sin^a  —  sin*  A  sin*  b  )  cos*o»]  z% 

d'où 

ces' A  (sin'A  —  sin'a  cos'«) 


»î 


sin'  A  ces'  b  —  {sin^a  —  sin*  A  sin*  b  )  ces'  w 


Cette  valeur  devant  être  indépendante  de  &>,  il  faut 
que  Ton  ait 


I  sÎD'a 


cos^  b       si  n'a  —  sio'  A  sin'  b 
d'où 

sin^a  —  sîd' A&in'  b  =  sin^a  cos'&y  t\n*  a  sin'  b  =  sin'A  sin'  by 

sin^a  =  sin'  A,     A  =  a. 

Il  en  résulte 

j   COS'tf 

j      cos*b — cos'cA      sin'tf — «in*  6         c»  c 

COS'6  COS'O  C08*&  COS^ 

en  appelant  c  la  distance  d'un  foyer  de  l'ellipse,  base  du 
cylindre,  à  son  centre. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  des  points  F,  F^. 

Par  l'extrémité  du  petit  axe  de  l'ellipse  donnée,  me* 
nez  une  parallèle  au  grand  axe  qui  rencontre  la  sphère 
aux  points  N^  N';  tirez  le  rayon  ON;  par  le  foyer,  élevez 
une  perpendiculaire  au  grand  axe  qui  rencontre  ON  en  P; 
prenez  sur  le  grand  axe  OQ  =  0Q'  =  OP;  les  perpen* 
diculaires  au  plan  de  l'ellipse,  élevées  par  les  points 
Q  et  Q',  couperont  la  sphère  aux  points  F  et  F'. 
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Lt  courbe  d^ntersection  du  cylindre  et  de  la  sphère 
porte  le  nom  di  ellipse  sphérique;  les  points  F  et  F'  en 
sont  les  foyers. 

Remarque,  —  On  aurait  pu  prendre  A  =  tt  —  o) , 
d'où  2A  =  37r —  ao)',  mais  alors  il  aurait  fallu  prendre 

9 

*i  = —Tt  c'est-à-dire  que,  Tellipse  sphërique  étant 

dans  rhémisphère  supérieur,  les  foyers  seraient  dans 
l'hémisphère  inférieur,  et  'uice  ^versa.  Les  foyers  de  Tune 
des  deux  courbes  sont  donc  aussi  foyers  de  l'autre. 

Si  Ton  cherche  les  foyers  dans  le  plan  des  jz ,  il  faut, 
dans  les  calculs  précédents,  permuter  x  et  y^  Xi  et  yi , 

a  et  o,  sino)  et  coso)  :  il  en  resuite  r,  = r > 

^  *  cos'a 

valeur  négative  :  ces  foyers  sont  donc  imaginaires. 

Si  l'on  a 

V4-V'=7r, 

il  en  résulte 

cos  V  H-  cos  V  =  o 
ou 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  :  on  y  satis- 
fait en  posant  x,  =  —  Xj ,  j^i  =  —  /j ,  «i  =  —  Zi^  c'est- 
à-dire  qu'il  suffit  de  prendre  pour  F  et  F'  deux  points 
diamétralement  opposés  sur  la  sphère ,  ce  qui  était  évi- 
dent a  priori. 

!3l^  Pour  démontrer  le  théorème  relatif  à  la  tangente 
en  un  point  de  l'ellipse  sphërique,  on  peut  remplacer  la 
tangente  par  l'arc  de  grand  cercle  tangent  au  même 
point;  la  démonstration  est  alors  tout  à  fait  semblable  à 
celle  du  théorème  analogue  sur  la  tangente  à  l'ellipse 
plane;  il  suffit  d'y  remplacer  les  lignes  droites  par  des 
arcs  de  grands  cercles. 
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On  en  déduit,  pour  la  construction  de  Tare  de  grand 
cercle  tangent  à  T ellipse  sphérique  et  passant  par  un 
point  donné  sur  la  courbe,  ou  extérieur  à  la  courbe,  les 
pièmes  règles,  tnulatis  mutandisj  que  pour  mener  une 
tangente  â  Tellipse  plane,  ainsi  que  les  théorèmes  sui- 
vants : 

V ellipse  sphénque  est  lieu  des  points  de  la  surface 
dé  la  sphère  également  distants  de  Vun  des  foyers  et 
de  la  circonférence  décrite  de  Vautre  fcyer  comme  pôle 
auecune  distance  polaire  égale  à  la  corde  du  grand  axe. 

Cette  circonférence  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques  de  Vautre  foyer,  par  rapport  aux  grands  cercles 
tangents  à  V ellipse. 

Si,  d\tn  point  extérieur  P,  on  mène  des  arcs  de  grands 
cercles  tangents  à  V ellipse,  ils  forment  at^ec  les  arcs 
PF,  PF'  respectivement  des  angles  égaux. 


NOTE  SUR  UN  POINT  REMARQUABLE  DU  PLAN  DTN  TRIANGLE; 

Par  m.  E.  LEMOINE. 


Les  propositions  qui  suivent  n'ont  pas,  croyons-nous, 
encore  été  remarquées.  La  démonstration  en  est  assez 
simple  pour  qu'il  suffise  de  les  énoncer  ici. 

Â,  B,  C,  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  BC,  CA, 
AB  ont  pour  longueurs  a^b^  c. 

1^  Si  l'on  mène  respectivement  dans  les  angles  A,  B, 
C  des  antiparallèles  à  BG,  CA,  AB,  et  qu'on  prenne 
les  milieux  A^  B^,  C^  de  la  partie  de  ces  an ti parallèles 
comprise  entre  les  deux  côtés  de  l'angle,  les  droites 
AA',  BB',  CCJ  concourent  en  un  point  od,  que  nous 
nommerons  centre  des  médianes  antiparallèles. 
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a^  Soit  O  an  point  du  plan  ^  si,  par  O,  je  mène  des  pa- 
rallèles aux  trois  côtés  du  triaogle  ABC,  elles  rencontrent 
lescAtésen  six  points,  sommets  d'un  hexagone  inscrip- 
tiblc  à  une  conique,  et  circonscripiible  à  une  autre. 

La  conique  circonscrite  sera  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  O  sera  intérieur  à  l'ellipse 
de  surface  maximum  inscrite  dans  ABQ  sur  cette  el- 
lipse, ou  à  Texte  rieur. 

3®  Si  O  coïncide  avec  (ùy  l'ellipse  circonscrite  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  de  la  ligne  qui  joint  a> 
au  centre  du  cercle  circonscrit;  le  rayon  p  de  cette  cir- 
conférence est  donné  par  la  formule 

'^  ■"      (fl'-h  b^-hc^y  ' 

R  éunt  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

4®  Les  trois  cordes  que  le  cercle  intercepte  sur  les  trois 
côtés  sont  proportionnelles  aux  cubes  de  ces  côtés. 

5®  Les  trois  côtés  de  Thexagone,  qui  ne  sont  pas  corn* 
pris  sur  ceux  du  triangle,  sont  égaux  et  ont  pour  valeur 

abc 


fl»  -+-  6*  -+- 


6^  Les  antiparallèles,  menées  par  on  aux  trois  côtés, 
sont  égales. 

7^  La  distance  d  àe  a>  au  centre  du  cercle  circonscrit 
est  donnée  par  la  formule 

rf'  =  R»— 3/». 
8®  Si  Aûi>  coupe  BC  en  a,  on  a 

bc        , 
A  ot  =  a  -rz Uj 

/«  étant  la  médiane  partant  de  A  du  triangle  ABC. 
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9*^  Le  centre  des  médianes  antiparallèles  ^  cat  anssi 
le  point  de  rencontre  des  droites  qui,  partant  des  som* 
mets,  divisent  le  côté  opposé  en  segments  proportionnels 
aux  carrés  des  côtés  adjacents.  C'est  donc,  d'après  M.  Hos- 
sard,  le  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  soit  un 
minimum. 

io°  Par 

A  je  mène  à  AC  une  perpendiculaire  a'7% 
B         »  AB  »  a' PS 

C         •  CB  -  P'7', 

A  »  AB  I.  a^'P", 

B         .  BC  »  p^v", 

C  .  AC  -  a'' y". 

On  voit  facilement  que  a'«*^,  ^'^^^  yV  passent  au 
centre  du  cercle  circonscrit. 
Cela  posé 

uaf'  coupant  BC  en  A,, 

p'P^         ^        AC    .    B., 

V'v"         »        AB    .    C„ 

les  points  Ai,  Bi,  Ci  sont  en  ligne  droite. 
Soient 

A'  le  conjugué  harmonique  de  Ai  par  rapport  aux  points  B  et  C, 
B''  »  B,  >  AetC» 

C  »  C,  >  BetA, 

les  trois  droites  AA'^  BB'^  CC^  passent  au  centre  des 
médianes  antiparallèles. 


GALGIIL  M  RATOn  DE  lA  SPHÈRE  INSCRITE 
DANS  LE  TÉTRAÈDRE ; 

Par  m.  Gbo&obs  DOSTOR, 
Docteur  es  sciences. 


Considérons  le  tétraèdre  SABC,  qui  est  compris  sons 
les  arêtes 

SA=:a,     SB  =  ft,    SC  =  tf, 

issues  du  sommet  S,  lesquelles  forment  entre  elles  les 
angles 

ESC  =  \y    CSA  =  ft,    ASB  =  V. 

Prenons  le  sommet  S  pour  origine  des  coordonnées  et 
les  droites  SA,  SB,  SC  pour  axes  respectifs  des  x,  y,  z 
positifs. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  O  de  la 
sphère  inscrite,  et  r  le  rayon  de  cette  sphère.  On  sait  que 
ia  distance  d  d'un  point  (or,  j*,  i;)  à  un  plan 

Aa:  -4-  B/  -4-  C«  -h  D  =  o, 

est  donnée  par  la  formule 

(i)  £/»=dz  (Ax  H-  Br  -+-  Cz  -h  D)  — » 

où 

A*  =  I  —  COS'X  -^  COS'fJL  —  COS' V  -h  2  COSX  COSfl  COSv, 

(  U'  =  A'  sin*X  -+-  aBC  (cosjx  cosv  —  cos \) 

(a)         J        -h  B'  sin'p  H-  aCA  (cosv  cos\  —  cosp) 

(        -h  C*  sin'v  -h  2  AB  (cos>  cosjx  —  cosv). 

Nous  obtenons  donc  la  distance  du  centre  O  au  plan  SBC 
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de^jZj  en  faisant  dans  (i)  et  (a)  A  =  i ,  B  =  C  =  D  =  o; 
cette  distance  étant  z,  nous  avons  ainsi  Tégalité 

àx        ,,  ^  rsîn> 

r=—. —  9      d  où     x= • 

sinA  A 

On  verrait  de  même  que 

rsinix  rsinv 

A  û 

sont  les  deux  autres  coordonnées  du  centre  O  de  la  sphère 
inscrite.  Il  s*ensuit  que  les  équations 

(3)  "  '  ' 


sidX       siDfA       sinv 

sont  celles  de  la  droite  SO,  également  inclinée  sur  les 
trois  faces  SBC,  SCA,  SAB  du  trièdre  S. 

Dans  la  formule  (i),  remplaçons  or,  ^,  z  par  les  va** 

leurs  précédentes,  ^s^par  r  et  A,  B,  C,  Dpar-9  t»  -«  —  ■  9 

nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  de  la  sphère  à  la 
quatrième  face  ABC  du  tétraèdre.  Il  en  résulte  i'équa* 
tion 

T-  {  cosfA  ces»  —  cos^  J 

—   (  COSV  COSÎl  —  COSfX  J 
-7    (  COS>  CO$|*  —  COSv  j 

(sîdX       sinix       sinv\ 

qui  fournit  la  valeur  de  r.  Élevant  les  deux  membres  au 
carré,  afin  de  faire  disparaître  le  radical,  et  réduisant,  on 
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cliaiige  celte  éqaation  dans  la  suivante  : 


4  [  <z  sin  ^ 


-4-v  —  \  ,    .     V -h  >  —  u 

H-  osin 


2  2 


e  siD I  sm H 

2  /  2 


'  j  sm  - 


elle  donne  les  rayons  des  deux  sphères,  tangentes  aux 
quatre  faces,  qui  ont  leurs  centres  situés  sur  la  droite  (3). 

Si  l'on  a  soin  de  changer,  dans  cette  équation,  succes- 
sivement le  signe  de  X,  jul,  v,  on  obtiendra  les  rayons  des 
six  autres  sphères,  qui  sont  tangentes  aux  plans  des 
quatre  faces  du  tétraèdre. 

Ces  sphères  fipt  leurs  centres  situés,  deux  par  deux, 
sur  les  droites  respectives 


.r 


sin> 

smfA 

9 

smv 

.r 

r 

z 

sinX 

sinu 

' 

smv 

.r 

r 

z 

sinX       sinfA  sinv 

qui,  étant  dirigées  dans  l'intérieur  des  trois  trièdres 

SA'BC,     SAB'C,     SABC', 

formés  par  deux  des  arêtes  SA,  SB,  SC  et  le  prolonge- 
ment de  la  troisième,  sont  les  lieux  des  points  équidis- 
tanis  des  faces  de  ces  trièdres. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  discussion  des 
valeurs  de  r,  qui  ne  manque  pas  d'intérêt. 


jinn.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  Xtl.  (Août  1873.)  ^4 
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RAYON  n  U  SPHÈRE  CIRCONSCRITE  AU  TÉTRAiHI 
BN  FONCTION  MS  ARÊTES; 

Pab  m.  GsoaGBS  DOSTOR, 

Docteur  es  sciences. 


Soient  S,  A,  6,  C  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 
Représentons  par  a^  b^  c  les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC 
issues  du  sommet  S,  et  par  X,  j/,  v  les  inclinaisons  mu- 
tuelles BSC,  CSA,  ASB  de  ces  arêtes. 

Prenons  le  sommet  S  pour  origine  des  coordonnées 
et  les  droites  SA,  SB,  SC  pour  les  axes  OX,  OY,  OZ. 

Désignons  par  a:,  j^,  z  les  coordonnées  du  centre  O  de 

la  sphère  circonscrite  et  par  R  le  rayon  de  cette  sphère. 

Le  centre  O  sera  le  point  d'intersection  des  trois  plans 

élevés  sur  les  milieux  des  arêtes  a,  &,  c,  perpendiculaire- 

K  ,  a     b    C  , 

ment  a  ces  arêtes  \  par  conséquent  -9  -9  -  seront  les 

projections  orthogonales  du  rayon  SO  =  R  sur  les  trois 
axes  des  coordonnées  OX,  OT,  OZ^  de  sorte  que,  si  a, 
/3,  y  sont  les  inclinaisons  de  SO  sur  ces  trois  axes,  nous 
avons 

(i)  €i=:aRcosa,     6=raRcosp,     c  =  2Rcos7. 

Cela  posé,  projetons  le  rayon  SO  et  la  ligne  brisée 
x+y  -^ z  successivement  sur  SO  et  sur  les  trois  axes 
de  coordonnées  \  nous  obtenons  les  équations 

—  R  H-  « cosa  -h  y  cosp  -4-  z  CO87  =  o, 

—  R  cosa  4-  J?  -h  /  cosv  -h  »  cosp  =  o, 

—  R  cosp  -*-  X  cosv  -*-  j^  H-  fi  cos>.  =  o, 

—  R  CO87  -H  X  cosfx  -h  /  coiik  -f-  s  =  o, 


(371  ) 
qui,  devant  être  compatibles,  exigent  qne  Ton  ait  le  dé- 
terminant 


I 

cosa 

cosp 

COS7 

COSa 

I 

COSV 

COSfA 

COS^ 

COSv 

I 

• 

cos> 

COS7 

COSpi 

cosX 

I 

=  o. 


Telle  est  la  relation  qjui  existe  entre  les  six  angles 
que  forment  entre  elles  quatre  droites  SO,  SA,  SB,  SC 
issues  d'un  même  point  S. 

Dans  ce  déterminant,  mettons  à  la  place  de  cosa, 

cosS,  cosy  leurs  valeurs  —=r^  — =rj  —=r  tirées  des  ésali- 

^^  '  2R      2R      2R  ^ 

tés  (i)  ;  l'équation  précédente  deviendra 


I 
a 

2R 

b 

2R 

c 

2R 


a 

2R 


b_^ 

2R 


c 

Ir 


COSV 


COSv   COSfA 


cos> 


COSfA  cosX    I 


=  o. 


ou,  en  multipliant  la  première   ligne  et  la  première 
colonne  chacune  par  2  R, 


11) 


4R' 

a 

b 

c 

a 

1 

COSV 

COSfA 

b 

COSV 

I 

cosX 

c 

COSfi 

cosX 

I 

=  o. 


Cette  équation  donne  la  valeur  de  R  en  fonction  des 
trois  arêtes  a,  i,  c  issues  du  même  sommet  S  et  des  in- 
clinaisons mutuelles  X,  ^,  V  de  ces  arêtes.  On  en  tire,  en 

a4. 


e&t) 


4R' 
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I 

cosv 

COSfA 

a 

b 

e 

cosv 

I 

cosX 

—  a 

cosv 

1 

cosX 

cos^ 

cosX 

I 

COSfA 

cos> 

I 

a 

b 

c 

t 

a 

b 

c 

I 

cosv 

€08  ft 

-hc 

i 

cosv 

COSfA 

cos^ 

cosX 

I 

cosv 

I 

cosX 

—  6 


on,  en  effectuant  et  développant. 

I4R'A  =:ii'sin^X  +  a6c(cos(ACOsv  —  cosX  ) 
4-  ^*  8in*|x-|-  ica  (cosv  cosX  —  cospi) 
-h  c*  sin'v  -h  2a6(cosX  cosp  —  cosv  ). 

Dans  cette  expression,  À  représente  la  quantité 
1  —  cos'X  —  cos'ft  —  cos*v  -*-  2C0SX  cosfA  cosv, 

La  valeur  de  4B.*A  peut  s'exprimer  en  fonction  des 
six  arêtes  du  tétraèdre.  Beprésentons,  en  effet,  par  a\ 
b\  c'  les  trois  arêtes  BC,  CA,  ÂB  qui  sont  respective- 
ment opposées  aux  arêtes  SA  =  a,  SB  =  &,  SC  =  c.  Les 
triangles  SBC,  SCA,  SAB  dous  donnent 

a'^-=z  A* -4- c*  —  ^bc cosX,     ^'*r=  r'  -+-  a»  —  ica cos f*, 

c'»  =  a' -f-  5*  —  Tiab  cosv, 

d*où  nous  tirons 

C0SX= : ,    COSfX=: j   COSv=: 


nbc 


:tca 


2ab 


Substituons  ces  valeurs  dans  le  second  membre  de 
Téquation  (II)  ;  nous  obtenons  d'abord 

4fl* b^c*[a*  sin'X  -h  a ^c(coSfft  cosv  —  cosX)  ] 

=  2 ^»6'»c»c'»  —  !!««'«  -h  (2A^c«  —  c*a*'^a*b*) 

"h  2fl**»c»(aii»—  A»  — c>)  -♦-  2tf'4i'»( 2 **«*-+•<?'«* H-  «'*') 
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puis,  par  permutation  circulaire, 

^a^b*c*[b*%m*^  •+-  2ca(cosvcos>  —  cosf*)] 
=  2cV»û»fl'*—  b*b'*  H-  (2c«fl*—  «*6*—  b*c*) 

et 

44t*iV[c*sin'v  -4-  2a6(cos>  cosfi  —  cosv)] 
=  2fl*a''6»*'»— c*f'*+ (2«*  *<  —  **«*— c^û*) 

—  2fl»a'»(ôV2 -+-«'*»)—  iib*b'*(c^a^-ha^b*). 

Ajoutant  ces  trois  dernières  égalités  membre  à  membre 
et  réduisant,  nous  trouvons  que  le  second  membre  de 
l'équation  (II),  multiplié  par  4â*&*<^*  est  égal  à 

il  nous  vient  donc 

tm\    »3       2ft'^'»cV»-»-  2c»c'»a»û'»-f-  iia^a'^b^b'^—  a^a'*—  b*h'*—c*4/* 

(III)       li    = — .  ,,     , 9 


i6a'^»c»d 


ou 


iiy^^,_{^''^bb''hee')(bb''^ee''-aa')(cc'-^aa'^bb')(aa'-^bb''^cc') 
~  i&a^b^c'li 

* 

Cette  eiipression  peut  s'écrire  sous  forme  de  déterminant 


(V) 


l6rt*^'c»AR»  = 


o     a^ 


b^     c" 


A" 


b^ 
o 

«'3 


o 


Si  Ton  observe  que  le  volume  Y  du  tétraèdre  est 
donné  par 


(3:4) 


on  trouve  que 


576  V»R»  = 


0 

a^ 

b' 

c" 

a» 

0 

c'' 

h'^ 

h' 

c'» 

0 

a'^ 

c* 

V^ 

a'' 

0 

(VI) 


ou  bien 
24  VR 


=  sj{aa''^-bb^'^cd){bb''\'cc'—aa')(ct^'\-aa'—hb%aa''\-bb'^rffy 


Posant 


on  a  encore 


aû'-f-ôft'+<?c'=2PS 


R  =  ^  V^P»(P»— afl'){P»— Ô6'){P»— tfc') . 

Cette  dernière  expression  a  été  donnée,  sans  démons- 
tration, par  M.  Brassine,  dans  les  Nouifelles  Annales 
de  Mathématiques,  1'®  série,  t.  YI,  p.  227,  année  1847* 


RELATION  BNTRB  LBS  TOLIIIIIES  CORRBSPONBANTS  M  WSl 

riGDRIS  HMOCRAPHltlIES^ 

Par  h.   Edouard   AMIGUES. 


Supposons  que  Ton  ait  trois  axes  rectangulaires  \ 
imaginons,  dans  ce  système  de  coordonnées,  deux  figures 
homographiques,  dont  les  points  correspondants  soient 
définis  par  ces  relations 


X- 

-  ax  H-  bj  -{-  et  -\-df 

Y  = 

-  a'x  -h  b'x  ■+■  c'z  -f-  J^ 

Z  = 

=  al'x  -h  b"ir  -f-  c^z  -+-  rT. 

(  375  ) 
Considérons  quatre  points  de  l'une  des  fignres  et  les 
quatre  points  correspondants  de  l'autre,  et  formons  le 
produit  des  deux  déterminants 


X 

r 

z 

1 

X, 

Xi 

2i 

I 

X, 

ït 

«a 

I 

J 

^t 

^3 

»s 

1 

a 

h 

c 

o 

a! 

b' 

c 

o 

a" 

ft" 

c*' 

0 

o 

o 

o 

I 

Ce  produit  sera,  d'après  les  trois  relations  qui  existent 
entre  les  coordonnées  de  deux  points  correspondants, 

X  —  d    Y  — rf'    Z— rf" 

X,_-rf    Y,— rf'     Z,— rf' 
Xt—d    Yi'-d'     Z^—d" 

multipliant  la  dernière  colonne  par  dy  d\  d"  et  ajoutant 
aux  trois  autres,  ce  produit  devient 


X 

Xt 
X, 

X3 


Y 

Y. 
Y, 

Y3 


Z 

Z, 

z, 

Zs 


I 
I 
I 
1 


(«) 


De  là  la  formule 

X   Y   Z    I 

X,  Y,  Z.   I 

X,  Y,  Z3   I 


^  r 

z     I 

n 

b     c 

^i  Xi 

Z\     I 

m   M 

X 

a' 

by  c 

^2  ïi 

2,    I 

a" 

y  c 

xz  y% 

z^    I 

J/ 


Le  premier  membre  représente  six  fois  te  volume  d'un 
tétraèdre  *,  le  premier  facteur  du  second  membre,  six  fois 
le  volume  du  tétraèdre  correspondant.  Nous  désignerons 
les  volumes  de  ces  tétraèdres  par  V et  u.  Quant  au  second 
facteur  du  second  membre,  nous  l'appellerons  A  et  nous 
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remarquerons  que  û  ^o,  puisque,  à  chaque  point  X,  \\ 
Z,  doit  correspondre  un  seul  point  xyz.  Nous  aurons 
alors,  suivant  le  signe  de  A, 

Il  est  facile  de  voir  que  la  même  relation  existe  entre  les 
volumes  de  deux  polyèdres  correspondants  et,  par  suite, 
de  deux  figures  correspondantes  quelconques,  limitées 
par  des  surfaces  planes  ou  courbes. 

En  effet,  la  formule  (i)  nous  montre  que,  si  quatre 
points  de  Tune  des  figures  sont  dans  un  même  plan,  il  en 
est  de  même  des  quatre  points  correspondants  de  Tautre 
figure,  ce  qui  est  le  propre  de  Thomographie.  Mais  elle 
va  nous  montrer  aussi  que  si,  dans  une  des  figures,  deux 
points  sont  d'un  même  côté  par  rapport  à  un  plan,  il  en 
sera  de  même  pour  les  points  et  le  plan  correspondants 
de  Tautre  figure,  et  que,  au  contraire,  si  deux  points 
sont  de  part  et  d'autre  d'un  plan  dans  Tune  des  figures, 
la  disposition  de  la  figure  correspondante  sera  la  même. 
[1  nous  suffira,  pour  le  voir,  de  considérer  Téquation 
V  ^  o  comme  représentant  un  plan  passant  par  trois 
points,  X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes  \  v^=zo 
représentera  alors  le  plan  correspondant,  x,  y^  z  étant 
les  coordonnées  courantes.  Diaprés  la  relation  (i),  il  est 
évident  que,  si,  en  substituant  à  la  place  de  X,  T,  Z  tan- 
tôt X4,  Y4,  Z4  et  tantôt  Xj,  Yb,  Zs,  Y  conserve  le  même 
signe,  il  en  sera  de  même  de  f^,  quand,  à  la  place  de  a:, 
y^  s,  on  substituera  tantôt  x^,  ^4,  z^  et  tantôt  jTb,  j^b, 
«S9  6t  inversement.  Ceci  prouve  bien  que  les  positions 
relatives  de  deux  points,  par  rapport  à  un  plan,  se 
conservent  d'une  figure  à  Pautre. 

On  voit  alors  que,  si  un  polyèdre  est  convexe,  le  po- 
lyèdre correspondant  Test  aussi,  et  que  deux  polyèdres 
correspondants  quelconques  peuvent  être  décomposés  en 
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une  somme  arîthmétîqne  de  tétraèdres  se  correspondant 
deux  à  deux;  c'est  évidemment  tout  ce  quMl  fallait  éta- 
blir. 

Nous  laisserons  an  lecteur  le  soin  de  poser  le  principe 
analogue  de  la  Géométrie  plane,  et  nous  donnerons 
quelques  applications,  en  les  choisissant  de  préférence 
parmi  les  exemples  simples,  pour  lesquels  la  formule  (i) 
s'obtient  d'une  manière  tout  à  fait  élémentaire. 

X*       Y' 

1**  Trouver  le  volume  de  Tellipsoïde  — r  -h  tt 

(coordonnées  rectangulaires). 
Si  nous  posons 

abc 
R  R''  R 

nous  voyons  que  la  figure  homographiqûe  est  la  sphère 


D'autre  part,  on  a  évidemment 

X     Y     Z      1 

3c     y      z       \ 

X.     Y.     Z,     I 

abc 

j?i   ri   z,    i 

X,     Y,    Z,     1 

R^ 

^i     JTi      ^       I 

X,     Y3     Z3     i 

•^3   r»   «3    ' 

c*e8t-à-dire,  en  remarquant  que  cette  relation  s'étend  à 
deux  volumes  correspondants  quelconques  W  et  w^ 


(2) 


abc 


En  particulier,  en  appelant  V  le  volume  de  rellîpsoïde 
et  V  celui  de  la  sphère  homographiqûe, 


abc 
R*     ' 
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2^  Le  parallélépipède  construit  sur  trois  demi-dia* 
mètres  conjugués  d^un  ellipsoïde  a  un  volume  constant. 

Faisant  la  même  transformation  homographîqae  que 
tout  à  l'heure,  on  obtient  la  formule  générale  (a). 

Il  est  facile  de  voir  que  trois  demi-diamètres  con- 
jugués correspondent  à  trois  rayons  rectangulaires  de  la 
sphère,  et  que  le  parallélépipède  ci-dessus  correspond  au 
cube  qui  a  pour  arêtes  ces  trois  rayons.  Le  volume  de  ce 
cube  étant  R',  celui  du  parallélépipède,  d'après  la  for- 
mule (2),  doit  être  abc. 

3°  L'ellipsoïde  ^  +  J7  ^-  ^  =  ^  «'  l'ellipsoïde  ho- 
mographique,  obtenu  en  posant 

ont  même  volume^  car,  dans  ce  mode  de  transformation, 


I 

0 

0 

0 

I 

0 

I 

I 

] 

Tous  les  volumes  correspondants  doivent  donc  être  équi- 
valents ;  les  deux  surfaces  quelconques 

/(X,Y,Z)=:o     et   /(x,/,x-f./ -+.z)  =  o 

limitent  des  volumes  équivalents. 
4®  Soit  le  tore 

4rf»(X»  -+.  Y^)  =: (X»-f-  Y»-f-  2*4-  /^—  R')*; 

en  transformant  cette  surface  homographiqnement,  on 
obtient  un  anneau  irrégulier,  dont  Téquation  est 

/^d*[{ax  -+-  6j  -f- cz  -♦-  rf)»  +  {a'x  -4-  b'y-hc'z-^ety] 

-4- («"Jt -f-^'^-hc"* -h  rf')»-*- /«— R*]S 


et  dont  le  volume  est 


aw^R*/ 
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b 

b' 
b" 


a 


5^  Si  l'on  fait  la  transformation  homographique 

X  =  X  cosa  -f-  X  C05  p  -h  z  COS7  4-  rf, 
Y  =  xcos«'-*-7Cosp'  -+-ZCO87'-*-  ^, 
Z  =  X  cosa"-f-  X  cosp'^-h  z  cos7'*-*-  '^"^ 

en  supposant 

cos*a  -f-oos*p  -+-cos*7  =1, 

cos*a'  -h  cos*p'  -h  cos»7'  =  i , 

cos>a"-f-  cos»p"-f-  cos'7''  =  I , 
cosa  cX}Sa'  4-  cosp  cosp'  -4-  C057  COS7'  =  o, 
cosa  cosa"4-  cosp  cosp^-h  C0S7  cos7"=  o, 
cosa' cosa*' 4-  cosp'cosp^'H-  C0S7'c0S7'^=:  o; 

comme 

cosa      cosp      C0S7 

COSH'       cosp'       COS7' 

cosa''     cosp''     COS7" 

les  figures  correspondantes  ont  même  volume.  On  peut 
voir  d'ailleurs  qu'elles  sont  égales,  en  rapportant  la 
seconde  figure  à  trois  nouveaux  axes  rectangulaires  qui  se 
trouvent  naturellement  indiqués. 

Conclusion.  —  H  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans 
toute  figure  transformée  homographiquement  en  coor- 
données cartésiennes,  les  surfaces  en  Géométrie  plane, 
les  volumes  en  Géométrie  de  l'espace  se  trouvent  simple- 
ment multipliés  par  un  facteur  constant,  comme  il  arrive 
des  longueurs  lorsque  d'une  figure  ou  passe  i  la  figure 
semblable.  L'utilité  de  l'homograpbie  ne  se  borne  donc 
pas  à  l'étude  des  propriétés  descriptives. 


=  dbi, 
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CONCOURS  GfiNÉRAL  DE  1873 


MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 

Une  surface  da  second  ordre  S  étant  donnée,  ainsi 
que  deux  points  A  et  6  sur  cette  surface,  il  existe  une 
infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S,  qui  sont  tangente» 
en  A  et  en  B  à  la  surface  S.  On  propose  de  trouver  : 
i^  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  £^  a®  le 
lieu  géométrique  de$  points  de  contact  de  ces  surfaces 
avec  les  plans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  parallèle- 
ment a  un  plan  donné  *,  3^  le  lieu  géométri^e  des  points 
de  contact  de  ces  mêmes  surfaces  avec  les  plans  tangents 
qu'on  peut  leur  mener  par  une  droite  donnée. 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un  cercle  donné, 
mener  deux  cordes  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné 
et  dont  le  produit  soit  maximum  ou  minimum.  On  exa- 
minera en  particulier  le  cas  où  le  point  donné  est  à  l'ex- 
térieur du  cercle. 

PHILOSOPHIE. 

i'''^  question,  —  On  inscrit,  dans  un  cercle  donné,  tous 
les  triangles  dont  deux  côtés  sont  respectivement  paral- 
lèles à  deux  droites  fixes  données-,  on  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  inscrits  dans  ces  triangles. 

a^  question.  —  Ou  donne  un  prisme  triangulaire,  et 
l'on  fait,  dans  ce  prisme,  une  section  abc  parallèle  aux 
bases;  on  joint  un  point  O  quelconque,  pris  dans  le  plan 
de  la  base  supérieure,  aux  trois  sommets  de  la  section 
abc,  et  l'on  prolonge  les  trois  droites  ainsi  formées  jus- 
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qu'à  leur  rencontre  aux  points  A,  B  et  C  avec  le  plan 
de  la  base  infërienre.  On  demande  à  quelle  distance  de 
la  base  supérieure  il  faut  faire  la  section  abcy  pour  que  le 
tétraèdre  0A6C  et  le  prisme  donné  soient  équivalents. 

RHETORIQUE. 

i'*  question.  —  Etant  données  deux  splières,  on  in- 
scrit dans  la  première  un  cène  droit  à  base  circulaire 
dont  le  côté  est  égal  au  diamètre  de  base,  et  l'on  circon- 
scrit à  la  seconde  un  cylindre;  on  trouve  que  le  volume 
du  c6ne  est  la  •{-  partie  du  volume  du  cylindre.  On  de- 
mande le  rapport  des  rayons  des  deux  sphères. 

2*  question.  —  Année  tropique,  calendrier. 

SECONDE. 

i"  question.  —  Etant  donnée  une  pyramide  triangu- 
laire tronquée,  on  propose  de  mener,  par  Tune  des  arêtes 
de  la  base  supérieure,  un  plan  qui  divise  le  volume  du 
tronc  en  deux  parties  équivalentes. 

^^  question.  —  Trouver  deux  nombres,  connaissant 
la  somme  de  leurs  inverses  et  la  somme  des  racines  car- 
rées de  ces  deux  nombres.  Application  au  cas  où  la  pre- 
mière somme  serait  o,i025  et  la  seconde  9. 

TROISIEME. 

1'*^  question.  —  On  donne  deux  circonférences  se  cou* 
pant  en  D  et  C;  par  l'un  des  points  communs,  on  mène 
une  sécante  qui  coupe  O  en  B  et  O'  en  B'  *,  on  trace  BO  et 
B'O'.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  M  :  lieu  géométrique. 

a*  question,  —  Trouver  le  plus  petit  nombre  possible 
qui)  divisé  par  2,  donne  pour  reste  i  ;  divisé  par  3,  donne 
pour  reste  a;  divise  par  4?  donne  pour  reste  3,  etc.*,  et, 
enfin,  par  10,  donne  pour  reste  9. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


Théorie  des  Fonctions  elliptiques,  par  MM.  Briot  et 
Bouquet,  professeurs  à  la  Faculté  des  Sciences,  i  vol. 
în«4)  Paris,  1873.  Gauthier-Villars. 

L'excellent  Traité  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  MM.  Briot  et  Bouquet,  depuis  longtemps 
épuisé,  était  devenu  très-rare.  Le  public  réclamait  avec 
instance  une  nouvelle  édition  de  cet  Ouvrage,  qui  avait 
rendu  tant  de  services  aux  jeunes  géomètres. 

MM.. Briot  et  Bouquet  ont  compris  que  c'était  pour 
eux  presque  un  devoir  que  de  satisfaire  IMmpatience  du 
public.  Le  premier  fascicule  de  la  nouvelle  édition  vient 
de  paraître  ;  Tordre  des  matières,  les  démonstrations  sont 
modifiés^  de  nombreuses  additions  ont  été  introduites. 
Ainsi  Ton  remarque  au  commencement  une  théorie  des 
fonctions  algébriques  qui  n'existait  pas  dans  l'ancienne 
édition,  la  recherche  de  quelques  intégrales  définies, 
rintrouuction  de  propositions  nouvelles  dues  k  M,  Her- 
mite,  et  développées  par  lui  dans  son  Cours  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique, et  quelques  théorèmes  plus  élémentaires  qui 
ont  été  Tobjet  de  remarques  faites  dans  c^s  derniers 
temps. 

Si  nous  mettions  de  côté  les  matières  introduites  dans 
la  nouvelle  édition,  nous  donnerions  la  préférence  à 
la  première,  dans  laquelle  le  mode  d'exposition  nous 
parait  plus  logique  et  plus  facile  à  suivre.  Nous  ne  com- 
prenons pas  pourquoi  les  auteurs  ont  introduit  les 
mots  nouveaux  et  les  distinctions  subtiles  créés  par  les 
Allemands.  Nous  voyons  avec  regret  le  mot  holotrope 
substitué  au  mot  monodrome,  introduit  pour  la  pre- 
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mière  fois  par  Cauchy;  les  mots  méromorphe ,  holo» 
morphe,  etc.,  le  langage  de  Cauchy  était  suffisamment 
clair.  Nous  comprenons  encore  moins  Tintroduction  de 
la  sphère  et  du  plan  antipode;  la  sphère  surtout  nous 
parait  parfaitement  inutile  et  de  nature  à  compliquer  les 
choses,  sans  ajouter  la  moindre  idée  nouvelle.  Il  faut  en 
général  se  méfier  de  ce  qui  vient  de  Tautre  côté  du 
Rhin  ;  nos  voisins  cherchent  souvent  à  faire  passer  pour 
neuves  des  idées,  en  les  habillant  adroitementde  dénomi- 
nations différentes  des  nôtres. 

La  nouvelle  démonstration  que  MM.  Briot  et  Bouquet 
donnent  de  la  continuité  des  séries  nous  parait  préfé- 
rable à  l'ancienne  ;  elle  est,  du  reste,  plus  complète.  Cette 
démonstration  est  au  fond  celle  d' Abel  ;  ils  ont  rectifié 
une  erreur  qui  s'était  glissée  dans  Ténoncé  du  théorème 
de  Cauchy,  sur  la  formule  de  Maclaurin. 

Le  défaut  de  la  plupart  des  traités  relatifs  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  est  de  ne  pas  montrer  assez  net- 
tement comment  on  est  conduit  à  l'étude  des  fonctions 
doublement  périodiques  ;  c'est  aussi  de  débuter  par  un 
ordre  d'idées  étranges  qui  ne  pourraient  être  celles  d'un 
inventeur.  U  est  quelquefois  bon  d'exposer  les  sciences 
dans  uu  ordre  différent  de  celui  dans  lequel  elles  se  sont 
réellement  présentées,  mais  il  faut  que  cet  ordre  soit  lo- 
gique, naturel,  et  tel  qu'il  eût  pu  se  présenter. 

Dans  la  première  édition  de  leur  Ouvrage,  MM.  Briot 
et  Bouquet  nous  font  voir  que  les  premières  intégrales 
qui  se  présentent  à  nous,  après  celles  que  l'on  est  par- 
venu à  calculer,  définissent  des  fonctions  à  deux  périodes. 
De  ridée  même  de  la  double  périodicité  découle  une 
série  de  propriétés  curieuses  qui  permettent  de  classer 
et  de  définir  nettement  les  fonctions  doublement  pério- 
diques. En  cherchant  à  former  directement  les  plus  sim- 
ples de  ces  fonctions,  on  est  conduit  de  la  façon  du 
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monde  la  plus  naturelle  à  les  développer  en  produits, 
et  les  numérateurs  ainsi  que  les  dénominateurs  de  ces 
produits  sout  précisément  les  fonctions  0,  61,  H,  Hi, 
ou  leurs  équivalentes.  Ces  fonctions,  plus  simples  que 
les  fonctions  doublement  périodiques,  doivent  alors  être 
étudiées  à  fond,  et  de  leur  étude  découle  toute  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  ainsi  que  Ta  montré  simple- 
ment M.  Hermite,  dans  son  Cours  d\4nafyse. 

Nous  voyons  avec  regret  MM.  Briot  et  Bouquet  re- 
noncer à  cet  ordre  logique  et  présenter  dans  leur  nou- 
velle édition  la  théorie  des  fonctions  6,  sans  montrer 
quelle  en  est  la  véritable  origine. 

En  résumé,  les  géomètres  liront  avec  plaisir  les  nou- 
velles théories  émises  dans  l'édition  dont  nous  avons 
donné  l'analyse  très-succincte,  et  ils  attendront  sans 
doute  avec  impatience  la  publication  du  second  fasci- 
cule. Le  grand  nombre  de  formules  contenues  dans  cet 
Ouvrage  remarquable,  la  multitude  des  documents  qu'il 
contient  le  rendent  précieux  aux  personnes  familiarisées 
avec  le  maniement  des  fonctions  elliptiques;  la  clarté 
et  la  rigueur  des  démonstrations  en  font  un  ouvrage 
réellement  didactique,  le«eul  peut-être  à  la  portée  des 
commençants.  H.  LAvaEiiT. 


QUESTION. 


1118.  Sur  une  droite  AB  comme  base,  on  décrit  trois 
triangles  isoscèles  ABC,  ABC,  ABC'"^,  dont  les  hauteurs 
soient  respectivement  égales  aux  produits  obtenus  en 
multipliant  la  moitié  de  la  base  par  les  nombres  tm, 
deux,  trois  :  démontrer  que  la  somme  des  trois  angles 
au  sommet  de  ces  triangles  est  égale  à  deux  droits. 

(LlOSttBT.) 
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•filONSTRATIOH  ÉLÉIENTAIRS  DE  LA  GRAYITATiOR 

UNIVERSELLE  ; 

Par  m.  LioN  EODËTt 
Ingénieur  4e8  Manufactares  de  l'État. 


La  démonstration  du  grand  principe  de  Physique  delà 
gravitation  universelle  se  compose,  on  lésait,  dedeux  par- 
ties :  dans  la  première,  on  s'appuie  sur  les  lois  expérimen- 
tales du  mouvement  planétaire,  énoncées  par  Kepler, 
•t  Ton  en  déduit  que  les  planètes  doivent  être  soumises  à 
une  force  attractive,  dirigée  constamment  vers  le  foyer 
de  leur  trajectoire  où  se  trouve  le  centre  de  Fastre  prin- 
cipal autour  duquel  elles  gravitent,  et  que  la  grandeur 
de  cette  force  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  au 
centre  du  corps  attirant. 

Dans  la  deuxième  partie,  réciproque  de  cette  première, 
on  étudie,  a  priori,  quel  doit  être  le  mouvement  d'un 
point  matériel,  lancé  dans  l'espace  avec  une  certaine 
vitesse  initiale  et  soumis  à  Taction  d'une  force  attrac- 
tive définie  comme  celle  du  mouvement  planétaire,  et 
Ton  démontre  que,  dan&  ces  conditions,  le  point  doit 
décrire  une  conique  dont  l'espèce  dépend  uniquement 
des  grandeurs  relatives  de  la  vitesse  initiale,  de  la  dis- 
tance au  centre  d'attraction,  et  de  l'intensité  de  l'action 
de  ce  centre  évaluée  à  l'unité  de  distance. 

Pendant  longtemps,  la  démonstration  de  ce  double 
théorème  n'a  été  donnée  que  par  les  procédés  du  Calcul 
difierentiel  et  intégral.  Or  les  démonstrations  ainsi 
données  ont  un  double  inconvénient  :  d'abord  elles  ne 
sont  pas  abordables  à  tout  le  monde,  et  l'on  ne  se  con- 
tente plus  beaucoup,  aujourd'hui  que  bien  des  démons* 

Jnn.  de  Mathémat,,  t.  XII,  a'  série.  (Septembre  1873.)     ^5 
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trations  de  haute  science  ont  été  rendues  abordables,  de 
lire  après  renoncé  d'un  principe  de  celte  importance  : 
((  On  démontre  que...  ».  Puis,  il  faut  bien  le  recon- 
naître, TAnalyse  mathématique  conduit  à  coup  sûr  au 
résultat  cherché  celui  qui  s'est  rendu  maître  de  cette 
machine  admirable;  mais  elle  lui  fournit  le  résultat  dé- 
finitif ^ouf/aïf,  sans  lui  permettre  de  voir  par  quels  états 
intermédiaires  il  passe,  par  quel  enchaînement  d'idées 
la  solution  découle  des  données  du  problème. 

Aussi,  maintenant  que  Ton  tend  à  vulgariser  la  science 
le  plus  possible,  a-t-on  songé  à  chercher  des  démonstra- 
tions plus  élémentaires  du  principe  de  Newton  ;  mais  on 
s^ est  borné  jusqu'ici  à  la  première  partie  de  la  question, 
à  la  détermination  de  la  force  attractive  du  mouvement 
planétaire,  ou  plutôt  de  Taccélération  par  laquelle  cette 
force  se  manifeste  dans  le  mouvement  des  corps  célestes. 
Je  citerai,  entre  autres,  les  démonstrations  données  par 
M.  Gollignon  dans  son  Cours  de  Mécanique  (3*  année, 
i*"**  Partie),  et  par  M.  Resal  dans  son  Traité  de  Ciné^ 
matlque  pure.  Cette  dernière  démonstration  a  été  repro- 
duite dernièrement  par  MM.  Ch.  Brisse  et  Ch.  André, 
dans  leur  Cours  de  Physique  à  Vusage  des  élèves  de 
Mathématiques  spéciales^  récemment  publié. 

Il  ne  m^est  pas  tombé  sous  les  yeux  d'étude,  par  des 
procédés  élémentaires,  du  problème  réciproque  de  la  re- 
cherche de  la  trajectoire  d'un  point  animé  d'une  accélé- 
ration du  genre  de  celle  qui  retient  les  planètes  dans 
leur  orbite  elliptique.  Cette  question  me  paraissant  avoir 
un  certain  intérêt,  je  me  suis  préoccupé  d'en  obtenir  la 
solution ,  et  je  suis  enfin  parvenu,  après  un  peu  de  tra- 
vail, à  deux  démonstrations  du  principe  de  Newton. 
L'une,  tout  élémentaire,  pourrait  figurer  dans  un  Cours 
de  Cosmographie  à  Tusage  des  élèves  de  Mathématiques 
élémentaires,  car  elle  ne  s^appuie  que  sur  les  propriétés 
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géométriques  des  sections  coniques  (courbes  usuelles)  que 
l'on  donne  dans  renseignement  de  cette  classe.  Par  mal- 
heur, elle  est  un  peu  longue,  assez  pénible;  et,  si  je  la 
publie  un  jour,  ce  ne  sera  guère  que  comme  exemple  de 
ce  que  Ion  peut  faire  même  avec  des  notions  très-élémen- 
taires. 

La  seconde  démonstration,  que  je  donne  ici,  est  simple 
et  rapide  ;  et  cependant  elle  n'exige  pas  d'autres  connais- 
sances que  celles  qui  s'acquièrent  en  Mathématiques  spé- 
ciales. Je  comprends  parmi  ces  notions  celles  relatives 
au  rayon  de  courbure  des  coniques,  puisque  la  théorie 
fort  simple  de  la  détermination  de  ce  dernier  est  donnée 
dans  l'ouvrage  de  Salmon  (Traité  des  sections  coniques)^ 
traduit  par  MM.  Resal  et  Vaucheret,  qui  est  aujour- 
d'hui entre  les  mains  de  presque  tous  les  élèves. 

J'emploie  fréquemment  des  formules  empruntées  à  cet 
Ouvrage,  entre  autres  celles  si  élégantes  qu'il  obtient  en 
faisant  intervenir  la  longueur  V  du  demi-diamètre  con- 
jugué de  celui  qui  passe  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  gc  elj.  Ces  formules  n'étant  pas  encore  d'un  usage 
habituel  chez  nous,  j'ai  soin  d'indiquer  à  côté  le  numéro 
de  la  traduction  française  où.  elles  sont  démontrées. 

■ 

Bien  que  la  première  partie  du  problème  ait  déjà  été 
traitée,  je  la  reprends  ici,  parce  que  j'établis  dans  celte 
première  partie  certaines  formules  simples  qu'il  me  suffit 
de  rappeler  en  traitant  la  question  inverse. 

I.  — -  Accélération  du  moui^ement  planétaire» 

Je  suppose  démontré,  parce  que  ce  théorème  se  trouve 
partout,  que  de  la  constance  de  l'aire  décrite  dans  des 
temps  égaux,  ou,  si  l'on  veut,  de  la  constance  delà  vitesse 
aréolaire,  résulte  que  l'accélération  du  mouvement  pla- 

25. 
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nélaîre  doit  passer  constamment  par  le  foyer  de  Torbite* 
Je  prends  immédiatement  un  arc  MM^  (*)  de  la  tra- 
jectoire,  parcouru  par  le  mobile  en  un  temps  très-petit  0, 
Le  chemin  curviligne  MM'  résulte  de  la  composition  de 
deux  mouvements  de  lois  différentes,  par  exemple  d'an 
mouvement  uniforme  suivant  la  tangente,  en  vertu  de  la 
vitesse  m  au  point  M,  et  d*un  mouvement  varié  dirigé» 
d'après  la  loi  des  aires,  suivant  le  rayon  vecteur  MF. 

Si  nous  menons  par  M' des  parallèles  à  la  tangente  et 
au  rayon  vecteur,  nous  aurons  en  MMj  l'espace  ^'6  qui 
serait  parcouru  en  vertu  du  mouvement  uniforme  tan* 
gentiel,  en  MG  la  quantité  dont  le  point  mobile  glisse- 
rait le  long  du  rayon  vecteur  en  vertu  de  l'accélération  G 
au  point  M. 

Le  déplacement  rectiligne  MG  se  décompose  à  son  tour 
en  deux  autres  de  même  loi  que  lui  :  MH,  sur  la  tan- 
gente, est  dû  à  Taccélération  qui  fait  varier  la  grandeur 
de  la  vitesse;  MI,  sur  la  normale,  provient  de  Vaccélé^ 
ration  centripète  j  du  mouveu\ent,  laquelle,  on  le  sait, 
a  toujours  pour  valeur 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M. 
Or,  quand  deux  mouvements  sont  de  même  loi,  les 
espaces  parcourus  dans  un  temps  0  sont  entre  eux  comme 
les  accélérations  qui  les  font  parcourir  : 

G       MG       MF         I 


J        MI        FP       siD(f 

en  désignant,  avec  Salmon,  par  (f  Tangle  que  fait  la  tan- 
gente avec  le  rayon  vecteur  et  par  P  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente  en  M. 

(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


Donc 
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J  V* 


siof       Ksiof 
et,  comme  (Saluoh,  n°*  242  et  188)  dans  l'ellipse 

Mais  (Salmon,  n^  173) 

b'^  =:  a^  —  e*x^=:  [a  —  ex)  (a  -+■  ex)  =  pp,  ; 
il  en  résulte 

a  G= 

pp. 

N.'B.  —  Cette  valeur  est  remarquable  par  son  ana- 
logie de  forme  avec  celle  de  l'accélération  du  mouvement 
circulaire 


p» 


•^=R 


Continuons  encore  à  transformer  cette  formule,  pour 
ne  plus  y  conserver  qu'une  seule  variable,  le  rayon  vec- 
teur p. 

Nous  voyons  sur  la  figure  que 

p,_FP^  _^ 
p  ""   FP   "■  A  ' 

et,  comme  hK  =  i*  ou  hl  z=^  -^^ 

n 

b^ 
et 


(  3<)o  ) 
Mais  u6h  esl  le  double  de  Taire  MM'F  décrite  par  le 
rayon  vecteur  dans  le  temps  6]  si  s^  désigne  la  vitesse 
aréolaire  constante, 

de  là 

ou,  en  remplaçant—  par  Je  paramètre  p, 

(p)  o=K 

Enfin,  dans  l'ellipse,  Taire  entière  nab  est  décrite 
dans  le  temps  T  de  la  révolution  de  la  planète^  donc 

irab  =  f»T 
et. 


d'où,  dans  ce  cas  spécial, 

J'appelle  ici  ^  le  facteur  ■  >  accélération  que  possé- 
derait le  mobile  s'il  était  à  une  distance  i  du  foyer. 
D'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  cette  quantité  est 
constante  pour  un  même  système  planétaire. 


IL  —  Accélération  sur  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

i^  Hyperbole,  —  Tous  les  calculs  que  nous  venons 
de  faire  pour  le  mouvement  elliptique,  toutes  les  pro* 
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priétés  sur  lesquelles  nous  nous  sommes  appuyé,  toutes 
les  formules  dont  nous  nous  sommes  servi  sont  appli- 
cables sans  modification  à  l'hyperbole.  Ainsi,  un  point 
qui  aurait  pour  trajectoire  une  de  ces  courbes  devrait 
être  animé,  le  long  du  rayon  vecteur,  d'une  accélération 
dont  la  valeur  serait  encore 


ao^ 


fa)  G  =  — , 

pp. 

Mais  ici  nous  ne  pourrons  pas  pousser  plus  loin  la  trans- 
formation, parce  quHl  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  ex- 
primer la  vitesse  aréolaire  5'  en  fonction  de  la  surface 
totale,  ni  de  parler  d'un  temps  de  révolution. 

a^  Parabole»  —  Mais  le  cas  de  la  parabole  demande  à 
être  étudié  à  part  ;  car,  dans  cette  courbe,  notre  première 
formule  (ce)  n'a  pas  lieu  d'exister. 

On  peut  bien  prévoir  a  priori  ce  qu'elle  deviendra  ; 
en  effet,  supposons  que  nous  partions  de  la  formule 
pour  l'ellipse,  et  remplaçons  pi  par  aa — jO,elle  devient 


G  = 


av^  ao* 


o[7.a  —  p) 

p 


et,  pour  a  =00  , 


2p 


Mais  on  peut  établir  cette  formule  directement. 
Nous  trouverions  ici,  comme  dans  l'ellipse, 


sin^        Rsiny 
Or,  dans  la  parabole,  HT  étant  la  sous-tangeute  et  MB 


(  39=»  ) 
l'ordonnée, 


FP       MH  X      ■        ^  /      ^P^  ^      P 

SID9  =  =  =  —  =:  4  / =- =  i  /  -^—  >' 

^       MF        MT        ^y^^^x"       V  2Jc(/?H-!aix)        V  2p 

et  (Salmon,  n^245) 

sm^f  ^       siD<p       sin'f 

donc 


P» 


(a')  G  = 

N.-B.  —  Lorsque  le  mobile  passe  au  sommet  de  la 
parabole,  Faccëlération  qui  le  retient  sur  cette  courbe  et 
la  lui  fait  parcourir  est  la  moitié  de  celle  qui  lui  ferait  dé- 
crire un  cercle  autour  du  foyer. 

Comme  tout  à  Theure,  on  trouverait 

ApO  =  2^»0,     ^'  =  V^ 

or 

on  en  déduit  successivement 

?P' 
et 

Ainsi  la  formule  (|3)  est  applicable  à  la  parabole. 

En  résumant  les  résultats  de  cette  première  partie  de 
la  question,  nous  avons  obtenu  deux  expressions  de 
Taccélération  du  mouvement  d'un  point  qui  décrit  une 
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conique,  saTOir: 


<?p' 


(a)  G  =  —     pour  les  courbes  à  centre, 


V* 


(g!)  G  =  —     pour  la  parabole. 


formule  qui  s'applique  également  aux  trois  courbes  du 
second  ordre. 

m.  —  Trajectoire  d^un  point  graintant. 

Noos  pouvons  maintenant  aborder  la  seconde  partie 
de  la  question  :  supposer  qu'un  point  M  est  soumis  à  la 
fois  à  une  vitesse  u  qui  Ten traîne' suivant  MMi  et  à  une 
accélération  T  dirigée  constamment  vers  un  point  fixe  F, 
cette  dernière  variant  comme  Tinverse  du  carré  de  la 
distance  FM;  et  chercher  quelle  peut  être  la  trajectoire 
du  point  M. 

Nous  trouverons  alors  successivement  les  caractères 
suivants  pour  cette  trajectoire  : 

1°  D'après  la  loi  des  aires,  l'accélération  passant  par 
un  point  fixe,  la  trajectoire  est  plane,  et  la  vitesse  aréo- 
laire  du  rayon  vecteur  est  constante. 

Si  nous  appelons  s^  cette  vitesse  aréolaire  et  f  l'angle 
que  fait  la  vitesse  i^  avec  le  rayon  vecteur,  nous  avons 
ainsi  une  première  loi  à  satisfaire 

(i)  pOpsiDf=af'0    ou    5'=  -  p«p|Sinf«, 

en  désignant  par  l'indice  o  la  valeur  des  données  au  mo- 
ment où  le  corps  a  commencé  a  se  mouvoir. 
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2^  Le  mouvement  résultant  de  la  composition  de 
deux  mouvements  de  loi  différente,  la  trajectoire,  en  si 
petits  fragments  que  nous  la  décomposions,  est  courbe; 
et  Tare  de  courbe  MM'  est  déâni  par  cette  condition  que 
le  rayon  de  courbure  en  M  doit  être  tel  que  Ton  ait 


p» 


J=  g  =  rsiny, 
d'où,  en  remplaçant  i^  par  sa  valeur  en  fonction  de  5*, 


71» 


r  par  son  expression,  supposée  delà  forme  -^y  on  tirera, 

en  dernière  analyse, 

,  s* 
(2  )  R  sin»®  =  4  —  =  consr. 

\    /  ^       ^  il» 

Donc  :  la  trajectoire  est  une  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure,  multiplié  par  le  cube  du  sinus  de 
r  angle  que  fait  la  vitesse  avec  le  rayon  vecteur,  donne 
un  produit  constant. 

Remonter  de  cette  propriété  à  une  définition  plus 
connue  de  la  courbe  est  un  problème  qui  dépasse  les 
connaissances  de  Mathématiques  spéciales,  dans  les* 
quelles  nous  voulons  nous  maintenir.  Il  faut  donc  tour- 
ner la  difficulté;  voici  comment  : 

Il  existe  une  conique,  et  une  seule,  ayant  son  foyer 
en  F,  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  la  valeur  que 
nous  venons  de  trouver  pour  R.  £n  effet,  cette  conique 
est  assujettie  à  cinq  conditions,  savoir  :  un  foyer  donné 
et  un  contact  du  second  ordre  avec  le  cercle  de  rayon  R 
ayant  son  centre  sur  la  normale  à  la  vitesse  y  en  M. 

Que  faudrait-il  pour  obliger  le  pointa  parcourir  cette 
conique?  Lui  appliquer  en  M,  suivant  le  rayon  vec- 
teur MF,  une  accélération  dont  nous  avons  déterminé 
plus  haut  la  valeur 
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Qr,  dans  les  coniques,  on  a 

sin'f 
En  effet,  dans  les  coniques  à  centre, 

K--—  —El  — 
ab        a     b*  ' 

et,  dans  la  parabole. 


On  peut  donc,  dans  la  relation  (a),  remplacer  Rsin'f 
par  le  paramètre  p» 

Si  nous  prenons  maintenant  cette  valeur  de  p  pour  la 
reporter  dans  l'expression  de  G,  nous  trouvons 

G=  -r—  -^  =  —  =  r. 

45'  p'        p» 

Ainsi  l'accélération  qui  obligerait  le  point  à  parcou- 
rir la  conique  en  question  est  précisément  F. 

Donc  le  point  parcourra  la  conique  ^  c'est  celte  conique 
qui  sera  sa  trajectoire  réelle. 

Ainsi  un  point  matén'el,  gras^itant  autour  d* un  centre 
attractifs  décrit  une  conique  qui  a  ledit  centre  pour 
foyer. 

Quelle  est  \ espèce  de  la  conique  trajectoire?  C'est  ce 
que  nous  allons  chercher  à  déterminer. 

IV.  —  Espèce  de  la  conique  trajectoire. 

Il  nous  est  facile  de  tracer  notre  conique  trajectoire. 
Puisque   nous  avons  la  longueur    p  =  ^  du  para- 
mètre, portons-la  en  MK  sur  le  rayon  vecteur  MF,  et 
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élevons  en  K  la  perpendiculaire  KN  :  N  est  le  point  où 
la  normale  MN  rencontre  Taxe  principal  de  la  courbe  ; 
donc  cet  axe  est  placé  sur  NF. 

Faisons  maintenant  avec  la  tangente  un  angle  QMP 
égal  à  cp;  MQ  sera  le  prolongement  du  second  rayon 
vecteur  de  la  courbe,  et  alors  trois  cas  peuvent  se  pré- 
senter : 

1^  MQ  rencontre  Taxe  .de  façon  que  N  soit  entre  les 
deux  foyers  :  la  courbe  est  une  ellipse; 

2^  MQ  est  parallèle  à  Taxe,  et  la  courbe  est  une  pa^ 
rahole; 

3^  MQ  rencontre  l'axe  de  telle  sorte  que  N  soit  en 
dehors  de  FF  :  la  courbe  est  une  hyperbole. 

Définissons  analytiquement  les  conditions  qui  carac- 
térisent chacun  de  ces  trois  cas,  en  commençant  par  le 
cas  intermédiaire,  plus  simple  à  traduire  en  calcul  algé- 
brique. 

Si  MQ  est  parallèle  à  Taxe,  c'est  que 

(fl)  aip  =  », 

en  appelant  cd  Tangle  MFN. 

Or,  dans  le  triangle  KNF,  nous  avons  ' 

NK       pcot9 

^°6»  =  15^  =  ^ ' 

°         NF        ^  —  P 

et  la  condition  (a)  devient  alors 

2tang7     j9cotf 

d'où 


ap  — /? 
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qui  peal  s'écrire 

r-r-  = »      doù      Sin'f=-^» 

ou,  dans  les  conditions  initiales  du  mouvement, 
(e)  sin«^,  =  ^. 

Mais  nous  avons,  d'après  la  formule  (i), 

et,  d  autre  part, 

—  4^  —  4fV 

A  Faide  de  ces  valeurs,  (c)  devient,  en  définitive, 


(rf) 


I 


OU 

c'est  notre  formule  (^'). 

On  verra  facilement  maintenant  à  quelles  conditions 
nous  aurons  les  autres  courbes. 

Pour  l'ellipse,  il  faut  que  cf  soit  plus  grand  que  dans 
la  parabole  \  donc 


p\  ^  G,2p, 


et  enfin 


9} 
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Pour  l'hyperbole,  il  nous  faudrait,  au  contraire, 

et 

(O  !^  >  2G.. 

Ce  sont  les  conditions  connues,  et  il  est  facile  de  voir 
qu'elles  reviennent  à  la  formule  (|3)  des  coniques  à 
centre;  en  effet,  cette  formule,  pour  Fellipse,  nous 
donne 


flp' 


r? 


av* 


OU 

C)  7=''(-:)' 

tandis  que,  pour  Thyperbole,  nous  aurions 

p(2a-+-p) 
OU 

V.  —  Calcul  des  éléments  de  r orbite» 

Reste  i  calculer  les  éléments  géométriques  de  Torbite  9 
on  y  parviendra  comme  il  suit  : 

Grand  axe.  —  Des  formules  (e')  et  (e''),  ou  mieux 

(a),  en  remplaçant  G  par  -yi  on  lire 

r  • 


p,  2«=pp, 
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d'où 


a=  — : ^> 


OU,  si  Pon  veut, 

rtGopo 
a=z  — i i-j., 

le  signe  supérieur  se  rapportant  à  Tellipse,  le  signe 
inférieur  se  rapportant  à  l'hyperbole.  Pour  le  cas  de  la 
parabole,  cette  valeur  devient  infinie. 

On  a  déjà  remarqué  que  la  longueur  de  Taxe  principal 
ne  dépendait  que  des  grandeurs  relatives  de  v'o)  j^o  ^^  ^^ 
coefficient  n',  ou,  comme  nous  l'avons  appelé  en  traitant 
de  Tellipse,  ^,  Taccélération  à  Tunité  de  distance. 
L'angle  (fo  que  fait  la  vitesse  initiale  avec  le  rayon  vec- 
teur n'intervient  point  ici. 

Petit  axe,  —  Ayant  la  valeur  de  a  et,  d'autre  part, 
sachant  que 


on  en  tirera  facilement 

2/1^-- t'iP. 

ou,  en  remplaçant  le  carré  de  la  vitesse  aréolaire  4^^  P^r 

«/Jpjsin'y, 

2/î»--  pîp, 

Excentricité.  —  On  déduira  l'excentricité,  soit  des 
valeurs  une  fois  connues  de  a  et  de  &,  soit  directement, 
en  partant  de  l'équation  de  la  courbe 


'        I  —  e  cosw 


(4oo) 

dans  laquelle  tù  est  Tangte  qui  nous  a  servi  plus  haut 
[formules  (a),  (&),  (c)],  et  qui  est  défini  par  la  condi- 
tion que 

17  cor  « 
tango»  = i-- 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 


valeur  qui  se  réduit  à  i  pour  le  cas  de  la  parabole,  est 
plus  petite  que  i  pour  Tellipse,  plus  grande  que  x  pour 
l'hyperbole. 

Vitesse,  —  Enfin  on  peut  aisément  calculer  la  gran- 
deur de  la  vitesse  à  chaque  instant. 

Nous  aurons,  en  effet, 

m 

'■■11-')     7=»H.')=?H^)- 

d'où 

et,  en  remplaçant  -  par  Tinverse  de  la  valeur  du  grand 
aTe  donnée  plus  haut,  savoir 

«  \«'        Pe/ 

il  en  résulte 

c»»  =  p!-|-2»*  (-in  -  ), 

\P       P*/ 

le  signe  supérieur  se  rapportant  toujours  à  Tellipse,  Fin- 
Térieur  à  Thyperbole. 


^ 


(  4oi  ) 

Dans  la  parabole,  la  formule  (e)  nous  donne  simple- 
ment 


p» 


2  n* 


Dans  cette  courbe,  la  vitesse  est  à  chaque  instant  en 
raison  inverse  de  la  raison  carrée  de  la  dislance  au  centre 
d*altraclion. 


KOTB  SUR  m  PROBLÊME  DE  GÉOIIÉTRIE  AXALYTIQUE  (*]-, 

Par   m.   L.    P. 


Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triangles  de  péri- 
mètre constant  formes  par  deux  tangentes  à  une  ellipse 
donnée,  et  la  corde  des  contacts, 

\,  Lemme.  —  «  S!  d'un  point  M,  [x^y)  du  plan,  on 
mène  la  tangente  MT  à  Tellipse,  et  que  OD  soit  le  dia- 
mèlre  parallèle  à  cette  tangente,  on  a 

MT    _  .r«       x^ 
OD         ^         ^ 
en  supposant  que  Féquation  de  Feilipse  est 

~4--^~i  =  o.   • 

Cette  proposition,  plus  ou  moins  connue,  est  une 
conséquence  immédiate  du  théorème  général  suivant,  dû 
à  Newton  : 

«  Si  par  deux  points  O  et  O'  on  mène  deux  sécantes 


(*)  Foir  qaeslion  552,  t.  XIX,  ir«  «érie,  p.  4o6. 
jénn,  de  Mathémat,,  %•  série,  t.  XII.  (Septembre  1873.)       0.6 


(  4m  ) 

cpeicoTiques  paraUdes  qui  coupentun^  courbe  aux  points 
Ri,  R,,...;  R', ,  R',,...,  respectivement,  on  a 

OR,. OR. . . 


îfof     Tvd' 


o'r\.o'r;... 


=:  const.  » 


On  démontre  facilement  que,  sif[x^y)  =  o  est  l'é- 
quation de  la  courbe,  et  que  Xo, yoi  ^t^J»  soient  les 
coordonnées  des  points  O  et  C,  on  a 

0R..0R,.0R3...       _  /(x^ro) 
<yR'..0'R',.0'R',.  . .  "~"/K./«)' 

» 

De  la  résulte  la  proposition  énoncée. 

2.  Soient  maintenant  MA,  MB  les  deux  tangentes  à 
Tellipse,  Â  et  B  les  points  de  contact,  (;>  et  fi  les  para- 
mètres angulaires  de  ces  polqts,  x  etj'  les  coordonnées  du 
point  M,  on  a 


aB  hz;  ^a^  (cosç  —  ces  y,)'  -+-  b^  (sin^  —  sinq»»)', 

MB  =  i/"^-»-'^— I  ^a'sin'y, -h  6*cos*(pi. 

La  droite  ÂB,  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  B,  et 
qui  est  aussi  la  polaire  du  point  M,  peut  être  représentée 
par  Tune  ou  l'autre  des  équations  suivantes  : 

—  cos  ' \-  -r  sm  ^ ~  ces ^  t 

a  2  0  a  2 


=  if 


d'où  il  suit,  en  identifiant, 

(2)    cos  î =  -  cos »     sm  ^ =  j  cos  — 


2  0  2  2^2 


(  4o3  ) 

3.  Si  maintenant  on  pose 
les  relations  (2)  donnent  immédiatement 

COS  ' =  — r=.î        C0$  ^^ ^  =: =:=, 

(4)       \  V 

sin  Î^-ZJ?  :^  ^« ,     sinîi-±JÎ  =  ^-4; 

on  peut  toujours,  pour  abréger  la  discussion  relative 
aux  signes  des  radicaux,  supposer  x  et  y  positifs,  et  cpt 
algébriquement  plus  grand  que  cf . 
Des  relations  (4)  on  déduit  encore 


a^rr  ar»       y 


d'oiJ 


ou 


.    f       ,      .         ab  ,  .       a^       b* 

sm((p,  ^ff)z=z  —,      cos(<p,  -^-çj^  — g — , 

.  /         ,      2  i/H         ,         ,      I  ~  a 


2Jrr 
sinf  I  cosf  -f-  siDf  cosyi  = > 

sinçi  cosç  —  sm^  cos^i  =  — 3^ — , 
cosçi  C0S9  —  smf  I  sm^  =:  ) 


cosfi  cosf  -+-  sin^i  sin^  =  — -- — » 


26, 


{  4o4  ) 

et,  par  conséquent, 

nb        '  a' 

SmfiCOSf  =: =- 5       cosç,cosy=  — jT-— 

(5)  : 


\ 


$10^0057,=: — ?      sinf,sinç  = 


On  déduîtde  là,  en  ajoutant  la  somme  des  carrés  de 
ces  dernières  égalités,  prises  deux  à  deux  et  convenable- 
ment choisies, 

(D'cos'?  =  g+-Jv^)',     D' cos» ,.  =  (^  - -J v'ÏÏ y. 

(6)  j 

4.  Ces  formules  établies,  on  trouve  d'abord,  eu  égard 
aux  relations  (4), 

V^D     V  2  2 

On  a  donc  les  valeurs  suivantes  : 

MA  ri::  y^H  y rt*  sln^  y  -f-  6^  cos^  y, 
^  ÂÏB  —  v/ÏT  v^«»  sin^  (p,  -f-  ^'  cos*  (p,, 


IB  =^  .  A«sin^L±^  +6«cos^l±^. 
V^D     V  2  2 

Ces  formules,  qui  offrent  une  analogie  assez  remar- 
quable, peuvent  conduire  à  des  relations  intéressantes^ 
nous  n'indiquerons  que  celles  qui  sont  utiles  au  calcul 
que  nous  avons  en  vue. 


(4o5  ) 

En  ayant  égard  aux  relations  (4),  (5)  ou  (6),  on  trouve 
très-facilement 

AtS  =:  __ 9 


(8)      {  MA^-f-MB*  =^[n{x*'hy)-ha'b'E], 

MA. MB  =  -  v^(a.-2-t-7»)^—  2c^{x'—yj  H-c», 
OÙ 


5.  Maintenant  la  recherche  de  Téqualion  du  lieu  de- 
mandé ne  présente  pi  us  de  difficulté.  D'après  la  définition 
de  ce  lieu,  on  doit  avoir 

MA  -t-  MB  -h  AB  =  a/?, 

2p  étant  la  valeur  constante  du  périmètre. 


On  a  d'abord,  en  remplaçant  A6  par  sa  valeur, 

(9)  MA  -+-  MB  =  2/?  —  ?^  V^  ^Ê; 

puis,  élevant  au  carré  en  ayant  égard  aux  relations  (8) 
et  opérant  quelques  réductions  visibles, 


(10)  {  _ 

Elevant  encore  au  carré,  on  a  • 

^a'b^  H»—/?»  H  [D  (a:»-h  j  »  —  fl«—  b*]  —  4^  »  3»E]  -+-/>*  D» 
=  2flfc/?  [H(x» -+-/»  — fl»  —  3»)  —  2/^D]  \/H0Ê. 


(4o6) 

D*oà  Ton  conclut  définitivement,  pour  Véquation  ra- 
tionnelle du  lieu  : 

(('^^^    I       =4fl^fc»/?»HE[H(j:»-f-/»  — 41»  — £>»)  — 2/?»Dp, 
équation  dans  laquelle  on  a  posé 

[17,  bis)     \ 

6.  Les  équations  qui  précèdent  donnent  Heu  à  plu- 
sieurs remarques  qu^il  est  bon  de  noter. 
Nous  voyons,  par  Téquation  (9),  qu^on  doit  avoir 

abJHs/Ê  ^ 
D— <^' 

c'est-à-dire  que  les  points  de  la  courbe,  pour  lesquels  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  côtés  du  triangle  est 
égale  à  ap,  sont  dans  Tintérieur  de  la  courbe 

ab  v^Hv/E=/?D. 

Ainsi  i^  :  Les  points  du  lieu,  pour  lesquels  la  somme 
des  valeurs  a,bsolues  des  côtés  du  triangle  M  AB  est 
égale  à  2p,  sont  dans  r intérieur  de  la  courbe 

cest  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

L'équation  (lo)  nous  montre  que,  dans  la  somme 


MA  +  MB  dz  AB  =  2/?, 

les  deux  tangentes  MA  et  MB  y  entreront  parleur  somme 
ou  par  leur  différence,  suivant  que  la  quantité 


(4o7  ) 

est  positive  ou  négative,  le  signe  —  ou  +  correspondant 
au  cas  où  le  c6té  AB  est  ajouté  ou  retranché  ^  par  suite  : 

Vi^  Les  points  du  lieu  ((i^)),  pour  lesquels  les  deux 
tangentes  MA,  MB  entrent,  dans  la  somme  ap,  par  la 
somme  de  leurs  valeurs  absolues  ou  par  leur  différence, 
sont  séparés  par  la  courbe 

(i4)     [H(a:»H-7»  — û'—^»)  —  2^^D«]=  lôû^^^HE; 

c^est  une  courbe  du  huitième  ordre. 

3^  Quant  au  côté  AB,  nous  voyons^  par  Téq^sation 
(il),  qu^il  s* ajoutera  à  la  somme  algébrique  des  tan- 
gentes ou  s'en  retranchera,  suivant  que  les  premiers 
naembresdes  deux  équations  suivantes  : 

(i5)  H(fl:«-4-r'— a'— ^•)  — 2/?>D  =  o, 

(i6)    — rt'^^H»— />»B[D(^-t-j'»— a»— ^»)— 4a>^»E]-*-/>*D»=o, 

sont  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires» 

La  courbe  (i5)  est  du  quatrième  ordre,  la  courbe  (i6) 
est  du  sixième  ordre. 

7.  Le  problème  posé  est  donc  résolu,  en  ce  sens  ^e 
nous  avons  obtenu  Téquation  rationnelle  dulieu^siMs 
il  reste  une  partie  intéressante  que  nous  n'aborderons 
pas,  c^est  la  discussion  de  cette  équation  et  la  construc- 
tion de  la  courbe;  cette  étude,  très-loDgue,  n'est  pas 
d'ailleurs  sans  diffiouilté. 

On  peut  cependant  remarquer  que  des  relations 

on  déduit 

{i8)        x'=^(D-i»E),     ^•'=^(_D-+-«>E), 


(  4o8  ) 

d'où 

(i8  bis)  x«-f-r'=(û'-4-*»)D  — a»^»E. 

Sî,  dans  1  équation  (la),  on  remplace  (x'+j*)  par 

sa  valeur  (i8  bis)^  dans  les  termes  on  celle  somme  est  en 

évidence,  et  qu'on  pose 

« 
(19)  HE  =  «, 

Tëquation  résultante  sera  du  troisième  degré  en  u  :  la  dif- 
ficulté de  la  discussion  se  trouve  donc  considérablement 
réduite. 

Quant  aux  courbes  de  séparation  (i3),  (14)9  (i5),  (16), 
leur  construction  peut  parfaitement  s'effectuer;  seule- 
ment, pour  les  courbes  (i4)  et  (16),  il  faudra  avoir  re» 
cours  au  procédé  que  nous  venons  d'indiquer. 

Nous  ajouterons  encore  quelques  remarques. 

La  courbe  ({i^))  est  du  douzième  ordre. 

La  courbe  ((la))  possède  au  moins  vingt-quatre  points 
doubles;  il  y  en  a  vingt-quatre  qui  sont  les  intersections 
des  courbes  (i5)  et  (^6)  ;  parmi  ces  derniers  pointS|  il  y 
en  a  douze  qui  coïncident,  par  groupes  de  six,  avec  les 
points  à  Tinfini  sur  Tellipse,  etc.,  etc..  •  • 


EXPRESSIOKS  m  s\n ma  ET  cosma  EN  FONCTION 
DE  siua  OU  cosa  SEVLEIEKT; 

Pab  m.  MOURGUE. 


Ou  se  propose  de  déduire  ces  expressions  des  formules 
ordinaires 

sinma  =  a  cosa  sin(m  —  ï)a  —  sin(iR  —  2)a, 
cosma  =  2  cosa  ces  (/n  —  1)11  — cos(m  —  2)^. 


(4o9) 
I. 

Ces  expressions  sont  une  conséquence  du  tbéorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Lorsque  trois  termes  consécutifs  de  la 
suite  indéfinie  Ao>  A],  At^  A^^.  • .,  A„. .  •  sont  liés  par 
la  relation  A„=KA„»i — A„_,,  oii  K  désigne  une 
quantité  fixe,  un  terme  quelconque  a  pour  valeur 


K-. 


-2„^.  .   ('»-3)(«-4)„«_ 


K"-»+  > L! II  K" 

I  .a 


_  (m -4)  (m -5)  (m -6)  ^_, 

1*2.3 


.  .  •  I  Al 


[' 


I  1.2 


(w  —  5)fm  — 6)  (m  —  7) 

I  .2.3 


•-•         I  A 

...     I   Af  y 


formule  dans  laquelle  les  premiers  facteurs  des  numé- 
rateurs sont  des  entiers  successifs  décroissants. 

En  effet,  les  premières  applications  de  la  relation 
énoncée  donnent 

Aj  —  1^A|  —""  A^i 

A3=(K'-i)A,--KA., 

A4  =  (K»  —  2K)  A,  —  (K»  —  ï)  A.. 

Je  dis  que,  en  continuant  les  calculs  indéfiniment  : 

i^  Les  seconds  membres  des  égalités  resteront  des 
fonctions  linéaires  de  A^  et  Ao; 

2^  Le  coefficient  de  Ao  dans  une  égalité  restera  égal  et 
de  signe  contraire  à  celui  de  Ai  dans  l'égalité  précé- 
dente; 

3**  Les  coefficients  P„«i,  P„-i,  P»  de  Ai ,  dans  trois  éga- 


(4io) 

lités  consécutives,  auront  entre  eux  la  même  relation 
que  les  premiers  membres,  savoir  : 

*  «  ==  K.Pb^i  —  Pu— 1* 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  deux  égalités  cou- 
sécniives  vériCent  i^etra^  : 


(A,     =P^,A.- 


'-^  P«— s  Ai  — -  P||_3  A«, 

P»— 1  A« . 

De  la  seconde  on  déduit 

AiH-i  :=  Pr— I  Aj  —  Pj|-.j  A|, 

d'où,  en  remplaçant  At  par  sa  valeur, 

IAb+1  =  \  Pjt— I K.  —  Pu—s)  A|  —  P|i~i  Af 
et,  par  suite, 
Pj»  — -  *  H— i  ^  —  Pn— 2* 

La  comparaison  des  égalités  (a)  et  (6)  met  en  évidence 
l^  a«  et  3*^. 

Romarque.  —  Eu  vertu  de  a^,  pour  avoir  un  tenue 
quelconque  de  la  suite  As,  As,  A4,  Ag,.  •  « ,  il  suffira  de 
trouver  la  loi  des  coefficients  de  Af 

Loi  de  foimation  des  coefficients  de  Ai,  —  La  rela- 
tion P„  =  KP„_,  —  P„_,  donne,  pour  les  premiers  coef- 
ficients de  Al,  le  tableau  suivant  : 

P.  =  K, 

P»:ziK.*~4K»+3K. 

(On  a  mis  en  tête  Tégalité  conventionnelle  P^  -=  i  pour 
faciliter  les  énoncés  ultérieurs.) 


(4"  ) 

Dans  ce  tableau  indéfiniment  prolongé  : 
1*^  Les  seconds  membres  seroi^l  des  fonctions  alternées 
de  puissances  descendantes  et  de  même  parité  de  K; 

2°  En  ce  qui  concerne  les  valeurs  absolues,  le  coef- 
ficient d^une  puissance  de  K  s'obtient  en  ajoutant  celui 
qui  le  surmonte  d'un  rang  au  voisin  de  gauche  de  celui 
qui  le  surmonte  de  deux  rangs. 
3^  Cette  règle  se  transforme  en  la  suivante  : 
Un  coefficient  placé  dans  une  colonne  verticale  (sauf 
la  première),  et  appartenant  à  la  n'^'^  ligne  horizontale, 
est  égal  à  la  somme  des  coefficients  de  la  colonne  précé- 
dente, arrêtée  à  la  (n  —  a)»**^  ligne  horizontale. 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  deux  égalités  con- 
sécutives du  tableau  vérifient  i^  : 

?,-,=  K"-'— «^,  K"-*-f-  6,_,  K»-»—  c^t  K— ' 

D'après  la  relation  Pn=  KP„_,  —  Pn-u  on  en  déduit 

(7)    i 

'  et  par  smte 

ce  qui  met  en  évidence  i**  et  2°. 
Enfin,  des  égalités 

on  déduit,  par  addition, 
et  de  même 

^«=  ^«-1  -+-  ^«-8  ■+-  ^JI-4  -h  .  .  •  , 


ce  qui  établit  3^. 


(4ia) 
Cela  posé,  dans  la  m'^""  égalhd  du  tableau  (i),  savoir 

on  aura,  d'après  3^, 

m  —  2 
I 

,      m  —  4       "^  —  5       ''^  —  6  [m  —  3)(in  —  4) 

1  I  I  1.2 

__  (iw  — 5)(w-~6)       (/w  —  6)(/n—  7) 

Cj|^_i — — — ^_^— — -__ —   -^  '  ^-'  •  •  • 

12  1.2 

(;»  — 4){//t-5)(/iî-6) 

= 5 J 

1.2.3 


et  comme 

Aju  =  Pa— 1  A|  -f-  P|ii_a  Af) 


on  aura  finalement 


\_  I  i.a 


_  (»,-4)(m-5)(/it-6)  j^,_,^ 

1.3.3 

_  Tk-» _fL=J K"- '  +  ('"-4)(^-5) 


•  •  .   I  A| 


[ 


1  .2 


_  (m-5)(/ii~6)(m-7)  ^,_8_j_   ^   1  ^^^ 

1.2.3  *    j 


II. 

1^  Puisque  sinma,  8in(m  —  i)aj  sin(m — a)  a  sont 
liés  par  la  relation 

siDma=  RsiD(m  —  i)«  —  8!n(m  —  i)«,     où     K  =  2cos<i, 


(4i3) 

en  posant,  dans  régalité  précédente, 

AM  =  sÎD/iia,     Âi  =  sina,     A9=:o,     K  =  2cosa, 
il  vient 

siii  ma        .  ^  m  —  i  ,  .      , 

— : =  (  2  COSil  r~' (  2  COStf  )■"• 

sina                                       I  ' 

(S)    /  H-  ' J-  (2COSa)"~* 

1.2 

{m  —  4)  (m  — 5)(ot  —6),  .^^, 

1.2.3 

formule  que  donne  sin ma  en  fonction  de  cosa  pour 
loute  valeur  entière  de  /it. 

En  y  remplaçant  a  par a,  le  premier  membre 

devient 

sini77a     \ 

cos  û      f  j  4/^  *^"  ^> 


pour     m  = 
fiin  ma 


cosa      j 


(pour     m  ==   i 


et 


cos  ma 

cosa  *  (  i  4/^  +  t> 

•  >  pour     OT  -.=  5 

cosma    i  (4/'  —  t  • 


cosa 

Donc  on  aura,  pour  m  pair^ 

sin  ma 


(y^_,>H-> 


cos// 

m  —  I 


=  (2  sina)*-'  —  ••— (2  sina) 


«1—3 


(SO  ' 


(m—  3)  {m  —  4^  /       •       \-_s 

.    * z«  (2sinfl)'"  * 

1.2 

_(m-4)(>»-5)(;»-6)      ^  ,   ;^ 

1.2.3  ^ 


(m  —  3)  (m  —  4)  /     •      x—i 


(4i4) 

et,  pour  m  impair^ 

(yc:7)— ' 

^  ^        ^         cosa 
(C.)   ' 

1  4-  ^ 

1.2 

_i'n-^)i'n-5){m-6)  _      ^ 

V  I .2.3 

2**  Sî,  dans  l'égalilé  qui  donne  A^j  on  pose 

Am  =  C08l7tay      Ai  =  cosa,       A,=  I,      K  =  2COSfl, 

il  vient,  en  doublant  les  deux  membres, 

2C0SOTtf  =  (2C0Sû)" (2C0Sfl;"»"* 

ffff  —  3)(/»  —  4)  /  ^._, 

^  ^ L^ Zi  (2C0Sflr    * 

1.2 

_ (^-4)(^-5)(m-6)  (^^^^_. ^ 

1.2.3  ^ 

—  2(2cosa/"~*  -h  2 (acosa/*"* 


(m  —  4)f'"  — 5),  . 

^  ^  (2C0S<I) 


m— « 


1.2 


Or 


(m  —  p  —  i)(m  — p  —  2),  .  .(/M  —  2/?) 

1.2.../» 

/ii(/w  —  p  —  1),  ,  Jnt  —  2/?-f-l) 

l .2, . ,p 


(  4i5  ) 
donc 

acosfl)"' (2cosa)'*-»H (2cosa)'^* 

m  (m  —  i)(m  —  5)  .  ^  . 

I  a. 3  ^  ' 

w  f/w  —  5)  (m  —  6)(m— 7)  ,       ■     , 

^T — ^^^xr — ^  (-«>««)"-+•••• 

En  divisant  les  deux  membres  par  2cosa,  on  obtient 

={2COSI?r— • (2COSfl)"^» 

COSfl  ^  '  ï    ^  ' 

mm  —  3  , 

(2cosa)''^* 


I        2 

~T^ 1^^ ^(2cos.)- 

-f-^^"""'^>^^"7J^<"-^^(2cosaV 

formule  qui  donne  cos  ma  en  fonction  de  cosa  pour  m 

entier  pair  ou  impair.  En  y  remplaçant  a  par  -  —  a,  le 

premier  membre  devient 

%\x\ma     \ 

>     pour     OT=:  ; 

S1D  /lUI       i  \    ^p  ^  i^ 


et 


sma 

cos /If  â 


sic  a      I  (  Lp^ 

>     pour     iw=  I 
cosmtf    l  (  4/'  +  2; 

sina     ) 
donc,  pour  m  impair, 

li/— i)      — : =  (2»mfl)»"* (2smflr-> 

1  m  m  —  3  ;     .      . 

(S.){  +____(2sin«)— 

m  (m  —  £\{m  —  5),    .     , 
I  1.2  ^         ^ 


(4«6) 

et,  pour  m  pair, 

^'        '     sina  ^  '  I  ^ 

(Ca)  {  -^-  7   — ^—  (2Sin«;— * 


.  ^ 111 (2 $in «)■*-' -♦-.... 

I  1.2  ^ 


m. 

Le  même  théorème  donne  la  valeur  de  x" et  de 

^'"H 1  en  fonction  de  x  H — • 

Puisque 

en  posant 

I  I  I  " 

Afl,=:a:* >      A,  =  x 1      A»=a:* =  o 


et 


on  aura, 


I 

x** 
I 

X 

X 


x-H-j       -.    .. 


(m~3)(m  — 4)  / 

1.2  \ 


De  même,  ayant 


(417) 

eo  posant 


X^  X  Xt 


et 


X 

on  aara 

I 
xr 

=h 

^r 

-t(' 

-T 

•  3 

m 

H-  — 

I 

m  — 

a 

!(.. 

T 

m 

I 

f/n- 

-3)(m- 
1.2 

->(, 

+ 

I 

X 

Nota,  —  Dans  la  formule  qui  donne  a cos ma,  on  a 
divisé  les  deux  membres  par  acosa,  pour  donner  la 
même  physionomie  à  toutes  les  formules.  Comme  le 
second  membre  n'est  divisible  par  acosa  que  dans  le  cas 
de  m  impair,  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  m  pair,  le 
dernier  terme  de  la  formule  suivante  contiendra  acosa, 
avec  l'exposant  —  i . 

Par  exemple, 

cosSfl       ,  X,      8,  V.      85, 

=r  (acosû)' (acosa)*  H —  tt  (acos^j* 

cosa        N       .    '        ,  ^  '         j  3  X 


84.3,  .        83. ai,  . 

-  -^  (acosa)'  H r— 7  (acosa) 

I  a. 3  '        I  a. 3.4 


— I 


d'où 

cos8a=  ia8cos*a  —  a56cos*a  ■+-  i6ocos*a  --  Sacos'a  -h  i . 


Jnn,  d€  Mathémat.,  t.  XII,  a*  série.  (Septembre  1873.)     ^7 


(4i8) 

EXPRESSION  DE  LA  DIFFÉRENCE  D'ORDRE  n'"^ 

DUNE  FONCTION, 

ai  aoyen  de  U  Unm  di  aêae  ordre  de  cette  fiietiei  ; 

Pà&  M.  A.  PICART. 


Soit  j-  =zf[x)  :  on  donne  successivement  à  la  va- 
riable les  valeurs  a:,  x  +  A,  x+aA,...,  x  +  wAj  la 
fonction  prend  les  valeurs  correspondantes/{x),/*(j:+A), 
f(x  H-  2 A), . .  •'»f[x  -h  nh)  \  sa  différence  n**'"'  est  alors 

A»y— /(j-f-/iA)— w/(x  +  «  — i/i)  +  ^*^'^'V(^+/y--2A) 


I  .2 


«  f /I  —  1  )  («  —  2  ) 
1.2.3 


/(x  +  n  — 3A)  -4-..  . 


I  •  2  •  •  •  /? 

Il  s'agit  d^exprimer  cette  différence  au  moyen  de  la  dé- 
rivée /»**'"*  dé  la  fonction  f(x).  Posons 

f{x-\-nk)—nf{x'^  /?—  I  A)h-  -! /(•«?-*-  /»— 2  a)—... 


ou 


1  .2 

=A, 


f[x'hnh)—nf[x-hn  —  ih)'h— — -! /(.r-h/i— -2/1)  — ... 

1.2 


-+-  (—  I  )"/"  (^)  —  AA«  =  0, 


1  I  X  —  X 

ou,  en  remplaçant  h  par > 


y(X)-„/(x-^-).^/[x-iI2Lzf}]_... 

^'^^  /X-r\' 

+  (—)"/(*) -A  ^——j    =0. 


(4i9) 

ei  considérons  la  fonction 


,(.)=/(X)-«/(x-  -^)  4-  -^/(X-a  — J  -... 

+  (-i)-/(»)-a(^)'. 

Elle  s'annule  pour  2  =  x,  en  verta  de  (i),  el  poor  je  =  X  ; 
car  elle  devient,  pour  cette  Taleur  de  je, 

^    ^L       *  ''^  i.a.3  / 

et  la  quantité  entre  parenthèses  est  égale  à  zéro  ;  don«  sa 
dérivée  s'annule  pour  une  valeur  Z|  de  z  intermédiaire 
entre  a:  et  X  (on  suppose  la  fonction y*(x)  finie  et  con- 
tinue dans  l'intervalle  de  x  à  X).  Or 

_(.-.)(.-a)      /    _3X--,\ 
i.a  \  n     J 


(^') 


«— I 


Celte  fonction  ^'(z)  s'annule  aussi  pour  jb  =  X;  donc 
la  dérivée  ^"{^)  doit  s'annuler  pour  une  valeur  z,  de  z 
comprise  entre  Zi  et  X  (pourvu  quey*'(x)  soit  continue 
dans  rintervalle  de  x  à  X).  Or 


1.2 


*  [^r  ^ 


27 


(4ao  ) 
ou 

1.2  "^     \  n      ) 

Cette  dërivëe  seconde  s'annule  «ussi  pour  z  =:X  ;  car 
elle  devient,  pour  cette  valeur  de  z, 

-r(X)r       «-1.  .  («-i)(«-a),     «(n-i)(i»-a),  .       "I 

1 2H O 5 4-4-...  I9 

/ï         L  I  I  .2  I  .2.3  J 

et  Ton  sait  que  l'expression 

I  —  {«  —  l)  21»-+-  ^ ^-^ 31» 

'  1.2 

(/I  —  i)(;i — 2)(/?--3)  ,       , 

— ^ ^  -h. ,  .H-(— i)»/îP* 

1.2.3  ^         ' 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de 
p  inférieures  à  n  —  i,  et  égale  à  1.2. .  ,[n — 1)  ( — i)"""', 
pour  p  =  n  —  i;  donc  la  dérivée  tierce  s'annule  pour 
une  valeur  z^  de  z  comprise  entre  z^  et  X  [pourvu  que 
/"(a:)  soit  continue  de  x  à  X], 
Or 

1.2  \  n     J 

Cette  dérivée  s'annule  aussi  pour  r  =X;  donc  la  dé- 
rivée quatrième  s'annulera  pour  une  valeur  z^  de  z  com- 
prise entre  z^  et  X.  En  continuant  ainsi,  on  verra  que 
la  dérivée  /i'^'"'  de  la  fonction  f  (z)  doit  s'annuler  pour 


(  4ai.  ) 
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SDR  LiNTiGRATION  DES  DIFPÉRENTRLLES  RATIONNELLES  -, 

Par  m.  E.  CATALAN. 


Tous  les  Traités  de  Calcul  intégral  contiennent  la  for 
mule  de  réduction 


7,p  —  3^  z 

%p 


(^)        ^^=:rr3^V'  +  ^ï];Triy(7Ti^' 


dans  laquelle 

/dz 

A  cause  de  Zo  =  arctangz,  cette  formule  fait  connaître 
successivement  Zi,  Zi,  •  •  • .  Mais  il  y  a  plus  :  on  en  peut 
conclure,  par  un  calcul  très^simple,  la  valeur  générale 
deZ^(**). 

En  effet,  il  est  visible  que 

(B)  z^  =  tfkrctaDgzH-2a<^^-^py, 

a,  01,  aiy . .  • ,  ap.1  étant  des  coefficients  inconnus.  Pre- 
nant les  dérivées,  on  a  donc 

K 

On  tire  de  régalité  (A) 


(*)  Voir  y  par  exemple,  le  Cours  d'Analyse  de  V  Université  de  Liège, 
{**)  Abstraclion  faite,  bien  entendu,  de  la  constante  arbitraire. 


(4a4) 
de  sorte  que  (C)  deyient 

p—z  '    p-x 

z=a i-r- 7  'iiûi — :- 7(^i — i)tfi 1 


OU 


+  [(a^  —  4)  «,_,  —  (  2/»  —  3  )  aj,_,  ] 


t 


(i  — a»/-' 

Identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 

I 

(D)        {  ^         (2/1 -^3)  (2/? -5) 

^^-'         (2/l-2)(2/l-.4)(2,,-6)' 


3.5. .  .(2p  —  3) 


2.4.6...(2p—  2) 

Soit)  comme  application,  p  =  5.  Diaprés  les  for- 
mules (B)  et  (D), 


/ 


dz  3.5.7  3.5.7         * 

; n  ==  — /  ..  Q  arclangj  H .  ^'    ; 

(14-z*)*       2.4.6.8  ®        2.4.6.8  i-h«' 

5.7  »  7s 


4.6.8  (i-f"«»j»      6.8  (1  •+-«•)* 
I        s 


8  (H-«')* 


const. 


(4a5  ) 

SItt  LES  DÉTELOPPnENTS  M  sinna,  cos na,  mSUTt 
US  niSSARGES  DE  acosa  ET  asina; 

Par  m.  Y.-A.  LE  BESGUE. 


I.  Les  identités 

sio  (n  -h  i)fl=r  sinna^cosa —  sin(n  —  i)<i, 
cos(/i  —  i)a  =  cos/ia2cosa  —  cos(/i  —  i)a 

montrent  que,  pour  les  arcs  o,  a,  aa,  3a,. ..,  na^  les 
sinus  et  cosinus  forment  des  séries  récurrentes,  dont 
Téchelle  de  relation  est  acosa  —  i*,  on  peut  donc,  au 
moyen  des  deux  premiers  termes,  calculer  un  terme  quel- 
conque. Voici,  pour  les  sinus  et  cosinus,  le  calcul  des 
premiers  termes  : 

asino  =  o,  acoso  :^  a, 

asina  =  /,  2cosa  ==--  x, 

asina0  =  j^j:,  2cos2a=x^ — a, 

asinStf  i=>'(x' — i),  acos3<i=i:  x* — 3x, 

^sm^a  =  jr{x* — ax),  acos4<'=^x*  —  4**"*"^» 

asin5«  =  ^(x*  —  3x*-i- i),        acos5tf=x* — 5x*-i-5*, 
asin6a=^(x* —  4**^  ^x),      acos6fl  =  x* — Gx^-f-gx* — a, 

asin7û=:  j(x* — 5x*-t-6x* — i) , 

2aÀn8a  ^=1  jr[x*  —  6x*  -h  lox*  —  4  J?)> 
asiD9fl  =  j(x* — 7x*-h  i5x* — loxH-i), 

Pour  simplifier,  on  a  posé  acosa  =  x  et,  par  analo- 
gie, asina  =  f.  C'est  pour  éviter  les  fractions  que  Ton 
a  doublé  les  sinus  et  les  cosinus.  En  calculant  jusqu'il 
dix  termes  pour  les  sinus,  on  a  mis  en  évidence  la  loi 
des  signes,  celle  des  exposants  et  celle  des  coefficients. 


(4a6) 

qui  sont  des  nombres  figures,  etc.,  de  sorte  qu'en  ayant 
égard  au  nombre  de  termes  de  chaque  colonne,  à  partir 
de  stsina,  on  voit  de  suite  que  Ton  doit  avoir 


(0'  •- 


{n-^){n-5){n-6) 

1.2.3 


•    •  • 


] 


Dans  les  nombres  figurés,  on  a  renversé  l'ordre  des  fac- 
teurs du  numérateur,  pour  retrouver  des  formules  don- 
nées dans  le  n^  337  des  Recherches  arithmétiques  de 
Gauss.  On  pourrait  calculer  de  même  acos/»a;  mais  il 
est  plus  court  d'employer  la  formule 

sinf/?-f-i)fl       sïnln  —  i]a 
2COS/l€7  = -—  : 


•     • 


on  trouve  ainsi 

;i(/i  — 3)        , 
2cos/?a  =:a?" —  71  x»-'  H ^«"~* 

1  .2.3 

Comme  on  a  x*-^  j*  =  4^  on  pourrait  changer  la 
forme  de  ces  formules;  mais,  comme  a  est  quelconque, 

il  est  plus  simple  de  changer  a  en a^  en  ayant  égard 

au  changement  de  sin  /i  [ aU  cos  ni a  J  ?  et,  pour 

cela,  il  faatr considérer  le  cas  de  n  impair,  n  =  2m  +  i, 
et  celui  de  n  pair,  n  =  2m. 

Le  changement  de  a  en a  change  x  en  j^  et  réci- 
proquement :  pour  n  impair,  sinn  I a\  devient, 


en 


(4>7) 
posant  n  =  nm  + 1» 

sin  I  ma  H « fl  1  > 

savoir,  cosna  pour  m  pair  et  — cosraa  pour  m  impair; 
pour  cos/i  ( a  1 1  on  trouve 

+  sio/ia     et     —  sin /ta  ; 
pour  n  =  am, 

( flj=sm(/wir  —  wfl), 

C0S2/n  [ tf  j  =cos(mir — na). 

Il  y  a  donc,  pour  m  pair,  changement  de  signe  du  sinus, 
le  cosinus  restant  le  même  ;  c'est  le  contraire  pour  m  im- 
pair. On  a  dçnc  ces  quatre  équations  :  i^  pour  n  im- 
pair 


smttm 


n— I 


j{ —  i)  »   acos/ta 

(4)  (—1)  >  asÎDM^/"— /f7"-'H 1/"-^—..., 

1  •  2 

a^  pour  n  pair 

(5)  dz2siii/f<î  =  j:[j"-»  — -  (/î  —  2)j^""~'-h. . .], 

(6)  ip2C08«a=^— /i^^'-H  ^-^^^^^ — ^"*-t-.    ., 
selon  que  -  est  pair  ou  impair  ('*')• 

(*)  Les  équations  (i),  (a),  (3),  (4),  (S),  (6)  ne  sont  qu'une  simplifica- 
tion des  formules  de  Cauchy;  seulemeut,  au  lieu  d'ordonner  suiTant  les 
puissances  de  sin  a  et  cosa,  j'ai  ordonné  suivant  les  puissances  de  2a 
et  cosâ.  {Voir  VAmzfysc  algébrique  de  Cauchy,  ou  la  Trigonométrie  de 
V.  Serret) 


(  4a8) 

n.  Passons  aux  équations  de  degré  m  qui,  pour 
n  =  am  +  I ,  donnent  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  o, 

—  =  a,  aa,  3a, . . .,  (n  —  i)a. 

Ayant  inscrit,  dans  un  cercle  de  rayon  i,  un  polygone 
régulier  de  n  côtés  Aq  At  Af  •  •  A^A^^f  •  •  At«,  on 
joindra  le  sommet  Ao  avec  le  centre;  on  aura  un  axe  de 
symétrie  perpendiculaire  au  côté  A^^  A«^.t  du  polygone. 
Si,  par  le  centre,  on  mène  une  perpendiculaire  a  Taxe 
de  symétrie,  ou  voit  de  suite  que  les  sommets  symétri- 
quement placés  par  rapport  à  cet  axe  auront  le  même 
cosinus  et  des  sinus  égaux  et  de  signe  contraire  :  pour  A«, 
le  sinus  sera  o  et  le  cosinus  i. 

Pour  avoir  les  doubles  sinus  jr,  ou  les  diagonales  du 
polygone,  au&si  bien  que  le  côté,  on  fera,  dans  Téqua- 
tion  (4),  sinna  =  aAir,  on  divisera  par  jr^  et  Ton  pren- 
dra pour  inconnue  j^*\  Téquation  divisée  par  a"  est  pré- 
cisément Téquation  (I)  du  n^  337  des  Disquisiliones 
arithmeticœ  de  Gauss. 

L'équation  (2),  où  Ton  ferait  na  =  siXrir,  étant  divisée 
par  a",  donnerait  Téqualion  (II)  du  n^  337  déjà  cité; 
mais,  comme  Téquation  (a)  revient  à  [x — a)P'  =  o, 
voici  comment  on  trouvera  Téquation  P  =  o. 

On  remarquera  que 

%m[p  —  ^)sin(/>-f-  ^)  =  sin*/>  —  sin'y, 
de  sorte  que,  posant  p  =  (m  -i-  i)a,  q  =  nus,  on  aura 

(  sina8iD(2/n -4- i)<v 

(^/    i 

(       =[siD(/n-4-i)a  -4- siniittf][sin(in -f-  i)a  —  siniita]; 

en  posant  (am  -4-  \)a  =  aX:7r,  c'est  donc 

sin(m  -4-  i)a  -\-  sinma  ^  o, 
que  Ton  doit  avoir.  Les  deux  équations  qui  viennent 


(4^9  ) 

d*être  indiquées  sont  donc,  pour  le  cas  de  /?  =  2m  + 1, 

(7)  zT-^n^r-'-h  -^ i*"-'-!-..  .±:/i  =  o, 

^''  I  .a 

où  z  est  le  carré  du  côté  et  des  diagon^es, 

#  X       .      (^  —  2)  (m  —  3) 

1  ^  '  1.2 

-f-j:^'— (m— 2)j:"-»-f-  ^ ^^^ -^  «—»-+-.. .=0; 

^  '  1.2 

c'est  Téquation  P  =  o,  transformée  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (i)  et  du  théorème  (a). 

II  est  à  remarquer  que,  les  racines  de  (8)  étant  2cosa, 
acosaa, . .  ,y  acosma,  on  aura 

{b)  I  +  2cosa  -4-  2cos2a  +...-+-  2cosiwfl  =  o, 

ce  qui  se  démontre  encore  en  projetant  orthogonalement 
le  périmètre  du  polygone  régulier  de  2  m  +  1  côtés  sur 
un  côté  prolongé  dans  les  deux  sens;  cela  vient  de  ce  que 
a  est  i*angle  au  centre  du  polygone,  ou  le  supplément  de 
l'angle  à  la  circonférence. 

ni.  Si  Ton  considérait  Tidentité 

on  aurait  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation 
serait  r  4-  ->  — •  i .  Si  l'on  posait  r-\ —  =  a:,  comme  on 

a  r^-i —  =3»  on  trouverait,  comme  pour  la  série  des 

cosinus  o,  a,  sa,. . ., 

I  nin  —  3)        , 

r"  H ==  a:"  —  njc"-'*  H •  ^"^  — 

/•*  1.2 

Pour  identifier  cette  équation  avec  l'équation  (2),  il 

faudrait  poser 

1 
r  -] —  =  2cosa. 

r 
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ou 

r' —  nrcosa  +  1  =  0, 


r  =  cosa  +  sma  ^ — 1,     -=cosa— sinay — 1, 


r 

on  aarait 

r*4-  -T  =  acos^a, 
r* 

etTéquation  (b)  donnerait 

i-f-rH |-r»-f--;-t-...-+-r»4---=:o, 

OU 

r'*  -+-  r*"-*  -h .  .  .  -f-  r  -4-  I  = =  o, 

r — I 

ou  encore 

(r* — 2rco$a-+-i)(H— 2rcos2«-+-i)...(r»— arcos/wa  —  i)  =  o. 

Comme  des  équations 

r  =  cosa  -+-  sina  J — 1 ,     -nrcosa  —  sina  J — 1 

r  ' 

on  tire 

acosa  = î 

r 

I  __  r»    i I  —  r»    i 

on  peut,  comme  le  fait  Gauss,  ramener  la  détermination 
de  sina,  cosa,  tanga,  i  la  résolution  de  r* — 1  =  0. 

Dans  le  n^  337,  dont  j'ai  voulu  faire  ici  un  petit  com- 
mentaire, on  trouve  l'équation  de  degré  impair  dont  les 

racines  sont  les  tangentes  des  arcs  k 


2ir 

n 


4?" 


_li;!Z:ll^.+^<»-0("--f"-3)^-...±nx=:o; 

1.2  1.2.3.4 

elle  se  tire  de  la  formule  générale 

ig(/i~0(n  — 3)  ^  , 

/IJC  — JT  -+-  .  .  . 

tang/ifl  = n]n-^i) ^* '^  ^nga), 

I x'-4-  .  .  . 

1.2 
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OÙ  Ton  retrouve  les  coefficients binomiaux.  Cette  formule 
se  démontre  par  la  méthode  dite  de  proche  en  proche, 
en  partant  de  Téquation 

taDg2a  = -j     d'oi\    tangSa  = r— .»•  •  *• 

1  —  X*  "  I  —  o** 

Remarque.  —  Pour  p  z=:i  ij^  Téquation  (8)  est 

ar^-f-ar'  —  'jx* —  60?*-+-  l5x*  ■+■  lox' —  lOX* —  ^x  -4-1=0; 

les  racines  sont,  en  posant  —  =  ei>,  les  suivantes  :  acoscù, 

acosao),. . ,,  acosSci).  Gauss  a  donné  la  première  dans 
le  u?  36S  des  Dîsguisitiones ,-  j*ai  donné  les  autres 
(avec  deux  erreurs  de  signe)  dans  le  tome  \  de  la  pre- 
mière série  des  Nouvelles  Annales,  Je  profite  de  l'occa- 
sion pour  les  rectifier. 

Dans  les  équations  suivantes  : 

A  =  34  —  2/17,    B  =  34-4-2V'77,     AB  =  64.i7, 

le  signe  -H  du  radical  principal  (qui  est  multiplié  par  a) 
appartient  au  premier  cosinus  placé  dans  le  premier 
membre,  le  signe  —  appartient  au  second  cosinus  : 

i6coso>),     i6cos4«» 

^-_  I  +  \/77 -t-v^±:2  v/17  -t-3y'T7  —  (^A  -f-a  ^5), 

i6cos2o»,     i6cos8«» 

==__,+  y77  4-  VX±:  2  V17  -h3  v^-+-(^Â  -4-  2  ^b), 
i6cos3fli>y     i6cos5u 

:::^.  __   ,  —  V^  -h  y^B  Zh  2  V^17  —  3  V^  —  UB  —  2  ^Â), 

i6cos6o»y     i6cos7Qi>* 

—  —  1  —  \/"Î7  —  v^B±2  V17  —  3/Ï7  -h(\/B--2^Â). 

On  en  tirera  facilement  le  carré  du  côté  et  des  diago- 
nales du  polygone  régulier  de  17  côtés. 
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CONCOURS  D  ilDXISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIOUB 

(ANNÉE  1873). 

Composition  mathématique,  —  On  donne  un  cercle 
et  un  point  A,  et  Ton  demande  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  assujetties  à  passer  par  le  point 
donné  A  et  a  toucher  en  deux  points  le  cercle  donné. 

On  discutera  la  courbe  obtenue  pour  les  différentes 
positions  du  point  A,  et  Ton  démontrera  que,  dans  le 
cas  général,  les  points  decontactdes  tangentes  qu^on  peut 
mener  au  lieu  par  le  point  A  sont  situés  sur  une  circon- 
férence de  cercle*. 

Calcul  trigonométrigue.  —  Ëtant  donnés,  dans  un  trian- 
gle rectiligne  ABC,  deux  côtés  et  Tangle  compris,  savoir  : 

b  =  5824»,  704,     c  =  4754»,  376,     A  =  75*>25'25", 

calculer  les  angles  B,  C,  le  côté  a  et  la  surface. 

Composition  de  Géométrie  descriptii^e.  —  On  donne 
un  cylindre  à  bases  parallèles  ;  la  base  inférieure  est  un 
cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection;  son 
centre  est  à  5  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre 
et  son  rayon  de  4  centimètres.  Ses  génératrices  sont  pa- 
rallèles au  plan  vertical  et  inclinées  â  45  degrés  sur  le 
plan  horizontal,  et  sa  base  supérieure  est  à  une  hauteur 
de  i4  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Une  sphère^  ayant  pour  rayon  7  centimètres  et  pour 
centre  le  point  milieu  (I9I')  de  Tarète  (AB,  A'B')  du 
cylindre  parallèle  au  plan  vertical  et  la  plus  rapprochée 
de  ce  plan,  coupe  le  cylindre. 

On  demande  de  représenter  le  corps  qui  subsiste  quand 
on  détache  du  cylindre  le  volume  commun  à  ce  cy- 
lindre et  à  la  sphère. 

On  donnera  la  construction  d*un  point  et  de  la  tan- 
gente en  ce  point,  en  expliquant,  s'il  y  a  lieu,  les  con- 
structions employées,  à  côté  de  Tépure. 
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NfiCROLOGIB. 


UNIVERSrrAS  BE6IÂ.  FREDEBICIÂNA 

f 

CHRISTOPHORUM  HANSTEER 

MATHESBOS*  APPUCÂTJS  QCOIfDAK  PROFESSORBIf 

VIRUM  INGKHIl  DOCTRINJEQUE  LAUDIBU8  CBLSBRÂTI8SI1IVH 

EX  HOJCS  ÂCADEKIA  PUïlDATORIBQS  SOLUM  BOCQSQIIE  SOPERSTITEM 

on    El    MENS.    APR.,    AHNO   JSTATIS   LXEXIE    MORTE    DEFUIICTCK   BSSB» 

HIS  LITTERIS  INDICAT. 

Natns  est  Hanstenius  noster  Christianiœ  die  zxtx 
mens.  Septembr.  anno  superioris  sseculi  octogesimo 
quarto,  pâtre  Johanne  Matthia  Hansteen,  vectîgalibus 
regîîs  prsfecto,  matre  Anna  Catharina  Treschow.  Ex 
schola  cathedrali  Chrîstianiensi)  cujus  tum  rector  erat 
Nicolaus  Treschow  (postea  philosophiœ,  primum  Hau- 
nis0,  deinde  Christianise  professor  celeberrîmus,  pos- 
iremo  regiis  consiliis  adhibitus),  in  Âcademiam  Haunien* 
sem  anno  mbgggii  dimissus  est.  Juris  scientiœ,  cui  se 
primo  dederat,  mature  valedixit,  et  anno  mdcccyi  coUega 
Gymnasii  Fredericoburgensii,  quod  in  Selandia  est, 
oonstitutus,  disciplinas  mathemadcas  docere  cœpit,  quo 
factum  est,  ut  paulatim  se  barum  artium  studio  totum 
dicaret.  Sex  annis  post  Hanstenius  prsemium,  quod  Sa- 
cietas  scientiarum  Reg.  Hauniensis  ei  pollicita  erat,  qui 
de  magnetismo  terrestri  optime  scripsisset^  summa  cum 
laude  reportavit  et  hoc  primo  opère,  quod  typis  non  di* 
▼ulgatum  est,  ita  eruditorum  hominum  oculos  in  se  con- 
vertit, ut  mox  in  nova  Universitate,  quam  FredericusYI 
Norvagis ,  assiduis  precibus  jam  dudum  academicam  in* 
stitutionem  petentibus,  tandem  concesserat,  professor  de^ 

Ann.  de  Matkémai,,  t.  XII,  a«  série.  (Octobre  1873.)        ^8 
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signaretur.  Anno  hdgccxit,  quo  tempore  salus  patriae 
summum  discrimen  adiré  videbatur,  Hansteniu8|  in  pa- 
triam  redux  factus^  munus  academicum  accepit.  Paucis 
tantum  prdeceptoribas  Musanim  Christianiensium  infan- 
tia  gaudebat,  et  deerat  prorsus  supellex,  qua  iis  podssi- 
mnm  opus  est,  qui  rébus  naturalibus  sçrutandis  et  expli- 
candis  vacant.  Hanstenius  igitur,  quum  astronomie!  doc- 
toris  provincia  ei  demandata  esset,  çbservationes  primo 
domi  suffiy  deinde  in  liguco  tugurio  hune  in  usum  asdifi- 
cato,  facere  incepit,  n^utuato  tantum  sextante  ac  borolo- 
gio  pendulo  instructus.  Sed  nihilominus  anîmus  solers 
ac  constans  victor  evasit.  In  magnetismo  terrestri,  cui 
primitias  studiorum  sacraverat,  observando,  summa  indus- 
tria  usuS)  perseverabat,  et  jam  anno  mdgcgxix  opus  illud 
insigne  divulgare  potuit,  quod  inscribitur  Untersu" 
chungen  ûber  den  Magnetismus  der  Erde,  et  Christia* 
niœ  sumptibus  régis  augustissimi  Caroli  Joannis  compa* 
mit.  Duobus  annis  post  mutationes  intensîtatis,  qus 
quotidie  fiunt ,  invenit,  et  anno-MDcccxxTi  primus  tabulam, 
intensitatis  indicem,  publici  juris  fecit.  Sed  quominns 
hisce  studiis  auspicatissimus  finis  imponeretur,  imprimis 
obstitit,  quod  ex  Sibiria,iibi  intensitas  magnetica  major 
est  quam  ullo  alio  loco,  prorsus  nullse  exstabani  obser- 
vationes.  Yebemens  igitur  Hanstenîum  cepit  cupiditas 
hujus  terrae  visendae,  plerisque,  ne  dicamus  omnibus,  En- 
ropse  incolis  adhuc  ignotae,  et  a  rege  magnisque  regni 
comitiis  petere  ausus  est,  ut  sibi  publicis  impensîs  in 
Sibiriam  proficisci  liceret.  Qui  est  laudabilis  nostri  régi* 
minis  artium  litteranimque  favor,  voti  compos  factus  est 
et  annis  mdgccxxyiu  seqq.  per  Russiam  Sibiriamque  ce- 
leberrimum  illud  iter  fecit,  quod  senex  peculiari  opère 
festive  ac  eleganter  descripsit.  Doctos  naturae  indagatores 
remous  illse  regiones  tum  viderunt  paucos  ;  nondum  ce- 
leberrimus  Humboldtius  Asise  montes  visitaverat. 
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Qaae  patria  Hanstenio  debeat  hoc  loco  non  ennme» 
randa  sunt^  sed  sufficiet  dicere  ejus  consilio  egregiam 
astronomicam  speculam  anno  mdcgcxxxii  conditam  esse, 
eo  rectore  ac  praeside  pêne  totam  Norvegiam  trigonome- 
trice  et  geographice  descriptam,  ejus  auspiciis  tabulas 
littoris  norvegîci  maximam  partem  esse  confectas^  ejus 
auctoritate  pondéra  mensuramque  hujus  civitatis  publiée 
esse  constituta,  denique  non  solum  academicam  juventu- 
tem,  sed  etiam  permultis  érections  ingenii  homînes, 
militaribus  officiis  functos,  ejus  disciplina  usos  esse. 

In  permultas  Societates  doctas  Hanstenius  receptus  est, 
etiam  mons  in  Luna  observatns  ejus  nomine  appellatur. 
Ânno  MBCccLYi,  quum  semisecularia  publici  muneris 
celebraret,  Universitas  nostra,  gratum  animum  testifica- 
tura,  memorialem  nummum  excudendum  curavit,  in  quo 
leguntur  bsc  verba  :  <(  Spleiîdet  in  orbe  begus  »•  Inse* 
quentibus  annis,  impetrata  a  rege  venia,  publiée  legendi 
officie  liberatus  erat,  donec  anno  mdccglxi  munus  aca- 
demicum  abdicavit,  ita  tamen,  ut  ei  in  domicîlio  ad  spe- 
culam astronomicam,  cum  munere  conjuncto,  quoad  yi- 
▼eret,  babitare  concessum  sit.  Quum  fatis  nuperrime, 
ad  annos  Nestoreos  pêne  provectus,  tandem  concessisset, 
funebria  justa  viro  celeberrimo  Universitatis  auspiciis 
solenniter  et  magnifiée  facta  sunt,  publica  laudatione  ab 
Olao  Jacobo  Brocb,  V*  Cl.  Matheseos  professore,  in  aula 
academica  habita,  et  cunctis  magnorum  regni  comitio- 
rum  membris,  regiis  consiliariis,  supremis  regii  judici- 
bus,  omnibus  fere  ingenuis  hujus  urbis  ordinibus  funeris 
exequias  comitantibus.  Jussu  absentis  régis  augustissimi 
aderat  aulse  regias  prsepositus. 

Christianise,  die  xxx  mensis  Maji  anno  mggglxxiii. 

C.  HOLST, 

Secretarius  UniTereitatis. 

a8. 
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G0RRBSP«NDA1IIGE. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.L.  SalteL  —  Soit 

AX»-+-  A'T»  4- A*'Z»  4-  îîBYZ  -+-  aB'ZX  4-  aB^^XT 

-H  2CX  +  C'T-f- aC'Z -h  D  =  o 

l'ëquation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
rapportée  à  des  axes  coordonnés  reclangulaîres. 

Considérons  les  trois  groupes  (a),  (|3),  [y)  de  deux 
équations, 


w 


(« 


(7) 


A  — S  B'  C-l-S* 
B'  A'  C'-f-Sr 
B'      B    C'-h  S« 

A'— S  B  C'-f-S/ 
B  A"  C*'-f-S« 
B^     B'    Ch-Sx 

A-'- S  B'  C-f-Sz 
B'  A  C-4-Sx 
B       ^^  C  ^-Sj 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


A  —  S       B*'  C  4-  Sx 

B'^      A'— S  C'+Sj 

C-f-S*  C-hSr  D— S(x^4-j*-4-»*) 

A'— s        B  C'4-Sr 

B       A*'—  S  C'-f-  Sz 

C'-f-Sy  C-f-S»  D— S(x»-+-r-4-2=; 

A*'— S      B'  C'+Sz 

B'       A  — S  C4-Sx 

C-f-Sa  C-hSx  D— S(x>H-j^»-4-fî} 


=  0; 


=  0; 


=  0: 


et  donnons  successivement  à  S  les  trois  valeurs  détei^ 
minées  par  l'équation 

A  —  S        B*'  B' 

B'      A'— S         B  =0. 

B'  B         A''  — S 

Chacun  de  ces  groupes  représente  les  équations  des 
focales  de  la  surface;  en  outre,  l'ensemble  des  deux 
plans  des  courbes  de  contact,  correspondant  au  foyer 
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(x,  /,  z)y  est  représenté  par  Téquaucn 

(A  —  S)X«  -f-( A'  —  S)Y» 4-  (A''—  S)Z»  4-  aBYZ 

-4-  aB'ZX  -+-  2B"XY  -+-  2(C  +  S*)X  -+-  2(C  4-  S/)Y 

4-  2(C  -h  S«)Z  -h  D  —  S(x«-+-  ^*4-  2*)  =  o; 

et,  conséquemment,  la  directrice  correspondant  à  ce 
foyer  est  Tintersection  des  deux  plans  représentés  par 
cette  même  équation. 

Comme  application,  nous  signalerons  une  série  de  pro- 
blèmes qui  conduisent  à  des  calculs  très-simples;  nous 
les  résumerons  dans  T énoncé  suivant  : 

Lieu  des  focales  des  surfaces  du  second  ordre  gui 
passent  par  un  cercle  donné  et  qui  sont,  en  outre,  assu^' 
jetties  à  trois  autres  conditions  données • 

On  considérera,  par  exemple,  le  cas  où  la  surface  est 
assujettie  a  avoir  un  foyer  fixe  donné  (a,  /3,  y)  et  passant 
par  un  point  donné;  on  examinera  le  cas  où  le  foyer  est 
dans  le  plan  du  cercle  ou  sur  le  cercle,  c^est-à-dire  si 
c^est  un  ombilic  • 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOOYBLLBS  ANNALES. 


Question  526 

(  TOlr  i"  térle,  t.  XIX,  p.  a34  ) , 

Par  m.  C.  MOREAU, 

.  Capitaine  d*Àrtillerie,  à  GonsUntine. 

Si  Inéquation 

ax*-h^tx*-h  6cx^ -^  ^dx H-  e  =:  o 

a  une  racine  double  a,  posons 


M=r 


{ace  H-  2, bcd  —  ad*  —  eb^  —  c»}»       P 
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Démontrer  les  équations  suivantes  : 


i/M 

dii 

du 

dfA 

da 

3 

2 

db 
dM  " 

2    iie 
"3  rfM"" 

I   <2e/      . 
4  dM* 

db 

de 

dd 

^^ 

« 

(MiCHÀBL 

ROBEUTS. 

.) 

■/(«, 

b. 

Cfd, 

tf,  «)  —  0 

Soient 
Téquation  proposée,  et 

F{a,  by  c,  dy  I?)  =  P  —  27  J»  =  o 

la  condition  pour  que  deux  racines  de  cette  équation 
soient  égales  ;  différentions  ces  deux  équations,  on  a 

Cda+fidb  -t-  f^dc  +fidd^f^de+fidx  =  o, 
et 

Kda  -4-  %db  4-  F^rfc  +  F'  rf^  -t-  Firftf  =  o. 

Si  :c  devient  égal  à  la  racine  double  0e,  f^  s'annule  et 
la  première  des  deux  équations  précédentes  devient 

OL^da-^  ^CK^db  -hôa^dc  -^  ^add -h  de=:0. 

Supposant  alors  successivement  c,  d^  e  ou  d^  e,  a,  ou  e, 
a,  6;  ou  a,  &,  c  constants  à  la  fois,  les  différentielles 
correspondantes  s^annulent  et  on  a  les  quatre  systèmes 
suivants  : 

(i*da  -h  ^a*db  =0,  Kda^  F^db  =  o, 

^a^db  -f-  6«*dc  =  o,  Ffc  db  -4-  Fcdc  =  o, 

^'^  ^  6oL*de-h^add  =  o,  F'cdc-\-F'add=:o, 

^add-h    de     =0,  Fdrf</-f- F^cfe  =  O, 

qui  donnent,  pour  a, 

*'^''  *  Fi  "  2  f;  ""  3  ft  "^  4  r/ 
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„      I»  l«— 27J'  F{«,  *,...) 

cela  montre  que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  F 
et  M  sont  proportionnelles  et  que,  la  valeur  trouvée  pour 
la  racine  double  ne  contenant  que  leurs  rapports,  on  peut 
y  remplacer  ces  dérivées  les  unes  par  les  autres.  On  aura 
donc  enfin 

rfM  rfM  dM,  dU 

,    da 3  db   2   de   ï    dd 

"*  ~"  *  ^  ~"  2  ^  ""  3  ^  ""  Î£M* 
db  de  dd  de 

hes  raisonnements  qui  ont  servi  à  établir  les  rela- 
tions (i)  ne  sont  nullement  particuliers  à  Téquation  du 
quatrième  degré  et  ils  sont  facilement  applicables  à  une 
équation  de  degré  quelconque,  ayant  un  ou  plusieurs 
couples  de  racines  égales. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M,  Brocard. 


Question  56 

(  TOir  i'*  série;  1. 1 ,  p.  5»  )  ; 

Par  m.  h.  BROCARD. 

Théo&èios.  —  Étant  donné  un  système  de  lignes 
droites  situées  dans  V espace  d^une  manière  quelconque, 
on  peut  mener  une  infinité  de  plans  dont  chacun  coupe 
toutes  ces  droites. 

Par  un  point  fixe  quelconque,  menons  des  parallèles 
aux  droites  données  ;  elles  détermineront  un  cône  C  d'un 
certain  degré. 
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Si  l'on  considère  une  droite  renfermée  â  rintërieur 
de  la  nappe  du  cône  C  et  partant  de  son  sommet,  il  est 
évident  que,  n'étant  parallèle  à  aucune  des  génératrices 
de  ce  cône,  tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ren- 
contrera ces  génératrices  et,  par  suite,  les  droites  da 
système  donné,  qui  leur  sont  parallèles. 

La  région  extérieure  au  cône  C  renfermera  une  in- 
finité de  directions  de  normales  à  des  plans  répondant 
à  la  question^  mais,  par  acception,  quelques-uns  de  ces 
plans  pourraient  être  parallèles  à  des  droites  du  système 
donné. 

Question  972 

(TOlr  %*  série,  l.  Vni,  p.  56a); 

Par  m.  gallois. 

Reconnaître  les  différentes  surfaces  représentées  par 

Véquation 

r  -f-  3       _  a-h  z 

a  1 h  b H  I  =  o, 

X  y 

quand  a  et  b  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  différentes  sur^ 
faces. 

Indiquer  les  particularités  relatii^es  aux  axes  de  coor- 
données, aux  sections  planes. 

Peut-il  y  ai^oir  des  sections  circulaires  ? 

Les  surfaces  peuvent-elles  être  de  révolution  ? 

Montrer  que  leur  enveloppe  est  une  surface  du  se- 
cond ordre,  lorsque  le  produit  àb  est  constant. 

Je  mets  Téquation  sous  forme  entière,  et  je  suppose 
que  a  et  &  ne  sont  jamais  nuls  à  la  fois.  L'équation,  sous 
sa  nouvelle  forme,  est 

(i)  bxi^-\-  ay^-^  ayz  '\-bzx'^  xy^=^o\ 
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quels  que  soient  a  et  b,  les  surfaces  représentées  par 
cette  équation  sont  à  centre,  et,  de  plus,  Porigine  des 
coordonnées  est  à  la  fois  un  point  et  un  centre  de  ces  sur- 
faces. Cette  équation  ne  peut  donc  représenter  que  des 
cônes  ou  des  variétés  du  cône. 

Considérons  les  équations  du  centre 

X  -+-  7,ay  -h  ci»=n  o, 

^  X  -f-  /i;'  zr:  O. 

Si  le  déterminant  de  ces  trois  équations  est  différent 
de  zéro,  c'est-à-dire  si  l'on  a  ^ah  (i —  h  —  a)  ^o ,  les 
surfaces  représentées  par  l'équation  (i)  sont  à  centre 
unique,  et,  par  suite,  ne  peuvent  être  que  des  côoes^  je 
démontrerai  plus  loin  qu'ils  sont  toujours  réels. 

Si  le  déterminant  est  nul,  c'est-à-dire  si  Ton  a 
a  ah  (i  — h — a)  =  o,  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion (i)  ne  peuvent  être  que  des  plans:  je  dis  d'abord  que 
ces  plans  se  couperont  toujours^  car,  si  l'on  considère  les 
équations  du  centre,  on  voit  que  si  a  et  6  ont  des  valeurs 
finies  et  différentes  de  zéro,  la  dernière  équation  ne  peut 
se  réduire  avec  aucune  des  deux  premières,  puisque  son 
coefficient  en  z  est  nul^  d'un  autre  côté,  la  même  consé- 
quence a  lieu  si  une  des  valeurs,  a  par  exemple,  est  finie 
(ou  nulle)  et  l'autre  h  infinie.  Si  Ton  suppose  en  même 
temps  az=oo,  £=:oo,  alors  les  deux  premières  équations 
deviennent  ax-f-z=o,  2j'-+-^  =  o  et  sont  distinctes. 
Les  équations  du  centre  ne  pouvant  se  réduire  à  moins 
de  deux,  on  a  donc  toujours,  quand  aa£(i  —  h —  a)  =  o, 
deux  plans  qui  se  coupent,  qui  sont  aussi  toujours  réels, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin.  Ainsi,  dans  le  cas  géné- 
ral, Téquation  proposée  représentera  des  cônes,  et,  dans 
les  cas  particuliers  où  l'on  aurait,  ou  a=  o,  ou  &  =  o, 
on  a -f-  &  =  1  )  elle  représentera  des  plans  qui  se  coupent. 
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Pour  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  différentes  sur- 
faces,  il  suffit  d'éliminer  a  et  i  entre  les  trois  équations 

du  centre;  des  deux  premières,  on  tire  i  = - 


2X  H-  » 


a  =  — 


9  et,  remplaçant  dans  la  troisième, il  vient, 


pour  Téquation  du  lieu  cherché, 


«r 


( — î 1 ^  )  =  o. 


Le  lieu  se  compose  donc  de  Tensemble  des  trois  plans 
a:  =  o,  ^=o,  a:-4-y+i5  =  o.  Ce  dernier  est  perpen- 
diculaire à  Tintersection  des  plans  bissecteurs  des  dièdres 
du  trièdre  formé  par  les  plans  de  coordonnées,  et,  de 
plus,  il  passe  par  Torigine. 

Sections  par  les  plans  de  coordonnées. — Je  reprends 
réquation 

bx*  -h  ay*  -h  ayz  4-  bzx  -h  jry  =  o. 

En  faisant,  dans  cette  équation,  x  =  o,  il  reste 
aj  (y  -^  z)  =z  o  \\q  plan  des  zy  coupe  donc  les  surfaces 
suivant  deux  génératrices,  dont  Tune  est  l'axe  des  z  et 
Tautre  la  bissectrice  de  Tangle  de  la  partie  positive  de 
Taxe  des  y  et  de  la  partie  négative  de  Taxe  des  z. 

Pourj^  =  o,  il  reste  iar(arH-z)=o;  le  plan  des  zx 
coupe  donc  aussi  les  surfaces  suivant  deux  génératrices. 

Pour  js  =  o,  on  a  ix*-f-a7*-i-ay=0',  le  plan  des  jy 
coupe  les  surfaces  suivant  deux  génératrices,  puisque 
réquation  bx^  -f-  ay^  +  0^  =  0  est  homogène;  mais  ces 
génératrices  peuvent  exister  ou  ne  pas  exister,  suivant 
les  valeurs  de  a  et  de  b.  On  peut  remarquer  que  ces 
droites  seront  toujours  réelles,  si  Ton  a,  soit  a  =  o,  soit 
&  =  o. 

Uaxe  des  z  est  donc  génératrice  de  la  surface. 

L'existence  certaine  de  deux  droites  réelles  comme 
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interseclîon  d'un  des  plans  de  coordonnées  par  les  snr-^ 
fiices,  puisque  je  suppose  que  a  et  &  ne  s'annulent  pas  à 
la  fois,  démontre  que  les  surfaces  représentées  par  Té* 
quation  proposée  sont  toujours  des  cônes  réels  ou  des 
plans  réels  qui  se  coupent. 

Pour  déterminer  la  nature  des  sections,  je  coupe  les 
surfaces  par  un  plan  Ix-h  my + /»  z  =  o.  Je  puis  prendre 
le  plan  passant  par  Torigine,  puisque,  pour  des  plans 
parallèles,  on  a  des  sections  homothétiques.  La  projec- 
tion sur  le  plan  des  zy  de  Tintersection  sera 

— /^(/wr -*-«»)= o, 

ou 

-*-j^«{2iiïi/i  -I-  «/» — Ihm  —  nï)  =  o. 

Cette  équation  homogène  ne  peut  représenter  que  des 
points,  des  droites  qui  se  coupent  ou  des  droites  confon- 
dues; les  sections  peuvent  donc  être  des  ellipses,  des 
hyperboles  ou  des  paraboles.  Suivant  que  la  quantité 
(âïmn+a/* — Ihm — nlf — 4  (é/n*-f-aZ* — /m)  (Jn* — é//i) 
sera  négative,  positive  ou  nulle,  la  courbe  d'intersection 
sera  du  genre  ellipse,  hyperbole  ou  parabole. 

On  peut  vérifier  que,  quand  on  a  soit  a=o,  soit  &=o, 
soit  a  -f-  &  =  I ,  cette  quantité  ne  peut  être  que  positive 
ou  nulle. 

Pour  voir  s'il  y  a  des  sections  circulaires,  je  coupe  par 
une  sphère  x*H-  jr^H-  -g*  =  o,  et  je  forme  l'équation  des 
surfaces  passant  par  l'intersection  de  cette  sphère  et  des 
surfaces  représentées  par  l'équation  proposée.  Cette  équa- 
tion est 

j 'exprime  que  cette  équation  représente  deux  plans  qui 
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BC  coupent,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  centres 
en  ligne  droite.  Je  vais  donc  égaler  à  zéro  le  déterminant 
des  équations  du  centre,  qui  sont 

x-l-2(«  -4-  \)x  -^  az  =  o, 
bx-h  ajr  -i-  2)ls  =o. 

Le  déterminant  égalé  a  zéro  me  donne  l'équation 

je  développe,  et  il  yient 

Cette  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réelles,  dont 
une  correspond  &  deux  plans  réels,  les  deux  autres  à 
des  plans  imaginaires.  On  peut  facilement  vérifier  que, 
dans  l'un  des  trois  cas,  a===o,  i  =  o,  a  +  b  —  i  =  o, 
cela  a  lieu;  car  l'équation  en  X  a  alors  une  racine  nulle, 
ce  qui  indique  que  les  plans  cherchés  sont  précisément 
l'ensemble  des  plans  représentés  par  Téquation  propo- 
sée. Les  deux  autres  racines  sont  réelles  et  ont  pour 

expression  A  = ^ •  Pour  véri- 
fier que,  dans  le  cas  général,  celte  équation  a  trois  racines 
réelles,  il  suffit  d'exprimer  que  la  plus  grande  des  racines 
de  la  dérivée  et  +  oo  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires^  car,  en  cherchant  les  racines  de  la  dérivée, 
on  voit  qu'elles  sont  toujours  réelles  et  qu'elles  sont 
représentées  par                                 • 


4(g-f-^)div/i6lfl4-/>)'— I2(4a6>~^'-~a'  — 1)^ 


L'infini  donnant  le  signe  +,  il  suffit  d'exprimer  que 
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1  .=  2i 1 — 5l —  donne  le  signe  —  j  en  effectnant  les 

réductions,  on  arrive  à  une  condition  toujours  remplie. 
Pour  reconnaître  si  les  surfaces  sontde  rëvolution ,  je  vais 

voir  si  les  conditions  A 1^—  =  A' ^7-  =:A" ^^j-  9 

D  D  O 

qui  indiquent  que  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  sont  de  révolution,  peuvent 
être  satisfaites.  On  suppose,  toutefois,  chacune  des  quan- 

tités  A —  =  ..,^0.  Je  chercherai  directement  ce 

qui  arrive  dans  le  cas  où  ces  quantités  seraient  nulles. 
Ces  conditions  deviennent 

,  b    a   ab 

On  aura,  en  supposant  a  et  6  ^  o  des  surfaces  de  révo- 
lution, quand  a  sera  égal  à  & ,  et,  de  plus,  a = \ 

le  plan  bissecteur  des  (jz^  zx)  est  alors  un  pian  de  sy- 
métrie. 

Si,  maintenant,  l'une  des  quantités  a  ou  &  est  nulle, 
on  ne  peut  pas  avoir  de  surfaces  de  révolution;  car  on 
sait  que,  lorsque,  dans  une  équation  du  second  degré, 
un  seul  rectangle  manque,  celle-ci  ne  peut  représenter 
une  surface  de  révolution. 

Eni^eloppe  dans  le  cas  oà  ab  est  constant.  —  Je 

k 
remplace  b  par  -  dans  l'équation  (i),  qui  devient 

L'équation  dérivée  étant 

(3)  2ii7»-|-  2<f/2  + j:^  =ro, 
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j'ai  à  éliminer' a  entre  ces  deux  équations;  de  Péqua- 
tion  (3)  je  tire 


et,  reportant  dans  l'équation  (2),  il  yient,  pour  Téquation 
de  Tenyeloppe, 

4 A- «'(7  -f-  »)*—  3c^y  (r  -*-  *)  +  4*^*(/  "^  «)'==  o. 

Je  divise  le  premier  membre  par  ar(j^-t-2)  =  o,  ce  qui 
supprime  les  solutions  a:=:o,^-f-z=o,  etil  reste 

4A-X  (r -4- «)  — -sçr + 4^«  (r  "^  »)  =  o, 

équation  du  second  degré  qui  représente  une  surface* 
rapportée  à  son  centre,  qui  est  aussi  un  point  de  la  sur- 
face. Les  équations  du  centre  sont 

^(4*  — i)-4-4*»==o» 
X  (4^  —  i)  H-  4^*  =  o» 

hx  -H  ky  -|-2Â«=:0. 

Ces  équations  ne  peuvent  se  réduire  à  deux  que  si  Ton  a 

A- =  -7,     ou    A==o; 
4 

donc,  dans  tous  les  autres  cas,  l'équation  trouvée  pour 
l'enveloppe  représente  un  cône  :  ce  cône  est  alors  toujours 
réel,  ce  que  Ton  peut  vérifier  facilement  sur  l'équation, 
au  moyen  de  sections  par  les  plans  de  coordonnées. 


Question  986 

(  TOf r  a*  série,  I.  IX,  p.  UA  ); 

Paa  m.  h.  lez. 


Étant  donnés,  sur  Vovale  de  Cassini  dont  les  foyers 
sont  f  et  gy  deux  points  a  et  b^  désignons  par  a  et  ^  les 
points  où  les  normales  en  a  et  b  coupent  Vaxe  de  la 
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courbe  qui  renferme  les  foyers,  et  par  i  h  point  où  cet 
axe  est  coupé  par  la  perpendiculaire  éleuée  sur  le  milieu 
du  segment  ab  y  démontrer  la  relation 

j ji__  I        I 

ip       ia'^  ig       if' 

(Laguerrb.) 

On  sait  que  le  lieu  des  points,  tels  que  le  produit  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes  /,  g  soit  con$tant, 
*est  représenté  par  l'équation 

jr«  ^  a( c>  H-  «»)^a  -f-  a:«  —  2c»ar»  =  «^  —  c<, 

d'où  

et  que,  si  Ton  prend  a*  >  a  c*,  on  obtient  ce  qu'on  ap- 
pelle particulièrement  l'ovale  de  Cassi/ii.  Or  l'équation 
générale  d'une  normale  à  la  courbe  étant 

l'équation  de  la  normale  au  point  a  sera 

et  celle  du  point  b 

En  faisant  jr  =  o,  on  aura  les  abscisses  de  leurs  points 
de  rencontre  avec  l'axe  des  x^  ou 


2c'x^  ^  ac^j/ 


oa  =: 


or"»  +  j*'»  +  iî>     ^*     ^P— ar/i+^J-f-c»' 


de  plus ,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  ab  étant 

7  —  j^ 
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si  Ton  fait  j  =s  o,  on  aura 


ff 


^*== I(^prz7) 

Pour  simplifier  les  calculs,  remplaçant  y*  ely"*  par 
leurs  valeurs  tirées  de  Féquation  générale,  il  vient 

Oa  =  "-r—  ■:       et       on  =  -7=         ^  :» 

V^fl^+  4a'' V  v^û*  4-  4a:'»c» 

et  ___^___ 

'^'^ 2K-X') 

Mais 


2c(jr*—  Jc')  -+-  Ja«+  4c» a?"»--  v/«*+  4<?'x'» 
//  3=  tf  -f-  0/  =  — \  ^ ^ — » 

ac(.r*'  —  ar')  —  ^a*-h  ^c^jt^*  -+-  i/a<-+-  4<?*^' 

par  suite,  après  avoir  réduit  au  même  dénominateur,  on 
trouve 

,        fx*'—  j/ )[—  2  c{x^—  x')  —  \/a*'h^c'x^  -+-  v^/i«-h4<?'«'M 
'/  ^c'x'x''^  a*—  v^a«-f-  4c'x">  v^a«-+- 4c»x'» 

jl_  _  (or''— ar')[— 2c(a?''— ^)—  v^a<+4c^«*'»-h  y/n* -f- 4c>a/»] 
V  ""  4c»«^y  -|-a*-r-  v'«*4-4c»«^*  \/a*  -4-  4c"x'>  ' 

de  même,  on  a 

«{=<>£  —  oa=  ^ ï ;====== — > 

2  (x*"  —  a/ )  va*  +  /^c^x'* 

•ft—    q—    i  —  i^^^'-^  a^—  /<»*■+-  4^*^^'  V^g^+  jc^x'* 
d'où 

«^  "^  4c»j?'x'-»-  a<-.  v^a<-h4c*x^»v^fl*-f-4c««'»* 
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Sous  cette  forme,  on  a  quatre  expressions  fraction- 
naires de  même  dénominateur)  ce  qui  permet  de  voir 
facilement  qu'on  peut  écrire 

Il  II 


4c>x''*'  -i-  rt<  —  y/a*  4-  4c»a:'>  v^a*-4-  4c»x"» 

Remarque,  —  Quand  a*=r  4^*9  on  a  pour  résultat 

c(ar*'j/  -f-  c»—  V'c'  -h  Jr'»  v^c'-f-x">) 


Question  1009 

(TOlr  a*  lérle,  t.  IX,  p.  460); 

Pae  m.  moret-blanc. 

O/ï  donne  une  infinité  de  cercles  tangents  en  un 
même  point;  si  deux  droites  tournent  autour  de  ce 
point,  de  manière  à  faire,  avec  la  ligne  des  centres^ 
des  angles  dont  la  somme  soit  constante,  les  circonfé- 
rences décrites  sur  les  cordes  de  ces  cercles  comme  dia^ 
mètres,  étant  prises  deux  à  deux,  ont  même  axe  radical. 

(Chadu.) 

Supposons  d'abord  que  Tune  des  deux  droites  coïn- 
cide avec  la  ligne  des  centres,  la  seconde  faisant  avec 
celle-ci  un  angle  égal  à  la  somme  donnée.  Soient  OÂ  et 
OB  les  cordes  interceptées  dans  l'une  quelconque  des  cir- 
conférences du  système.  Les  cercles  décrits  sur  OA  et 
OB  comme  diamètres  ont  évidemment  pour  axe  radi- 
cal OB. 

Soient  OA'  et  06  un  autre  couple  de  cordes;  puisque, 

jinn,  de  Maîhémat.^  2*  Bérie,  t.  XII.  (Octobre  1873.)         2g 
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âOÀ'+  A0B'=  AOB,  il  en  résulte 

AOA'=BOB'; 

A'B'  est  parallèle  à  AB;  il  en  est  de  même  de  la  droite 
qni  joint  les  milieux  des  cordes  OA'  et  OB^ 

Donc  les  deux  circonférences  décrites  sur  OA'  et  OB', 
comme  diamètres,  ont  pour  axe  radical^la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  commun  O  sur  la  ligne  AB,  c'est-i- 
dire  la  ligne  OB;  donc,  etc. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard  et  Gallan* 
dreau. 


Question  1001 

(roir  a*  lérlo,  t.  IX,  p.  43z); 

Vjlk  m.  o.  GALLANDREAU. 


a  et  m  étant  des  entiers, 


(<i«-4-  a)  [{a  -4- 1)*-*— n*^*]  m  (a«-f-  a) [(a  -f- 1 )"-'  —  g"-'] 

M  —  I  {m  —  i)  [{a  -h  !)•*—  «*] 

ne  sont  pas  Vun  la  m'*"*  puissance  d*un  entier,  l'autre 
un  entier. 

Je  développe  la  première  expression,  ce  qui  n'offre 
aucune  difficulté;  je  trouve 

m .      m{m  —  a)    ,      m(m  —  a)  (m  —  3)  .  . 

1.2  1.2.3  1.2.3.4 

m  a 


m  —  I  m  —  i 


ce  qui  est  supérieur  à  a**  et  inférieur  à  (a  -+- 1)"*,  les 
termes  de  (a  + 1)*"  étant  respectivement  plus  grands  que 
les  correspondants  de  la  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
première  expression  n'est  pas  la  m'^"'  puissance  d'un 
entier. 


(  45i  ) 
Quiant  à  la  seconde  expression,  si  son  nnmératenr  était 
^visible  par  {a  + 1)*" —  a*,  ce  nombre  éUnt  premier 
avec  a  et  a  +  i»  avec  (a-hi)""*  —  a"~*,  car  nn  fac- 
teur de  (a  + 1)** —  a"  qui  diviserait  [a  + 1)""*  —  a"^* 
devrait  diviser  {a -h  i  )  [  ( «  -h  i  )"•"*  —  a*""*  ]  ou 
(fl  +  i)"*— a"* — a"-*,  par  suite  a  et  enfin  (a  +  i),  ce 
qui  est  impossible,  ce  nombre,  dîs-je,  devrait  dîviserm; 
mais  m  est  toujours  plus  petit.  Donc,  etc. 

Note.  —  La  mâme  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc. 


Quesiion  1006 

(TOtr  a*  lérle,  t.  IX,  p.  43a); 

Pa&  m.  moret-blanc. 

Voire  de  la  courbe,  lieu  du  centre  d^une  ellipse  gui 
roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe,  est  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  aires  des  cercles  décrits  sur  les 
axes  comme  diamètres.  (H.  Brocaru.) 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  abscisses  de  la 
courbe  lieu  des  centres,  et,  pour  position  initiale  de  l'el- 
lipse, celle  où  le  point  de  contact  est  k  Textrémité  du 
demi-petit  axe  OB. 

Soient 

l'équation  de  l'ellipse  rapportée  k  son  centre  et  à  ses 
axes^  M  un  point  de  la  courbe  pris  dans  le  premier 

quart,  à  partir  de  B;  5  l'arc  BM*,  OP  =  p  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  M ,  et 
Tangle  BOM  =  9. 

Appelons  encore  e  l'excentricité  de  l'ellipse,  ^  et  y]  les 
coordonnées  de  la  courbe  lieu  des  centres,  l'origine 
étant  en  B,  et  A  Paire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe 

^9* 


(45«) 
des  I  et  les  deux  ordonnées  extrêmes,  qoand  Tellipse 
fait  un  demi-tour. 

Ona 

dk  =  nd^f 

Ç  =  *  — PM,     di—dS'-dPUf    ^  =  p, 
«  =  asinf,     y  =  ^  cos^  =za^i  —  é*  cosf , 

d'où 

ds  =  a  ^i  —  e^sin^fdf. 


a^b^        ab  a^i  —  è*' 

PM  =  r*^  p^zrza^e* V    .  7^ 

I  —  tf'sin'f 

_„  ,    sinvcosv 

PM  =  a<î» ^  .  ;   » 

I  —  tf^sm'^ 

zrra^Ji  —  e'  (tf»sin'«H '  ~"  .  ,    ]  ^  =  ^A, 

^  \  ^       i  — <?*sm»f/    ^ 

Dans  celte  dernière  intégration)  on  peut  remplacer 
sin*f  par  cos'f  ;  car,  entre  o  et  f ,  sincp  et  cosf  passent, 
en  sens  inverse,  par  les  mêmes  valeurs, 

J    I  —  ^COS^f  2J     I  +  tfCOSf  2J     I  —  ffCOSf 


(453). 
Or 


/df  I  e-f 
^ =  -==  arc  cos 
I+6COS7       s/i  —  è*             i  — 


-|-CO»f 

e cosf ' 


/î^ 


-2 s'en  déduit  en  chaogant  e  en  —  e  :  donc 


co»ç  —  e 
arc  cos 


^i^e^  i-f-^cosf 

Ces  intégrales,  prises  entre  zéro  et  -9  se  réduisent  à 

arccostf    et     --==arccos( — e); 


Vi  — ^  v^'ï  — •* 


donc 


f'f      rfy        ^       rfy       \ 

Jjj       \l-4-tfCOSf  I — tfCOSf/ 


[arc  cose  4-  arccos(—  «)]  ==  » 


et 

2  2^  '4 

^  '         2  '  2     II 

Cette  aire  serait  égale  à  celle  de  i' énoncé  si,  dans  le 
second  terme,  ne  se  trouvait  pas  le  facteur  ^i  —  c*  =  -  *, 
on  voit  qu'elle  est  un  peu  plus  petite  que  l'aire  indiquée. 

Note.  —  La  même  question  a  éU  résolue  par  M.  A*  Morel. 


(454) 

Question  1011 

(  TOir  a*  térto,  t.  IX i  p.  4fo)  ; 

Pa&  m.  0.  GALLANDREÀU. 

On  donne  un  tétraèdre  conjugué  à  une  surface  du 
second  degré.  Si  Von  désigne  par  I  Vindice  du  centre 
d^une  sphère  inscrite  au  tétraèdre  (par  rapport  à  la 
surface)  et  parK  le  rajron  de  cette  sphère,  l'expression 

fTi^la  même  valeur  pour  toutes  les  sphères  inscrites. 

(H.  Fauu.) 
Soit 

A,.,  «î  -f-  A,^  x]  -h  A,,3  «î  -f-  A4.4  «î  =  o 

rëquationde  la  surface  rapportée  au  tétraèdre  conjugué^ 
l'indice  du  centre  de  la  sphère  sera  (2®  série,  t.  ES, 
p.  38) 

les  a  représentant  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère, 
les  |3  celles  du  centre  de  la  surface.  Les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  sont 

R,    R,    R,    R; 

substituant  et  divisant  par  R*,  on  obtient,  pour  Texpres- 

sion  de  —  » 

2^ A|,i  ■;-  Aa,a  -f-  Aa,s  "*"  A4,4 

Les  indices  des  sommets  du  tétraèdre  sont  respectivement 
égaux  à 

,_      AijAf  A,,a  hl  A,,,  /*;  A4,4^î 

'^'"m'  "^''TîJT'  '—""TW'  ^"""TW* 


(  455  ) 
^19  ^19  At9  ^4  désignant  les  distances  des  sommets  i, 
9,  3)  4  AUX  faces  opposées^  ^  devient  par  là 

A?     Aï     ^J     Aï 

^1»  ^S9  ^99  9k  étant  les  distances  da  centre  de  la  surface 
aux  faces  opposées  aux  sommets  i ,  a,  3,  4  (^^  série,  t.  IX, 
p.  3ao), 

•  Al      -  A»  Aj  ht 

1.=--,     I,=  -i;.      1.  =  -^'      ^'  =  -V 

la  somme  cherchée  est  donc  égale  à  la  somme  des  in- 
verses des  indices  des  faces  du  tétraèdre  conjugué.  Or 
cette  somme  est  constante  (a*^  série,  t.  IX,  p.  409); 
donc,  etc. 


Question  995 

(TOlr  a*  •érlo,  t.  IX,  p.  a88); 

FàA  M.  H.  LEZ,  à  Lorrez. 

On  donne  un  triangle  ÂBC  et  une  ellipse  gui  a  pour 
foyers  les  deux  points  B,  C  ;  trouver  le  lieu  des  second 
foyers  des  ellipses  inscrites  au  triangle  ABC  et  dont  un 
foyer  est  sur  V ellipse  donnée.  (LsMOiifE.) 

On  sait  que,  étant  données  trois  tangentes  et  un  foyer  F 
d'une  conique,  on  peut,  en  général,  trouver  l'autre.  Il 
suffit,  pour  cela,  d'abaisser  du  foyer  F  des  perpendicu- 
laires sur  chacune  des  tangentes  et  de  les  prolonger  d'une 
longueur  égale  &  elles-mêmes  \  le  centre  du  cercle  direc- 
teur, passant  par  les  trois  points  ainsi  obtenus^  est  le  se- 
cond foyer  cherché,  et  son  rayon  égale  le  grand  axe  de  la 
conique. 


(456) 

Cette  remarque  faite,  si,  d'un  point  mobile  M  qni  suit 
le  périmètre  de  Tellipse  donnée  ayant  son  centre  en  O, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  cbacun  des  côtés  du 
triangle  AFF'  et  qu'on  les  prolonge  d'une  longueur  égale 
à  elles-mêmes,  le  centre  M'  du  cercle  variable,  passant 
par  les  trois  points  R,  S,  T  ainsi  obtenus,  décrira  la 
courbe  dont  le  lieu  demandé  fait  partie. 

Soient  donc  0F=  OF'=:  c,  m  et  /»  les  coordonnées 
du  sommet  Â  du  triangle  et  /,  d  celles  du  point  M. 

L'équation  de  AF^  sera 

ex -h  njr  —  mx  —  cw  =  o,  \ 

et  celle  de  AF 

ex  —  «/  -H  fnx  —  cm  =  o. 

La  perpendiculaire  MS,  abaissée  du  point  M  sur  AF,  sera 
représentée  par 

de  même  on  aura,  pour  la  perpendiculaire  à  AF', 

iX  —  9)m  =  {e-^  n)  (y  —  x). 

A  Taide  de  ces  équations,  on  trouve,  pour  les  coor- 
données du  point  R'  d'intersection, 

7(/ï-f-  c)*-4-  (/r  -+'c)m9  —  cm* 

m  (ny  H-  cv  -4-  m9  -f-  c/î  -h  c') 
y  = -î ■■ , 

et,  pour  celles  du  point  S', 

y(n  —  c)'4-  {n  —  c)m^-l-cm' 

(n  —  ey  -+-  m*  ' 

m  (ny  —  ey  -^  m9  —  en  -^  c*) 

^  (n  —  cy  -f-  /w*  * 


(457) 
Par  suite,  les  coordonnées  des  points  R  et  S  sont 

("  "*-  ^Y  "+"  '^' 
nmny  -|-a»iC7-f-2c'iw-f-2cm/ï4-m'J  —  ^(/i-Hc)* 

y{n  —  c)'-f-  2(/i  —  c)m8  -^  icnû —  /w*y 

Jf  =  : :: » 

de  plus,  le  coefficient  angulaire  de  TS  est  égal  a 

m^-f-ny  —  cy — c/i -f- c* 

et  celui  de  RS  est 

m  J  -f-  «y  -4-  tfy  -H  c/f  +  c* 

(/i-+-c)^  —  me  —  //<y 

Ayec  ces  données,  on  trouve,  après  réductions  faites, 
que  les  équations  des  perpendiculaires  élevées  sur  le 
milieu  de  TS  et  de  TR  sont 

(i)    {c* —  en  —  cy 4- «y  +  w ^)/  =  (y w  —  me  — 9n-h9e)(x  —  c) 
et 

(2)   (c*-+-c/ï-f-cyH-/iy-|-w  9)  y  =  [y  m -h  me  —  9n  —  9c)[x-hc). 

Ces  perpendiculaires  passent  donc  par  les  foyers  F,  F'; 
leur  rencontre  détermine  le  centre  M' du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  RST. 

Maintenant,pour  avoir  lacourbe  décrite  par  lepoint  M', 
il  suffit  d'éliminer  les  variables  y,  i  entre  l'équation  de 
l'ellipse 

ft»y'  4-  a^S^  =  a^b*     ou     b^y^  -h  {b' -h  c»)  9*  =  b^{b^  4-  c») 

et  les  équations  (i)  et  (a). 


(458) 

Or  celles-^ci  donnent,  en  faisant 

c'  -4-  ««  -H  my  =  A,     mx  —  »/  =  D, 

_      (D-~E)(Ah-B)  +  (Dh-E)(A--B\      ir(AD>-BE) 
^■^    ""(D  — E){A4-B)  — (D-f-E)(A  — B)""    BD  — AE    * 

(D^— E)(Dh-E) _g(D'—E»)^ 

(D  — E)(A4-B)  — (D-hE)(A— B)""  BD  — AE  ' 

par  suite, 

^V(AD—BE)'-4-c»(c»-4-*»)(D'—E*)»— *'(€»-+- i»)(BD—AE)»=o 

ou 

c»(Dh-E)(D— E)[*>(A-+-B)(A— B)-4-(c»-4-*>)(D-4-E)(D— E)] 

—  **(BD  — AE)«=o 

sera  Tëquation  cherchée,  où  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer 
Â,  B,  D,  E  par  leurs  valeurs. 

Elle  est  du  quatrième  degré  \  elle  représente  une  courbe 
composée  de  deux  branches  passant  par  les  foyers  F,  F', 
l'une  qui,  en  s'ouvrant,  s'étend  indéfiniment  au-dessous 
de  Taxe  des  X,  l'autre  qui  se  replie,  se  croise  au  sommet  Â 
et,  en  s'écartant,  s'allonge  indéfiniment.  Inutile  de  dire 
que  le  segment  de  la  première  branche,  compris  dans  le 
triangle  entre  les  foyers  F,  F^  répond  directement  à  la 
question. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  le  foyer  M  suivrait  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine  O  et  pour  rayon  0F=  c, 
l'équation  du  lieu  serait 

c»(  AD  —  BE)*  -+-  c»(D'  —  E»)»  —  c»(BD  —  AE)»  =  o 

ou 

(D-hE)(D-E)[(A-4-B)(A-B)4-(D+E)(D-E)]  =  o. 
Comme  on  le  voit,  elle  se  décompose  en  deux  facteurs, 


I 


(459) 
dont  rim  est  le  produit  des  équations  des  côtés  du  triangle 
et  dont  l'autre  représente  un  cercle  passant  par  les  foyers, 
ou 


Question  1029 

(TOir  a*  térto,  t.  X,  p.  %v»)i 

Par  m.  a.  PELLISSIER. 

Les  extrémités  AetB  éCune  longueur  constante  AB 
se  meuf^ent  sur  les  côtés  d^un  angle  droit  Jixe  AOB  : 
troui^er  Venveloppe  de  la  perpendiculaire  BM  à  ÂB, 
calculer  la  position  des  points  de  rebroussement  et  me- 
ner  les  tangentes  en  ces  points.  (Brocàrd.) 

Soit  9  l'angle  variable  de  la  droite  BM  avec  Taxe  des  x  ^ 
si  Ton  fait  AB  =  /,  cette  droite  a  pour  équation 

y  cosf  —  X  sinç  =  /  cos'f , 
on  encore 

/cos2f  —  2/cosf +  2a;sinf  -f-  /=o. 


Posons  cos(f  +  \J — I  sincp  =?  t\  elle  devient 

''  V  ■*"  ?)  ^  ^^  V  "*"  7/  ""  ^*  V^^  ('  —  7)  -h  a/  =  o, 
ou 

Cette  équation  étant  du  quatrième  degré  en  t^  on  voit 
déjà  que  Tenveloppe  est  une  courbe  de  la  quatrième 
classe,  puisqu'on  pourra,  en  général,  lui  mener  quatre 
tangentes  par  un  point  donné.  D'ailleurs  l'équation  de 


(46o) 

cette  enveloppe  s^obtiendra  en  égalant  k  zëro  le  discri- 
minant du  premier  membre  de  Féquation  considéré 
comme  fonction  de  t'y  mais  on  sait  que,  pour  une  forme 
da  quatrième  deg;ré, 

le  discriminant  A  est  donné  par  la  formule 

A==S»  — 27T», 

où  S  et  T  sont  les  deux  invariants  de  la  forme,  c'est- 
à-dire 

S  =  ae  —  É^bd -i- 3c*, 

abc 
T  =      b     c     d     =  ace  -4-  2  bcd  —  ad*  —  eb^  —  c*. 
c     d    e 

Dans  le  cas  actuel,  nous  avons 

L'équation  de  Tenveloppe  sera  donc 

c'est  donc  une  courbe  du  sixième  ordre.  L'origine  est  un 
point  double,  et,  comme  il  y  a  une  seule  tangente  x  =  o 
en  ce  point,  c'est  un  rebroussement.  On  a  un  rebrousse- 
ment  symétrique  au-dessous  de  O jr. 

Il  y  a  quatre  autres  points  de  rebroussement  à  l'inter- 
section du  cercle 

et  de  l'hyperbole 

i8x'— 97»-f.8/'  =  o. 

On  voit  très-facilement  que  la  courbe  en  ces  points  a 
mêmes  tangentes  que  l'hyperbole. 

Noce.  •—  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-BIanc,  Gambey 
et  Les. 


{46i  ) 

Question  1022. 

(  Toir  a*  ferle,  t.  X ,  p.  19a )  ; 

Pae  m.  a.  PELUSSIER. 

■ 

Démontrer  que,  en  un  point  quelconque  d*une  spi' 
raie  équiangle,  la  conique  osculatrice  est  une  ellipse  et 
que  le  point  de  contact  est  à  V extrémité  de  Vun  des 
diamètres  conjugués  égaux  de  Vellipse,  et  la  tangente 
de  V angle  de  ces  diamètres  est  égale  à  trois  fois  la  tan» 
gente  de  V angle  de  la  spirale. 

(A.  WlTWORTli.) 

1.  Si,  parallèlement  à  la  tangente  d'une  courbe  et  à 
une  distance  infiniment  petite,  on  mène  une  corde,  la 
limite  des  positions  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  con- 
tact au  milieu  de  cette  corde  est  une  ligne  que  M.Transon 
a  nommée  axe  de  déviation  [Journal  de  Liouville,  1 84 1)  • 
Cette  ligne  fait,  en  général,  avec  la  normale  un  angle 
fini  a  (angle  de  déviation)^  dont  la  tangente  trigonomé- 
trique  est  donnée  par  la  formule 

I  ^R 

tang«=:5-, 

où  B.  est  le  rayon  de  courbure  et  s  Tare  de  la  courbe  con- 
sidérée  (P.  Serhet,  Des  Méthodes  en  Géométrie,  p-pS}. 
Lorsque  la  courbe  est  une  conique,  il  est  clair  que 
Taxe  de  déviation  en  un  point  n*est  autre  que  le  diamètre 
qui  passe  par  ce  point. 

2.  Considérons  une  conique  ayant  avec  la  courbe  don- 
née un  contact  du  troisième  ordre;  l'axe  de  déviation 
sera  alors  le  même  pour  les  deux  courbes  au  point  de 
contact;  ce  qu'on  peut  aussi  exprimer  en  disant  que 
toutes  les  coniques  qui  ont  en  ce  point  un  contact  du 
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troisième  prdre  avec  la  courbe  donnée  ont  leurs  centres 
sur  une  ligne  droite  (l'axe  de  déviation).  Si  nous  pre- 
nons sur  la  courbe  un  point  infiniment  voisin  du  pre- 
mier, Taxe  de  déviation  en  ce  point  rencontrera  le  pre- 
mier en  un  point,  et,  à  la  limite,  quand  les  points  voisins 
de  la  courbe  se  confondront,  ce  point  de  rencontre  pourra 
s'appeler  le  centre  de  déviation.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  on  voit  que  c'est  le  centre  de  la  conique 
ayant  avec  la  courbe,  au  point  considéré,  un  contact  du 
quatrième  ordre,  c'est-à-dire  de  la  conique  osctdatrioe. 
Ainsi  la  conique  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe 
de  degré  quelconque  est  déterminée  par  les  conditions 
suivantes  :  elle*  a  son  centre  au  centre  de  déviation  ;  elle 
touche  la  courbe  au  point  donné,  et  elle  a  en  ce  point 
même  courbure. 

3.  L'application  de  ces  principes  au  cas  de  la  spirale 
équiangle  conduit  facilement  i  la  solution  de  la  ques- 
tion. Soit  donc 

l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  polaires  \  par 
des  formules  connues,  on  a 

ds  =  y^i/p*  -4-  p'dfti»  =  I dj», 

_^ds  _^    

^  —  5J^—  Vm'-i-ip,     d'où     dK  =  \Jm^  -ht  dp. 

Par  conséquent, 

I  dK       1 
tang«  =  5- =  511.. 

L'angle  de  déviation  est  donc  constant. 

Prenons  deux  points  M,  M' infiniment  voisins  sur  la 
courbe;  soient  Me,  M'c  les  normales  et  MJ,  M'^  les 
axes  de  déviation  en  ces  points;  si  nous  faisons  passer 
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on  cercle  par  les  points  M,  M^  c,  il  passera  aussi  par  le 
point  dy  puisque  les  angles  <21Vlc,  dWc  sont  égaux  tous 
deux  à  tf.  Cela  sera  encore  vrai  à  la  limite,  quand  le 
point  M'  Tiendra  se  confondre  avec  le  point  M  ;  mais 
alors  celd  deviennent  respectivement  le  centre  de  cour- 
bure G  et  le  centre  de  déviation  D  en  M,  et  le  cercle 
JdM'cd  devient  le  cercle  décrit  sur  le  rayon  de  cour- 
bure M C  comme  diamètre.  Pour  obtenir  le  point  D,  il 
suffira  donc  de  décrire  sur  MC  une  circonférence  et  de 
mener  MD  faisant  avec  MG  l'angle  a;  le  point  de  ren- 
contre D  avec  la  circonférence  sera  le  point  cherché. 

En  résumé,  la  conique  osculatrice  a  son  centre  en  D  ; 
elle  est  tangente  à  MT  (tangente  de  la  spirale),  et  elle  a 
au  point  M  un  rayon  de  courbure  égal  à  MG. 

Abaissons  DP  perpendiculaire  sur  MT;  CD  étant  per- 
pendiculaire sur  MD,  nous  avons  deux  triangles  rectan- 
gles CMD  et  PMD  qui  donnent 

MD  _  CM 
DP  ""MD* 

Appelons  a'  le  diamètre  DM  de  la  conique,  b^  son  con- 
jugué, p  la  perpendiculaire  DP  abaissée  du  centre  sur  la 
tangente  et  R  le  rayon  de  courbure  MC  ;  Tégalité  pré- 
cédente deviendra  alors 

—  =  —     ou    «  *  =/?R. 
p        a 

D'ailleurs,  par  une  propriété  bien  connue,  nous  avons 
aussi 

R=—    ou    *'»  =  i>R. 
P 

On  doit  donc  avoir  a'  =  b',  ce  qui  montre  que  la  conique 
osculatrice  est  une  ellipse  et  que  le  point  de  contact  est 
à  Textrémité  d'un  des  diamètres  conjugués  égaux. 
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Il  reste  à  faire  voir  que  la  tangente  de  l'angle  de  ces 
diamètres  est  égale  à  trois  fois  la  tangente  de  l'angle  de 
la  spirale.  Appelant  V  ce  dernier  angle,  on  a 

d»         I 
tangV  =  p  — r=  — 

X'angle  e  des  diamètres  conjugués  égaux  est  égal  à  Tan- 
gle  DMP  du  diamètre  DM  avec  la  Ungente  MT,  c^est- 
à-dire  qu^il  est  complémentaire  de  Fangle  de  déviation  a. 

Par  suite, 

3 
tangt  =  cota  =  —  • 
"  m 

Donc  enfin 

tangt  =  3  tangY.  c.  q.  p.  o. 


Question  i034 

(TOir  s*  série,  t.  X,  p.  336}  j 

Par   m.   £.    PËLLET. 

On  prend  sur  une  surface  du  second  degré  une  sec- 
tien  plane  quelconque;  cette  courbe  peut  être  prise  pour 
la  focale  d^une  surface  nouy^elle  passant  par  Vune  ou 
Vautre  des  focales  de  la  première.         (Dàrbocx.) 

Ce  théorème  peut  se  généraliser  et  s'énoncer  ainsi  : 

On  prend  sur  une  surface  du  second  degré  une  seC" 
tion  plane  quelconque  ;  cette  courbe  peut  être  prise  pour 
la  focale  d^une  surface  noui^elle  circonscrite  à  une  quel- 
conque des  surfaces  du  second  degré  homofocales  à  la 
première. 

Je  rappellerai  d'abord  quelques  formules.  Soit 

^  a'        o^        c' 

Féqualion  d'une  surface  du  second  degré.  L'équation  du 
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cône  circonscrit  à  cette  surface  et  ayant  pour  sommet  le 
point  Xq,  /o,  g^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


a 


'        A»        c*  y,  \  a^  6*  c»  / 


en  posant 


/.  =  fl  +  ^«  +  !l_,. 

a*        b^        c* 


Si  Ton  rapporte  le  cône  à  ses  axes  principaux  pris  pour 
axes  des  X,  Y,  Z,  cette  équation  deviendra 

StX»4-S,Y»H-S,Z'=o, 
Si,  Si,  Sa  étant  les  racines  de  Téquation 

,  X*  Y^  Z^ 

D'autre  part,  soit h  —■ h  -r i  ==  o. 

où  u  est  un  paramètre  variable,  Téquation  générale  des 
surfaces  bomofocales  à  la  surface  (x).  La  valeur  du  para- 
mètre u  pour  les  surfaces  homofocales  a  (i)  qui  passent 
par  le  point  (x^^,  jTo»  -^o)  ^**  donnée  par  Téquation 

+  TT^ h  ^ 1=0, 


à^ — u        b^ — u       c^ — u 

ou,  en  développant, 

—  xl{b^^c')-Xl{c''ha')-zl{a'^b')]u 
On  voit  immédiatement  que  les  racines  de  Téquation 

Jnn.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XII.  (Octobre  1873.)       3o 
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en  S  sont  les  inyerses  des  racines  de  l'équation  en  ti;  et, 
en  désignant  celles-ci  par  Ui,  u,,  u^,  on  peut  poser 


III 

Si  —  —  9      Sj  =  —  î      Ss  —  —  ' 

U,  «2  «3 


En  outre,  les  équations  de  Taxe  des  X,  dans  le  premier 
système  d'axes  coordonnés,  sont 


*  —  ^9 y  "—  x^ 2  ■""  '© 


et  l'on  aura  les  équations  de  Taxe  des  Y  et  celles  de  Taxe 
des  Z  en  changeant,  dans  celles-ci,  i/^  en  i/f  ou  en  Us. 
Cela  posé,  soient 

,    ,  X^  Y^  Z^ 

(')  ?  +  F  +  ?-'=° 

Téquation  de  la  première  surface, 

.    ,  X*        r'        z* 

^    '  a;        ^,        c; 

l'équation  de  la  seconde  homofocale  à  la  première,  a]^ 
ij,  cj  représentant  a'— u,  i* — ii,  c* — u  respectivement. 
Si  l'on  représente  par  x^^^jr^^  z^  les  coordonnées  du  centre 
de  la  section  plane,  l'équation  de  son  plan  pourra  s'écrire 

(3) r; ; =r  o, 

^    '  a^  b^  c» 

Considérons  les  surfaces  représentées  par  les  équations 


r 
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*î  .  ri  .  ^f 


y©  désignant  toujours  la  quantité  — f  -H  tI  -f*  -5  —  i  •  Elles 

forment  un  système  homotbétique  au  système  des  sur- 
faces (i)  et  (a);  de  plus,  la  surface  (i')  passe  par  le 
point  (oTo,  /09  ''o)>  6t  son  plan  tangent  en  ce  point  est  le 
plan  (3). 

Le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (xo,  /o>  ^0)  et  cir- 
conscrit i  la  surface  (a')  a  pour  équation 


(4) 


«U/o-^O        ^U/o+O        ^?(/a-+-l) 

FoVûî(/.-M)^A;(/;-hi)'^cK/o-*-i)    ;""  ' 


ou 


^•-aî(/.+  iJ^6î(/,+  i)^cî(/.-hiJ       '• 

Si  Ton  rapporte  le  cône  (4)  à  ses  aices  principaux  pris 
pour  axes  des  X,  Y,  Z,  son  équation  devient 

X»       Y*       Z' 

u.     u,     u,       ' 

Uj,  Ut,  Uf  étant  les  racines  de  l'équation 


Si  Ton  ajoute  aux  premiers  membres  des  équations  (1') 
et  (2')  la  quantité  7: hi,  les  nouvelles  équations 

représenteront  les  surfaces  (1)  et  (2).  Si  Ton  ajoute  la 
même  quantité  au  premier  membre  de  l'équation  (4)»  on 
obtient  la  surface 

3o» 
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qui  a  pour  équation,  dans  le  système  des  X,  T,  Z, 

U,       U,       Us       A  -t- 1 

Cette  surface,  d'après  Téquation  (5),  est  circonscrite  a  la 
surface  (i),  et  la  courbe  de  contact  est  située  dans  le  plan 

—  I  =r  O. 


Deux  des  axes  des  X,  Y,  Z  sont  dirigés  suivant  les  axes  de 
la  conique  intersection  de  la  surface  (i)  avec  le  plan  (3). 
Nous  les  prendrons  pour  axes  des  X  et  des  Y.  Le  plan  (3) 
a  alors  pour  équation,  dans  le  second  système  d'axes 
coordonnés, 

(3')  Zr=o. 

De  plus,  il  est  clair  que  la  racine  Us  de  l'équation  en  U 
est  égale  à  — w(y*o4-i),  puisque  la  surface  qui  corres- 
pond à  cette  racine  est  la  surface  (i'). 
L'équation  (5')  peut  s'écrire 


H ::: 1 1: I  =  O. 


—  U.  7A-.         _U,  -r^         -U,      -^^ 


/o-*-I  /•-+-!  /«H-I 

La  conique  focale  de  la  surface  qu'elle  représente,  située 
dans  le  plan  Zr=ro,  qui  est  le  plan  (3),  a  donc  pour 
équation 

X*  Y* 

(a)    -: 1 -: ï  =  o  avec  Z=o. 

(U,-U.)/!-      (U.-U.);4t 
y 0  ~î-  '  y»  ■+- 1 

Je  dis  que  cette  conique  coïncide  avec  l'intersection 
de  la  surface  (i)  avec  le  plan  (3).  D'abord  les  axes  ont 
même  direction;  il  suffit  donc  de  démontrer  qu'ils  sont 
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^aux  en  grandeur.  A  cet  effet,  posons 

U^  et  U,  sont  les  racines,  autres  que  zéro,  de  l'équation 

fl ^ .îJ ^ Û ,::=o, 


a'{/o-ht)-^V'       6^(/.H-i)-hU'       c»(/,-hi)-hU' 

que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  Téquation  en  U, 
U  par  Us  — U'  =  — tt(/o-hi)— U',  c'est-à-dire  les 
racines  de  l'équation 


7>'  r'  «> 


a»  b*  c» 

=  0, 


«'{/•-^-O-hU'     ^V.-^-0-^-u'     c>(/.-m)-+-u' 

On  voit  donc  que 

sont  les  carrés  des  axes  de  la  conique  intersection  de  la 
surface  (1)  par  le  plan 

i^)  -^ -^  "F"  + -^  =  "' 

parallèle  au  plan  (3).  Les  plans  (3)  et  (6)  donnent  pour 
intersection,  avec  la  surface  (i),  des  coniques  homothé- 
tiques,  et  le  carré  du  rapport  d'homothétie,  facile  à  cal- 
culer, est  — fo^  de  sorte  que  les  axes  de  la  conique, 
intersection  de  (i)  et  (3),  sont 


Cette  conique  coïncide  donc  avec  celle  représentée  par 
les  équations  (a).  c.  q.  f.  d. 

En  faisant  tendre  u  vers  l'une  des  quantités  a',  &*,  c*, 
on  a  la  proposition  de  M.  Darboux. 
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Question  1057 

(foir  a*  série,  t.  XI,  p.  95); 

Par  m.   t.  DOUCET, 

Professeur  au  lycée  de  Lyon. 

En  un  point  M  d^un  tore,  on  mène  une  droite  MT, 
située  dans  le  plan  tangent.  Soient  a  et  b  les  points  où 
cette  droite  coupe  la  surface^  menons  les  deux  sphères 
quiy  passant  par  M,  touchent  la  surface  aux  points  a 
et  h  \  désignons  par  cl  et  ^  les  centres  de  ces  sphères  et 
par  I  le  point  milieu  du  segment  a|3. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  M,  nous  menons  une  droite 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  point  I  au  centre  du 
iore,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double, 
le  point  extrême  de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure 
de  la  section  faite  dans  le  tore  par  le  plan  normal 
passant  par  MT.  (Làgueeee.) 

Soient  O  le  centre  du  tore  ;  A  celui  de  la  circonférence 
méridienne,  à  laquelle  appartient  le  point  M  ;  N  Tinter- 
section  de  la  droite  AM  et  de  Taxe  de  révolution.  Les 
points  A  et  N  sont  les  centres  de  courbure  des  sections 
principales  du  tore  en  M. 

Posons  MA  =  Rj  OA  =  a,  MO  A  =  X.  Les  rayons  de 
courbure  principaux,  dont  les  directions  sont  opposées 
pour  tout  point  de  la  nappe  intérieure  du  tore,  sont  R  et 

cosX 

Si  Ton  désigne  par  o)  l'inclinaison  de  MT  sur  la  tan- 
gente en  M  au  parallèle  de  ce  point  et  par  p  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale,  dont  le  plan  est  conduit 
suivant  MT,  on  a,  d'après  le  théorème  d'Euler, 

I  sin'»  cos*w 

— r —  tl 

cosX 
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d'où 

.  .  _  R(g  — Rcos>)  _ 

^  ^^  asin^w  — RcosX' 

la  direction  positive  est  MA . 

Rapportons  le  tore  à  trois  axes  rectangulaires  OX, 
OY,  OZ,  en  prenant  pour  OZ  Taxe  de  révolution  et  pour 
plan  des  ZT  le  méridien  du  point  M.  L^équation  de  la 
surface  sera 

(2)      (X>  H-  Y'-+-  Z^-f-  û»  —  R»)^—  4fl»(X»  -f-T»)  =  G- 

Pour  la  rapporter  à  un  autre  système  rectangulaire  M^t*, 
M^^,  Mzy  en  prenant  pour  Mz  la  normale  en  M  et 
conservant  pour  plan  des  zy  le  méridien  de  ce  point, 
on  a  les  formules  de  transformation 

Y  =  a  -+-rsinX-— (zH-R)cosX, 
Z  =  j  cosX  —  (2  +  R)  sin>. 

Faisons  z  =  o  dans  ces  expressions  de  X,  Y  et  Z,  et 
substituons-les  dans  l'équation  (a),  nous  aurons  la  sec- 
tion du  tore  par  son  plan  tangent.  L'équation  polaire, 
rapportée  au  pôle  M  et  à  la  tangente  au  parallèle  prise 
pour  axe,  sera 

(4)     '"*  -♦-4^''sin«sin>  ••\-  ^a(a  sin*«  —  Rcos>)  =  o. 

Les  deux  racines  ri  et  r,  de  cette  équation,  pour  la  valeur 
de  Cl)  qui  convient  à  MT,  correspondent  aux  points  a  et 
bj  où  cette  tangente  coupe  le  tore. 

L'équation  d'une  sphère,  passant  par  le  point  M  et 
rapportée  au  second  système  d'axes,  est 

«*  -f-  7*  -h  s* —  2mix  —  2/1»  j  —  2/>i«  =0, 
mi,  /11,  pi  désignant  les  coordonnées  de  son  centre  a.  Si 
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Ton  écrit  qu'elle  passe  aussi  au  point  a,  on  a 

a* 

(5)  ~  =/iriCos» -I- «I  sîn». 

Exprimons  maintenant  que  le  point  a  est  situé  sur  la 
normale  en  a,  à  la  surface  du  tore. 

Par  rapport  aux  premiers  axes,  la  normale  en  un  point 
X',  Y',  TJ  a  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  on  a 
posé,  pour  abréger, 

X'>  -+.  Y'*  -I-  z'»—  a»—  R»  =  ^», 

X— X^  —  Y— Y^  __        r'        Z  —  r 

X'       —      Y'      "~r'-+-2a'      r 

Si  l'on  élimine  z  entre  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (3),  on  a 

(6)  Ysin> -♦- Zcos>=:flsinX  + /. 

Pour  le  point  a,  appartenant  à  la  normale,  on  a,  d'après 
les  équations  de  cette  droite, 

Faisons,  dans  ces  valeurs  de  Y  el  de  Z, 

X  =  uti,     X'  =  Ti  cosm, 

Y'  =  a  +  Ti  sioM  sinX  —  R  cosX|     TI  =  Ti  sinw  cosX  +  R  sinX, 

r*  =  rj  -4-  2a  {ri  sina>  sinX  —  R  cosX), 

et  substituons,  dans  l'équation  (6),  où  il  faut  faire,  en 
outre,  yzzsrii.  L'équation  obtenue,  combinée  avec  (5), 
donne 

RcoswcosX 

-—-4-  sm«»smX 
2a 
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on  aurait  de  même,  pour  Yx  du  point  |3, 

R  cosw  cos> 


1/1,= 


T 

—  -I-  sin&)siDX 
2a 


On  voit,  en  se  reportant  à  Tëquation  (4)>  que  la  somme 
des  dénominateurs  est  nulle;  donc 


/II,  H-  m,  =  o. 


L'équation  (5)  en  r^^  m^y  /i^,  ajoutée  à  Téquation  ana 
logue  en  Ts,  ms,  fi„  donne 


/li  -4-  /l 


-  = —  asmk 


X         Y 

Ijiniin,  à  Téquation  -y  =  —?  que  fournit  la  normale 

et  qui  a  lieu  entre  ntu  n^^  p^^  ajoutons  Téquation  ana* 
logue  entre  m,,  /ij,  pa,  en  ayant  soin  de  remplacer 
/iii-hmi  et  /îi-f-Hj  par  o  et  —  aasinX,  nous  obtenons 

Pi -- Pi  ^       ^        R(a  — RcosX) 

^ ^=  a  cosX  —  R  H ^- r  ; 

2  Asm'w  —  RcosA 

ainsi  les  coordonnées  m,  /z  et  p  du  point  I,  si  Ton  tient 
compte  pour  la  dernière  de  Téquation  (i),  sont 

m  =  o, 

n  =z  —  a  sîn>, 

p  =  a  cosX  —  R  +  -  • 

La  première  montre  que  le  point  I  est  dans  le  méridien 
du  point  M  \  la  deuxième,  que  la  droite  10  est  parallèle  à 

la  normale  MA  ;  la  troisième  que  10  et  ^  sont  deux  lignes 

égales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 
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Question  1031 

(TOir  a*  rtrie,  t.  X,  p.  33s  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Troui^er  les  conditions  pour  que  les  deux  plus  courtes 
distances  entre  les  côtés  opposés  d^un  quadrilatère 
gauche  se  coupent*  (A.  M.) 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  gauche  donné,  EF,  GH 
les  plus  courtes  distances  des  droites  AB,  CD  et  AD,  BC, 
lesquelles  se  coupent  en  O.  Les  droites  EH,  GF  étant, 
par  hypothèse,  dans  un  même  plan,  se  rencontreront  en 
un  point  I  qui  appartient  au  plan  ABC  et  au  plan  ADF, 
et,  par  suite,  à  leur  intersection  AC. 

Cela  posé,  les  triangles  ABC  et  ADC,  coupés  respec- 
tivement par  les  droites  EH,  GF,  donnent,  par  le  théo- 
rème des  transversales, 

AE.BH.CI  — AI.BE.CH, 
AI.CF.DG=:AG.CI.DF, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  supprimant 
les  facteurs  communs  aux  deux  membres, 

(i)  AE.BH.CF.DG=rAG.BE.CH.DF, 

c'est-à-dire  que  le  produit  de  quatre  segments  non  con- 
sécutifs doit  être  égal  au  produit  des  quatre  autres. 

Cette  condition  est  nécessaire;  je  dis  de  plus  qu'elle 
est  suffisante. 

En  effet,  la  relation  (i)  étant  donnée,  supposons  que 
les  droites  EF,  GH  ne  se  coupent  pas.  On  pourrait  mener, 
par  le  point  £,  une  droite  EF'  s' appuyant  sur  les  droites 
CH  et  CD,  et  l'on  aurait 

(a)  AJE.BH.CF'.DG  =  AG.BE.CH.DF'. 
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Divisant  membre  à  membre  les  relations  (i)  et  (a),  on 

aurait 

CF  __  DF  CF_  CF' 

CF'  "^  DF'  '     ^"     DF  ■"  DF'  * 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  le  point  F'  ne  se  con- 
fonde avec  le  point  F.  Donc  les  droites  EF  et  GH  se 
coupent. 

Question  1067 

(  TOlr  X*  série,  t.  XI ,  p.  143  )  ; 

Pae  m.  gambet. 

Paimi  toutes  les  ellipses^qui  passent  par  quatre  points, 
tromper  celle  dont  Vaire  est  minimum. 

(T.    DOUGET.) 

Soient  AA^  BB'  les  droites  qui  joignent,  deux  à  deux, 

les  points  donnés,  et  O  leur  point  d'intersection. 

Posons 

OA  =>, 

OA'^^  V 

OB  rzr  p, 

et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  ces  droites  elles- 
mêmes. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  quatre 
points  donnés  est  alors 

h  étant  une  indéterminée. 

Les  axes  sont  généralement  obliques  et  font  entre  eux 
un  augle  donné  d.  Passons  aux  axes  rectangulaires  en 
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conservant  l'ancien  axe  des  x.  Nous  savons  que,  si  Té- 
quation  générale  est  représentée  par 

ax^  -4-  2,hxjr  H-  bjr^  -*-  2ga:  -h  if  y  -h  c  =  o, 

la  quantité  — .         ne  change  pas  par  la  transformation. 

De  plus,  si  Péquation  de  la  conique,  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  est 

Mx»  -i-  Nj^»  4-  F  =  o, 
on  sait  aussi  que  l'on  a  toujours 


sin'9 


=  4MN. 


Or,  comme  la  conique  doit  être  une  ellipse,  on  aura  aussi 
toujours  MN  ]>  o,  tant  que  h}  sera  plus  petit  que  ab. 

Enfin,  l'aire  de  l'ellipse  étant  inversement  proportion- 
nelle  à  la  racine  carrée  du  produit  MN,  il  suffit  d'étudier 
la  variation  de  ce  produit  pour  en  conclure  celle  de  l'aire. 

Remplaçons  aetb  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

sm'G 

Le  minimum  de  Taire  correspond  au  maximum  de  MN. 
Or  ce  maximum  a  lieu  pour  A  =  o. 

L'équation  de  l'ellipse  demandée  est  donc 

Remarque.  — Si  l'on  avait  XX'j:jifji'=  A',  le  produit  MN 
étant  nul,  Taire  serait  infinie.  En  effets  Tellipse  est  de- 
venue alors  une  parabole. 
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Question  ^^^^ 

{  Tolr  a*  série,  t.  XII ,  p.  rgi  )  ; 

Pae  m.  moret-blang. 

On  sait  que  si  a^  est  une  valeur  approchée  de  ^, 

I  /      .    /i\  I  /      ,   »\  I  /  «\ 

«t  =  -  I  «I  H )»    tf,  =  -  f  fla  H 1 9    «4  =1=  -  I  fl.  H I  »  .  •  • 

2\  «•/  2\  «a/  2\  «3/ 

seront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  ^. 
On  sait  aussi  que 


SJa]  -^  rz=r  Oi  4- 


a<7i 


sa. 


Or  -flf.  Wœpche  a  démontré  que,  si  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  on  s^ arrête  au  troisième  quO" 
tient  incomplet,  on  aura  a^. 

On  demande  à  quels  quotients  incomplets  il  faudra 
s'arrêter  dans  le  second  membre  de  cette  même  équa» 
lion  pour  auoir 

^iy      ^49      ^i»  •  •  •  » 

OU  bien  de  quelle  manière  on  peut  démontrer  que  les 

valeurs 

^39     ^o     ^»>  •  • . 

ne  sont  pas  comprises  dans  V expression 


as 


2a,  H I 


(BàLTHÀZÀR    BOVCOMPAGNI.) 


Remarquons  d'abord  que,  a^  étant  approché  par  dé- 
faut, aty  As,  «4, ...  seront  des  valeurs  approchées  par 
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excès,    puisque   la   moyenne    arithmétique    de    deux 

nombres  a„,  —  est  plus  grande  que  leur  moyenne  géo- 

métrique  s]n\  et^,  comme  chacune  de  ces  valeurs  est 
moindre  que  la  précédente,  elles  convergent  vers  ^. 
On  a,  d'après  la  loi  de  formation. 


û«  = 


2am^t 


R» 

ou,  en  posant  a-  =  — ^> 

Exprimant  a,,  ^3,  •  • .  en  fonction  de  at  et  de  r,  on  a 

_  laSof  -4-  256aJrH-  iSoaJr'-f- Saaîr' -4- r' 
^*  laSflJ  -f-  192^;  r  -h  bofl^  r*  -+-  8tf,  r» 

(128a;  4- 256a; r  4-  i6o£i;r»-h32flîr»-hr«)» 

__        4-(g?  +  r)(i28a;  4-  igaa^r  +  Soafr'-f- 8ifi  r>)" 

^*"~         2(i28û;-h256fljr-f-  i6oafr»-h32aîr»+r*)         ' 
X(i28«J  -+-  r92aîr-i-8oû;r'-h  8a,  r») 

Ces  fractions  sont  irréductibles  si  ai  et  r  sont  premiers 
entre  eux;  si  ces  deux  nombres  ont  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  d^  les  deux  termes  de  a»  seront  divisibles 
pard!'""'. 

Formons  maintenant  les  réduites  successives  de  la 

fraction  continue.  Les  deux  premières  étant  -  et  -^9  une 

réduite  de  rang  quelconque  se  forme  en  multipliant  res- 
pectivement les  deux  termes  de  la  réduite  précédente 
par  2â|  et  ajoutant  ceux  de  la  réduite  antéprécédente 
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multipliés  par  r.  On  obtient  ainsi  les  réduites 

o'       i'  2a,      '  ^a\-^r    *  Sa} -h  4^1  r      ' 

i6a*-^  ^Qg^r-hSgt /•'        S'i^î  H-  48flî  r  H-  iSflJ r»  4-  H 

64^? -^  Il2a}r' -h  56flîr*  H- 7^,  r* 
64aî  -h8ofl}r4-24«;r»-f-r»       ' 

I28aj  -h  256a*  r-4-  i6oaîr'-4-  32ûîr»-+-  r* 
128a J  H-  192a Jr-f-  8oaîr»-|-8a,  r»         ' 

On  voit  que  la  cinquième  réduite  est  égale  à  a^,  la  neu- 
yième  à  a^. 

Si  Ton  désigne  ces  fractions  successives  par  -^^  —9 

P, 

— ?•  •  •>  on  a 

P.  Pa  P«  p. 

"'=r  ^^"q/  ^'^q:'  "^"oi* 

p  p 

Toutes  les  fractions  775  ttv  •  •  sont  irréductibles,  si  a^ 

et  r  sont  premiers  entre  eux  \  si  ces  nombres  ont  pour 

P 
plus  grand  commun  diviseur  d^  les  deux  termes  de  j^ 

sont  divisibles  par  J""'.  Toutes  ces  fractions  satisfont 
d'ailleurs  à  la  condition 

Pi- «QS.=  (- r)- =  (  Pî  - /iQÎ  )-. 

On  peut  vérifier,  sur  toutes  les  réduites  formées,  que 
l'on  a  _ 

j   P«-v/^Q«=(P'-V''Qi)''> 

(a)  I  et,  par  suite, 

P«+  V^Q«=  (P.+  V^QiT- 
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On  peut  donc,  dans  chaque  déyeloppement,  égaler  se- 
parement  les  parties  rationnelles  et  les  parties  irration- 
nelles. Cette  loi  subsistant  pour  les  réduites  déjà  for- 
mées, il  n'est  pas  douteux  qu'elle  ne  subsiste  aussi  poar 
les  autres,  puisque  la  loi  de  formation  reste  la  môme  (*) . 

Or  des  deux  relations 

P.— V^^Q-^fP.-V^Q.)" 
et 

on  lire 

P«-  V^Q2m  =  (P«— v/^Q«.V, 

d^où,  en  égalant  séparément  les  parties  rationnelles  et 
les  parties  irrationnelles, 


p« 

;— 

P' 

-4-/2 

Q^n, 

Q>« 

2P-.Q-., 

Pj, 

P* 

-h/?Q?„ 

Q,- 

2 

P«( 

î« 

La  réduite  -^  se  déduit  donc  de  -^î  d'après  la  même 

loi  qu'un  terme  de  la  suite  a,,  ^3, . . .  se  déduit  du  pré- 
cédent ;  donc,  puisqu'on  a 

"'=q:'  ^^^ô;'  "•^q;' 


<7«  = 


on  aura,  en  général, 

P^-i 

— — «•—  • 

(♦)  On  peut  d'ailleurs  vérifier  qu'en  exprimant  P^_,,  P„_,,  P«  et 
Qm-tt  Qm-i»  Qm  ^D  foDCtion  de  «i  et  r  au  moyen  de  Tane  des  for- 
mules (fl),  où  Pj  =  a,,  Q,  =  I,  et  ayant  égard  à  la  relation  n  =  a]-i-  r, 
les  formules 

Pm  =  ««,Pm-, -*-'•?«-,    et    Q«  =  aa,Q^_,-t-rQ.., 

se  réduisent  à  des  identités;  donc  les  formules  (a)  sont  générales. 
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SDR  OlIKLOlilS  PROPRIÉTÉS  fiÉOMÉTRIOVES  DU  DÉPLAGBIBNT 
D'UNE  FIfiDRB  PLANE  DANS  SON  PLAN; 

Par  m.  V.  UGUINE,  ' 

Professeur  à  rUniversité  d'Odessa. 


Le  théorème  qui  sert  de  base  à  toute  la  théorie  géomé- 
trique du  mouvement  d^une  figure  plane,  invariable  dans 
son  plan,  est  celui-ci  : 

Quand  une  figure  plane  im^ariable  se  déplace  d^une 
manière  quelconque  dans  son  plan,  il  existe  toujours 
dans  ce  plan  un  point  qui,  étant  considéré  comme  lié 
invariablement  à  la  figure  mobile,  reste  fixe  pendant 
le  déplacement  de  la  figure,  de  manière  que  tout  dé- 
placement  d^une  figure  plane,  invariable  dans  son 
plan,  peut  être  produit  par  une  simple  rotation  de  la 
figure  autour  de  ce  point. 

Ce  théorème,  connu  déjà  par  Descartes  et  Jean  Ber- 
nouUi  pour  quelques  cas  particuliers,  a  été  énoncé  pour 
la  première  fois,  sous  une  forme  complètement  générale 
et  purement  géométrique,  par  M.  Chasles,  en  i83o  (*). 
Il  a  été  généralisé  par  le  même  illustre  savant  pour  le 
cas  d'une  figure  qui  change  de  forme  en  restant  toujours 
semblable  à  elle-même  (**)• 

Les  lois  géométriques  du  déplacement  d^une  figure 
invariable  ne  sont  que  des  conséquences  des  propriétés 
dont  jouit  un  système  de  deux  figures  égales  et  super- 
posables  ;  de  même  les  lois  géométriques  du  déplacement 


(*)  Voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Férussac,  t.  XIV, 
p.  331,  ou  Correspondance  mathématique  et  phjrsique  de  l'Observatoire 
de  Bruxelles t  publiée  par  Quetelet,  t.  VII,  p.  353. 

(**)  Lac,  cit. 

Ann,  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  XII.  (Noyembre  1873.)        3 1 
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d'une  figure  qui  se  déforme  en  restant  semblable  à  elle- 
même  découlent  des  propriétés  relatives  à  un  système 
de  deux  figures  semblables  placées  d'une  manière  quel- 
conque Tune  par  rapport  à  Tautre.  Mais  la  Géométrie 
moderne  connaît  un  mode  plus  général  de  corrélation 
des  figures  dont  Tégalité  et  la  similitude  ne  sont  que  des 
cas  très-parliculiers  :  c'est  Thomographie^  et  l'on  peut 
se  demander  quelles  sont  les  lois  géométriques  du  dé- 
placement d'une  figure  qui  varie  de  forme  en  restant 
continuellement  bomograpbique  à  elle-même,  lois  qui 
doivent  être  comprises  dans  les  propriétés  d'un  système 
de  deux  figures  homographîques. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'étudier  quelques 
propriétés  purement  géométriques  du  mouvement  d'une 
figure  plane  qui,  en  se  déplaçant  dans  àon  plan,  se  dé- 
forme en  même  temps  continuellement  suivant  la  loi  de 
l'homographie,  et  de  faire  voir  comment  se  déduisent 
de  ces  propriétés,  comme  cas  particuliers,  les  deux  théo- 
rèmes fondamentaux  cités  de  M.  Chasles  sur  les  dépla- 
cements des  figures  planes  invariables  et  variables  suivant 
la  loi  de  la  similitude. 

Dans  son  Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  (*), 
M.  Chasles  fait  mention  de  ses  propres  recherches  sur 
cette  question ,  dont  les  résultats  ont  fait  l'objet  d'une 
partie  d'un  Cours  qu'il  avait  professé  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  mais  qui  n'ont  pas  été  publiées  jusqu*i 
présent.  Cette  remarque  et  l'admirable  profondeur  qui 
caractérise  tous  les  travaux  de  son  auteur  mettent  tout  a 
fait  hors  de  doute  que  le  célèbre  géomètre  avait,  entre 
autres,  trouvé  depuis  longtemps  non-seulement  toutes 
les  propriétés  exposées  dans  cette  Note,  mais  aussi  une 
multitude  d'autres,  probablement  beaucoup  plus  impor- 


(*)  Page  aSi. 
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tantes,  relatives  et  au  déplacement  dans  le  plan  et  au 
déplacement  dans  Fespace.  Néanmoins,  dans  la  littéra- 
ture de  la  science,  la  question  sur  les  mouvements  géo- 
métriques des  figures  variables  de  forme,  suivant  la  loi 
de  rhomographie,  est  restée  inabordée  ('^);  et  ce  n*est 
que  par  cette  seule  raison  que  j'ose  publier  ces  quelques 
résultats  bien  modestes  de  mes  propres  recherches,  tout 
en  invoquant  la  bienveillante  indulgence  de  Téminent 
professeur  de  la  Faculté  de  Paris. 

Pour  abréger  le  langage,  je  désignerai,  dans  ce  qui  va 
suivre,  par  figure  homographiquement  ^ariable^  une 
figure  qui  se  déforme  en  restant  continuellement  hom'o- 
graphique  à  elle-même,  et  par  figure  semhlablement 
variable  une  fiigure  continuellement  variable  de  forme, 
suivant  la  loi  de*  la  similitude.  - 


§1- 

Quand  une  figure  plane  homographiquement  va- 
liable  2  se  déplace  suivant  une  loi  déterminée  dans 
son  plan,  deux  positions  quelconques  S^  S'^  d'un  pareil 
système  mobile  et  variable  représentent  deux  figures 
homographiques  correspondantes,  c'est-à-dire  telles 
que,  si  l'on  considère  dans  ces  deux  figures  deux  points 
homologues  O',  O^"^  et  les  deux  faisceaux  de  droites  ho- 
mologues a',  b\  c', . . .,  a^,  b^y  c'^, . . .  passant  par  ces 


(  *)  Le  récent  et  beau  Mémoire  de  M.  Durrande,  inséré  dans  les  Annales 
de  V École  Normale  supérieure  pour  1878,  traite  la  question  sur  le  dépla- 
cement d'une  figure  variable  de  forme  suivant  la  loi  de  l'homographie, 
mais  pas  sous  le  point  de  vue  purement  géométrique  dont  il  s'agit  ici  ; 
il  est  exclusivement  consacré  aux  questions  plus  élevées  sur  les  vitesses  et 
les  accélérations  des  points  de  la  figure  mobile.  \\  en  est  de  même  du 
Mémoire  de  M.  Picart,  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, a^  série,  t.  XII. 

3l. 
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points,  deux  droites  homologues  a',  a^,  pour  décrire 
simultanément  deux  angles  homologues  {^'b')i  {a^'b'^)^ 
doivent  tourner  dans  le  même  sens  autour  des  deux 
points  O',  O^ 

Mais  on  sait  que  deux  figures  planes  homographiqnes 
correspondantes,  situées  dans  le  même  plan,  jouissent 
des  propriétés  suiTahtes,  dues  à  M.  Chasles  (*)  : 

a)  Il  existe j  en  général,  dans  le  plan  des  deux 
figures,  trois  points  qui,  étant  considérés  comme  apparu 

tenant  à  la  première  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  ko- 
mologues  dans  la  seconde  figure  /  deux  de  ces  trois 
points  doubles  peui^ent  être  imaginaires,  mais  le  troi-- 
sième  est  toujouts  réel. 

b)  Il  existe,  en  général,  dans  le  plan  des  deux 
figures  y  trois  droites  gui,  étant  considérées  comme  ap^ 
partenant  à  la  première  figure,  sont  elles-mêmes  leurs 
fuunologues  dans  la  seconde  figure  i  deux  de  ces  trois 
droites  doubles  peuvent  être  imaginaires,  mais  la  troi- 
sième est  toujours  réelle. 

c)  Quand  deux  des  trois  points  doubles  sont  imagi" 
naires,  deux  des  trois  droites  doubles  sont  aussi  imagi- 
naires, c' est-'à-dire  que,  quand  il  n* existe  quun  seul 
point  double  réel,  il  n  existe  qu^une  seule  droite  double 
réelle,  et  cette  droite  double  réelle  est  celle  sur  laquelle 
sont  situés  les  deux  points  doubles  imaginaires. 

Il  est  éi^ident,  en  outre,  que  le  nombre  des  points 
doubles  imaginaires  et  des  droites  doubles  imaginaires 
doit  nécessairement  être  égal  à  o  ou  à  Hy  et  ne  peut 
jamais  être  égal  à  i . 

Diaprés  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  les  théorèmes  a), 
&),  c)  sont  immédiatement  applicables  aux  deux  posi- 


(*  )  Voir  Géométrie  supirieure^  p.  4o3-/|o5. 
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tioos  S',  S^  de  la  figure  mobile  et  homographiqnemenl 
variable  S.  On  a  donc  ainsi  les  propriétés  géométriques 
suivantes  du  déplacement  de  S  : 

I*  Quand  une  figure  plane  se  meut  d*une  manière 
quelconque  dans  son  plan  et  avarie  en  même  temps  con- 
tinuellement  de  forme  en  restant  toujours  homogra- 
phique  à  elle-même,  il  existe  dans  le  plan  trois  points 
et  trois  droites,  ou  un  point  et  une  droite,  qui,  étant 
considérés  comme  appartenant  à  la  figure  mobile,  ne 
changent  pas  de  position  pendant  le  déplacement. 

En  d'autres  termes  : 

n.  Quand  une  figure  plane  homo graphiquement 
^variable  se  meut  d*une  manière  quelconque  dans  son 
plan,  tout  déplacement  d\ine  première  position  donnée 
en  une  seconde  position  donnée  est  équiv^alent  à  un 
mouv^ement  de  la  figure  dans  lequel  trois  points  et  trois 
droites,  ou  un  point  et  une  droite  de  la  figure,  restent 
fixes  pendant  le  déplacement  considéré. 

Le  terme  équivalent  exprime  ici  que,  en  réalité,  le 
déplacement  de  la  figure  de  la  première  position  donnée 
dans  la  seconde  position  peut  s'effectuer  d'une  manière 
tout  à  fait  difierente;  maïs  que  ce  déplacement  peut  être 
produit  par  un  mouvement  tel,  que  trois  points  et  trois 
droites,  ou  un  point  et  une  droite  de  la  figure,  restent 
fixes.  La  cinématique  des  systèmes  invariables  fournit 
beaucoup  d^exemples  de  Fimportance  et  de  Futilité  des 
lois  de  Téqui valence  des  mouvements. 

Pour  se  former  une  idée  du  mouvement  réel  de  la 
figure,  il  faut,  suivant  un  procédé  bien  connu,  appliquer 
le  théorème  général  II  au  cas  d'un  déplacement  infini- 
ment petit,  et  se  figurer  le  mouvement  fini  considéré 
comme  composé  d'une  infinité  de  ces  déplacements  infi- 
niment petits  successifs.  On  conclura  alors  :- 
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III.  A  chaque  instant  du  moui>ement  d* une  figure 
plane  homograpfuquement  variable  dans  son  plan, 
trois  ou  un  de  ses  points  restent  en  repos 'y  ces  trou 
points,  ou  ce  point  unique,  changent  d^une  position  de 
la  figure  à  l'autre  et  forment,  par  leur  ensemble  dans 
le  plan  de  la  figure,  trois  courbes  ou  une  courbe,  qui 
sont  les  lieux  géométriques  de  ces  points  fixes,  de  ma- 
nière que,  à  chaque  instant,  le  mouvement  de  trois  ou 
d\in  des  points  de  la  figure,  qui  sont  amenés  respectif 
vemsnt  sur  ces  courbes,  s'interrompe  pour  un  inten^aUe 
de  temps  infiniment  court. 

A  chaque  instant,  trois  ou  une  des  droites  de  la  figure 
sont  en  repos,  de  manière  que  leurs  points  ne  se  dépla- 
cent que  sur  ces  droites  ;  sur  chacune  de  ces  droites,  s^U 
en  existe  trois,  est  situé  un  des  trois  points  fixes,  ets*il 
n'existe  qu^une  seule  droite  immobile,  elle  ne  contient 
aucun  point  fixe. 

De  plus,  .en  observant  que  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  correspondants  de  droites  et  deux  systèmes  ho- 
mograpbiques  correspondants  de  points  peuvent  donner 
lieu  à  la  génération  d^une  section  conique  quelconque, 
il  est  facile  de  voir  que  les  droites  homologues  et  les 
cordes  {*)  relatives  à  deux  positions  de  la  figure  2,  dont 
nous  étudions  le  déplacement,  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 

IV.  Si  Von  prend  deux  points  homologues  de  deux 
positions  déterminées  d^  une  figure  plane  homographi-^ 
quement  variable  mobile  d'une  manière  quelconque 
dans  son  plan,  les  points  d'intersection  respectifs  de 


{*)  Nous  entendons  par  corde  la  droite  qui  joint  deux  points  homo- 
1  ogues  de  deux  positions  S',  1"  de  la  figure  mobile  S  par  extension  de  la 
signification  attribuée  à  ce  terme  par  M.  Chasles  dans  la  théorie  des  dé> 
placements  géométriques  d'un  système  invariable. 


(487) 

toutes  les  droites  gui  passent  par  Vun  de  ces  points  avec 
les  droites  homologues  passant  par  le  second  point 
seront  tous  situés  sur  une  même  conique,  contenant  les 
deux  points  considérés  et  tangente  à  la  droite  homo- 
logue de  celle  qui  joint  ces  deux  points* 

V.  Si  Von  considère  deux  droites  homologues  de 
deux  positions  d*  une  figure  plane  homographiquement 
"variable,  mobile  d'une  manière  quelconque  dans  son 
plan,  et  que  Von  prenne  deux  séries  de  points  homo- 
logues sur  ces  droites,  les  cordes  qui  joignent  ces  points 
deux  à  deux  envelopperont  une  conique  tangente  aux 
deux  droites  considérées. 


Passons  au  cas  du  déplacement  d'une  figure  plane 
seniblablement  ^variable  dans  son  plan,  et  voyons  ce  que 
deviennent  les  résultats  trouvés  dans  le  §  I  pour  ce  cas 
particulier. 

Deux  figures  sont  semblables  entre  elles  quand  Pangle 
entre  deux  droites  quelconques  de  Tune  des  figures  est 
égal  à  l'angle  entre  les  droites  homologues  de  Tautre 
figure,  et  les  distances  homologues  dans  les  deux  figures 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Deux  figures  planes  semblables  représentent  un  cas 
particulier  d'un  système  de  deux  figures  planes  homo- 
graphiques,  savoir  :  celui  où,  dans  Tune  des  dernières, 
la  droite  homologue  à  la  droite  infiniment  éloignée  de 
Tautre  figure  est  elle-même  située  à  T infini,  de  manière 
que  deux  figures  planes  semblables  peuvent  être  consi- 
dérées comme  deux  figures  planes  homographiques  dont 
une  droite  double  réelle  se  trouve  à  l'infini. 

En  venu  de  ces  propriétés  particulières,  les  lois  géo- 
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métriques  exprimées  par  les  théorèmes  a),  2^),  c)  du  pa- 
ragraphe précédent  se  modifient  pour  le  cas  des  figures 
semblables.  Commençons  par  faire  voir  en  quoi  consis- 
tent ces  modifications. 

En  premier  lieu,  je  dis  que  le  nombre  des  points  dou- 
bles réels  de  deux  figures  planes  semblables  et  corres- 
pondantes, situées  dans  un  même  plan,  est  toujours  égal 
à  I  et  ne  peut  jamais  être  égal  à  3.  Soient  O',  O^^  deux 
points  homologues  de  ces  deux  figures;  menons  par  O' 
une  série  de  droites  et  par  O^'  une  seconde  série  de  droites 
homologues  aux  premières  ;  les  deux  faisceaux  ainsi  ob- 
tenus jouiront  des  propriétés  suivantes  :  i^  ils  seront 
correspondants;  a°  tous  les  angles  de  Tun  des  faisceaux 
seront  respectivement  égaux  aux  angles  homologues  de 
l'autre;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que  le  lieu  géomé- 
trique de  tous  les  points  d'intersection  des  droites  homo- 
logues appartenant  aux  deux  faisceaux  ainsi  définis  est 
un  cercle.  En  effet,  d'une  pari,  ce  lieu  doit  nécessaire- 
ment être  une  courbe  du  second  degré  passant  par  les 
points  O'  et  O'^;  d'autre  part,  dans  le  cas  actuel,  les 
mêmes  arcs  de  cette  courbe  sous-lendent  des  angles  homo- 
logues égaux  dont  les  sommets  sont  situés  en  O'  et  O", 
c'est-à-dire  sur  la  courbe  elle-même,  et  il  n'y  a  que  le 
cercle  qui  peut  jouir  de  cette  propriété.  Mais  il  suit  du 
raisonnement  qui  conduit  au  théorème  a)  du  §  I  que  les 
points  doubles  de  deux  figures  planes  homographiques 
correspondantes  sont  trois  des  quatre  points  d'intersec- 
tion des  deux  coniques  qu^on  obtient  par  la  considération 
de  deux  couples  de  faisceaux  homologues;  par  suite,  les 
points  doubles  de  deux  figures  semblables  correspon- 
dantes seront  les  points  d'intersection  de  deux  cercles; 
mais,  deux  cercles  ne  se  coupant  qu'en  deux  points  réels 
et  l'un  de  ces  points  étant,  comme  dans  le  cas  général  de 
deux  figures  homographiques,  le  point  d'intersection  de 
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deax  droites  homologues  qui  joignent  deuic  i  deux  les 
centres  des  deux  couples  de  faisceaux  considérés,  on  voit 
que  le  second  des  deux  points  commun  aux  deux  cercles 
sera  le  seul  point  double  réel  des  deux  figures  semblables  ; 
de  plus,  les  deux  cercles  ayant,  en  général,  des  rayons 
finis,  le  seul  point  double  sera  situé  k  distance  finie  des 
deux  figures,  si  les  dimensions  de  ces  dernières  ne  sont 
pas  infinies.  Ainsi  deux  des  trois  points  doubles  d^un 
système  de  deux  figures  planes  homographiques  et  cor- 
respondantes seront,  dans  le  cas  particulier'  considéré, 
toujours  imaginaires,  et  le  troisième  sera  toujours  réel^ 
d'où  il  suit  immédiatement,  en  vertu  de  la  propriété  c) 
du  §  I,  que,  dans  deux  figures  semblables  et  correspon* 
dantes,  deux  des  trois  droites  doubles  sont  toujours  ima- 
ginaires et  une  est  toujours  réelle,  et  cette  seule  droite 
double  réelle  doit,  en  vertu  de  la  propriété  caractéris- 
tique même  des  figures  semblables,  être  située  k  Tinfini. 
Les  théorèmes  a)  et  £)  du  paragraphe  précédent  se 
transforment  donc,  pour  le  cas  actuel,  en  ceux-ci  : 

a')  Quand  deux  figures  planes  semblables  et  corres- 
pondantes sont  placées  d'aune  manière  quelconque  dans 
un  plan,  il  existe  dans  ce  plan  un  point  réel  qui,  étant 
considéré  comme  appartenant  à  Vune  des  figures,  est 
lui-même  son  homologue  dans  Vautre  figure  j  ce  point 
est  situé  à  distance  finie  si  les  dimensions  des  deux 
figures  ne  sont  pas  infinies. 

i')  Quand  deux  figures  planes  semblables  et  correS" 
pondantes  sont  placées  d^une  manière  quelconque  dans 
un  plan,  il  existe  dans  ce  plan  une  droite  réelle  qui, 
étant  considérée  comme  appartenant  à  Vune  des  figures, 
est  elle-même  son  homologue  dans  Vautre  figure;  cette 
droite  double  unique  se  trouve  toujours  à  V infini, 

La  droite  double,  étant  située  à  l'infini,  n'offre  aucun 
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intérêt  pour  le  genre  de  recherches  qui  noiu  occupe; 
mais  le  point  double  jouit  de  propriétés  particulières 
importantes  au  point  de  vue  cinématique.  Premièrement 
ou  peut  toujours  le  considérer  comme  situé  à  distance 
finie;  car,  en  général,  il  ne  sera  question  que  de  figures 
de  dimensions  finies.  Soit  («>',  ta'^)  ce  point  douhle^  pre- 
nons trois  points  quelconques  A^  B',  C  de  la  première 
figure  situés  sur  une  même  droite  avec  le  point  (ù'y  et 
les  points  homologues  A^',  B^',  C  dans  la  seconde  figure; 
la  fonction  anharmonique  des  quatre  points  A',  B',  C,  «ù' 
doit  être  égale  à  la  fonction  anharmonique  des  quatre 
points  A%  B",  C%  (ù".  Ainsi 

A^  .  ^  _  A^C^'  ^  A%/' , 
C'B'  •  w'B'  ~"  CB"  •  01  B'  ' 

mais,  les  deux  figures  étant  semblables  entre  elles,  les 

A'  C       A"  C" 
rapports  ^r^,  et  -^^  sont  égaux  ;  donc 

ou  bien,  comme  les  deux  points  eo',  a>'^  coïncident  en  un 

seul,  on  aura 

AV  _  BV 

Cette  proportion  exprime  que  les  distances  entre  le  point 
double  et  deux  points  homologues  quelconques  des  deux 
figures  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  qui  est 
évidemment  égal  au  rapport  de  deux  s^ments  homo- 
logues quelconques;  d'ailleurs  on  peut  encore  vérifier 
cette  propriété  immédiatement  en  considérant  le  point 
double  comme  appartenant  à  Tune  des  figures.  En  outre, 
les  deux  figures  étant  supposées  correspondantes,  il  est 
clair  que,  par  une  rotation  d'une  d^ elles  autour  du  point 
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double,  on  pourra  les  amener  dans  une  position  relative 
telle,  que  toutes  les  lignes  de  l'une  deviendront  respeeti* 
vemcnt  parallèles  aux  lignes  homologues  de  l'autre  ;  alors 
les  deux  figures  seront  placées  semblablement  (homo- 
tbétiques),  et  leur  point  double  sera  leur  centre  de  simi- 
litude. 

La  proposition  a')  et  les  propriétés  du  point  double  de 
deux  figures  planes  semblables  et  correspondantes  que 
nous  venons  d'exposer  ont  été  énoncées  pour  la  première 
fois,  sans  démonstration,  par  M.  Chasles  {*). 

Soient  maintenant  Z  une  figure  plane  semblablement 
variable,  mobile  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan , 
et  X\  Yt"  deux  positions  déterminées  de  cette  figure;  en 
appliquant  aux  figures  ^\  ^"  la  proposition  a')^  on  con- 
clut : 

I.  Quand  une  figure  plane  semblablement  variable 
se  déplace  d^une  manière  quelconque  dans  son  plan,  il 
existe  toujours  dans  ce  plan  un  point  qui,  étant  consi- 
déré  comme  appartenant  à  la  figure  mobile,  ne  change 
pas  de  position  pendant  le  déplacement. 

Donc  : 

II.  Tout  déplacement  dUine figure  plane  semblable- 
ment variable  dans  son  plan  est  équivalent  à  une  rota-- 
tion  de  la  figure  autour  d'un  certain  point  du  plan  et 
une  déformation  {contraction  ou  dilatation)  simultanée 
de  la  figure  s^  effectuant  suivant  la  loi  de  la  similitude. 

Pour  construire  ce  centre  de  rotation  quand  on  se 
donne  deux  positions  £',  "L"  de  la  figure  mobile,  il  suffit 
de  placer  la  figure  Z^',  sans  en  altérer  la  forme,  sembla- 
blement (homothétiquement)  par  rapport  à  S',  et  de  dé- 
terminer ensuite  le  centre  de  similitude  des  deux  figures  ; 

■      ■■■  I  .■■■  ■  .i.i  ■■«■lail 

(*)  Voir  Bultetin  de  Férussacj  1  oc /cit. 
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ce  centre  sera  le  point  cherché.  Un  second  mode  de  con- 
straction  découle  de  la  propriété,  mentionnée  plus  haut, 
des  points  doubles  de  deux  figures  semblables  :  ayant  choisi 
deux  couples  de  points  homologues  quelconques  0%  O'' 
et  P',  P''  dans  les  deux  figures  S',  S'^^  et  deux  couples  de 
droites  homologues  a',  a"  et  b\  b"  passant  respective- 
ment par  ces  points,  construisons  le  point  d^inter sec- 
tion Â  des  droites  a',  a"  et  le  point  dMntersection  B  des 
droites  b\  ft";  menons  par  les  points  O',  O*^,  A  une  cir- 
conférence, par  P',  P'',  B  une  seconde  circonférence; 
l*un  des  points  d'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  point  de  rencontre  des  droites  O'P'  et  0"P*,  et 
Tautre  sera  le  point  cherché. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit,  le  théorème  II 
peut  être  énoncé  ainsi  : 

in.  A  chaque  instant  du  mouvement  d'une  Jigure 
plane  semblablement  variable  dans  son  plan,  un  des 
points  de  la  figure  reste  fixe,  et  la  figure  tourne  autour 
de  ce  point  (*)  et  se  déforme  infiniment  peu  en  restant 
semblable  à  elle-même. 

En  considérant  un  déplacement  fini  déterminé  de  ^ 
comme  composé  d'une  infinité  de  ces  déplacements  élé- 
mentaires successifs^  on  peut  se  former  une  idée  du  mou- 
vement réel  d'une  figure  plane  semblablement  variable 
dans  son  plan. 

Enfin  les  droites  homologues  de  deux  positions  quel- 
conques S',  "L"  de  la  figure  S  et  les  cordes  qui  joignent 
les  points  homologues  de  Z',  S'^  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 


(*)  On  pourrait  nommer  ce  point  pôle  de  rotation  y  comme  Ta  pro- 
posé M.  Wiener  pour  un  cas  particulier  du  mouTement  d'une  figure  plane 
semblablement  variable  dans  son  plan,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les 
Annali  di  Matematica  de  M.  Cremona,  série  II,  t.  I,  p.  \i^\''\^2. 
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IV.  Si  Von  prend  deux  points  homologues  guelcon-- 
ques  de  deux  positions  déterminées  à* une  figure  plane 
semhlablement  variable  mobile  dans  son  plan,  le  lieu 
géométrique  des  points  d'intersection  respectifs  de  toutes 
les  droites  qui  passent  par  Vun  de  ces  points  ai^ec  les 
droites  homologues  passant  par  le  second  point  sera  un 
cercle^  ce  cercle  passera  par  les  deux  points  donnés  et 
sera  tangent  à  la  droite  homologue  de  celle  qui  joint  ces 
deux  points. 

y.  Si  Von  prend,  dans  deux  positions  déterminées 
d^  une  figure  plane  semblablement  variable  mobile  dans 
son  plan,  deux  droites  homologues  quelconques  et  deux 
séries  de  points  homologues  sur  ces  droites,  les  cordes 
qui  joignent  deux  à  deux  ces  points  homologues  enve- 
lopperont une  parabole  qui  est  tangente  aux  deux 
droites. 

La  première  de  ces  deux  propositions  découle  immé- 
diatement  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  faisceau^K 
homologues  de  droites  faisant  partie  de  deux  figures 
planes  semblables  et  correspondantes;  la  seconde  est 
une  conséquence  d'une  propriété  connue  des  divisions 
anharmoniques  semblables  et  correspondantes. 


s  m. 

Il  nous  reste  à  montrer  ce  que  devieunent  les  résultats 
généraux  du  §  I  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la 
figure  plane  mobile  dans  son  plan  est  invariable  de 
forme.  Ce  cas  conduit  à  la  considération  de  deux  figures 
égales  et  superposables  situées  dans  un  même  plan. 

Deux  figures  égales  et  superposables  représentent  ce 
cas  particulier  de  deux  figures  semblables  et  correspon* 
dantes,  quand,  dans  ces  dernières,  non -seulement  les 
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angles  homologues,  maïs  aussi  tous  les  segments  homo- 
logues sont  égaux  entre  eux. 

Afin  d'éviter  d'inutiles  répétitions  pour  ce  cas  parti- 
culier, il  suffit  de  remarquer  que  toutes  les  propriétés  de 
deux  figures  semblables  qui  dépendent  seulement  des 
rapports  d*angles  homologues  et  ne  dépendent  point  des 
rapports  entre  les  distances  homologues  doivent  aussi 
s^appliqifer  aux  figures  égales  et  superposabies.  Il  suit 
de  là  que  les  théorèmes  a'),  £'),  I,  IV,  V  du  paragraphe 
précédent  subsistent  encore  pour  le  cas  actuel,  en  y  rem- 
plaçant seulement  les  termes  semblables  et  semblable" 
ment  variable  par  invariable  ;  mais  les  propriétés  du 
point  double,  dépendant  des  rapports  de  longueurs  ho- 
mologues, et  les  propositions  II  et  III  du  §  II,  qui  en 
découlent,  se  modifient  ainsi  :  le  point  double  de  deux 
figures  égales  et  superposables  sera  équidistant  de  deux 
points  homologues  quelconques;  la  proposition  II  se 
transforme  en  ce  théorème  de  M.  Chasles  que  nous  avions 
énoncé  au  commencement  de  la  Note,  et  la  proposition  QI 
en  cet  autre  théorème  bien  connu,  qui  exprime  que  tout 
mouvement  infiniment  petit  d'une  figure  plane  înya- 
riable  dans  son  plan  est  une  rotation  autour  d'un  point 
de  la  figure  qui  reste  fixe  pendant  Tinstant  considéré,  et 
que  Ton  nomme  centre  instantané  de  rotation. 

On  obtient  ainsi  les  propriétés  géométriques  connues 
et  fondamentales  du  déplacement  plan  des  figures  planes 
semblablement  variables  et  invariables  comme  des  cas 
particuliers  du  théorème  I,  §  I,  relatif  au  déplacement 
fini  d'une  figure  plane  homographiquement  variable  dans 
son  plan. 
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NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DU  PARALLÉLOGRAffilB 

DES  FORCES; 

Par  m.  délègue, 

Professeur  de  Philosophie  au  lycée  de  La  Rochelle. 


Daniel  Bernoulli  (*),  Laplace  (**),  d'Alembert, 
Poisson,  Francœur  (***)  ont  cherché  à  démontrer  ce 
théorème  fondamental  de  la  Mécanique ,  sans  avoir 
recours  au  principe  de  F  indépendance  des  mouvements 
ou  à  la  considération  de  points  invariablement  liés  entre 
eux  dans  Tespace;  mais,  pour  y  parvenir,  ils  ont  dû  em- 
ployer les  développements  en  série,  suivant  la  formule 
de  Taylor. 

Cauchy  (****),  vers  iSaS,  et  Aymé,  en  septem- 
bre i836  {Journal  de  M.  Lioui^ille),  en  ont  donné  une 
démonstration  géométrique;  mais  ces  démonstrations 
sont  assujetties  à  la  considération  de  forces  n'agissant 
pas  dans  le  même  plan;  elles  ont  recours  k  la  Géo- 
métrie dans  l'espace  pour  démontrer  un  théorème  que  la 
Géométrie  plane  peut  démontrer  plus  simplement.  C'est 
ce  que  je  me  propose  d'établir. 

J'admets  comme  évident  ou  comme  pouvant  être  faci- 
lement démontré,  dans  la  théorie  des  forces  ou  causes 
du  mouvement  dans  la  matière  inerte  : 

1®  Le  principe  de  symétrie,  dont  les  principales  con- 
séquences sont  que  deux  forces  égales  et  directement 
opposées  se  détruisent  et  que  deux  forces  égales,  appli- 


(  *  )  Mémoires  de  Smnt-'Pétersbourg; 

{**)  Mécanique  céleste,  t.  I,  chap.  I. 

(*«*)  Statique. 

{****)  Statique  de  Monge (i8a3),  Note  de  la  fin. 
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quées  au  même  point,  ont  une  résultante  dirigée  suivant 
la  bissectrice  de  Fangle  plan  formé  par  les  deux  com- 
posantes ; 

a^  Que  deux  forces,  de  même  direction,  appliquées 
au  même  point,  s'ajoutent,  c'est-à-dire  peuvent  être 
détruites  par  deux  autres  forces  ^ales  chacune  à  cha- 
cune aux  deux  premières  et  directement  opposées.  De  là 
résulte  ce  principe  fondamental  que  :  si  deux  forces, 
appliquées  au  même  point,  varient,  sans  changer  entre 
elles  de  rapport,  ni  de  direction,  leur  résultante  varie 
dans  le  même  rapport,  sans  changer  de  direction  (*), 

Théo&ème  de  D*  Be&noulli.  —  La  résultante  de 
deux  forces  représentées  en  grandeur  et  en  direction 
par  deux  droites  rectangulaires  sera  représentée  en 
grandeur  par  la  diagonale  du  rectangle  formé  sur  les 
deux  composantes. 

Soient  les  deux  forces  P,  Q  mectangulalres^  soit  AR 
la  direction  de  leur  résultante,  je  mène  la  droite  FF'  per- 
pendiculaire sur  AR. 


{*)  Appliquer  en  A  le  système  des  forces  (3P»  aQ)  revient  à  super- 
poser au  système  (P,  Q)  un  autre  système  (P|  Q)  identique  au  premier. 
Si  donc  (P,  Q)  a  pour  résultante  R,  la  résultante  totale  sera  a R  et  de 
même  direction  que  R.  Une  seconde  superposition  de  (P,  Q)  donnera 
pour  résultante  3  R,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Il  en  sera  de  même  pour  1  -1  -^  j>  n  étant  entier;  car,  si  œ  système 

a  pour  résultante  R',  en  le  multipliant  par  r,  R'  deviendra  iiR',  sans 
changer  de  direction;  mais  alors  les  composantes,  étant  (P,  Q),  devront 
avoir  R  pour  résultante;  donc 

R  =  nR', 
donc 

R'=-; 
n 

n  pouvant  être  aussi  grand  qu'on  voudra,  la  proposition  est  encore 
vraie  pour  le  cas  où  les  variations  proportionnelles  se  feront  d'une  ma- 
nière continue. 
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Les  aagles  FAP,  RAQ  sont  égaux,  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  ;  il  en  est  de  même  des  angles  PAR, 
F'AQ. 

Donc  les  directions  FA,  AR,  AP-,  AP,  AQ,  AR;  F' A, 
AR,  AQ  constituent  trois  faisceaux  superposablcs. 


t 


Cela  posé,  j'observe  que,  de  même  que  AR  peut  être 
décomposée  en  deux  forces  P  et  Q  de  grandeur  et  de 
direction  données,  P  peut  aussi  être  décomposée  en  deux 
forces  rectangulaires  H,  F,  dirigées  suivant  AR  et  AF, 
puisque  AF  et  AR  sont  dirigées,  par  rapport  à  AP,  comme 
AP  et  AQ  le  sont  par  rapport  à  AR.  De  plus,  en  vertu 
du  deuxième  axiome,  ces  deux  forces  F,  H  seront  pro- 
portionnelles à  Q,  P,  et  autant  de  fois  pi  us  grandes  ou  plus 
petites  que  Q,  P,  que  P  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
la  résultante  inconnue  R,  c^ est-à-dire  que  l'on  aura  les 
deux  égalités  : 

F       Q       F  _P 

H""P'     Q""r' 

Il  en  est  de  même  pour  Q  ^  soient  H'  et  F'  les  deux  com- 
posantes de  Q. 

Nous  aurons  donc  les  égalités 

F  =  Qx|>     F'=PX~, 

H  =  Px|,    H'  =  Qx|-, 

jinn.  d0  Mathémat.f  t.  XII,  2*  série.  (NoTembre  1873.)      3a 
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donc  F  =  F'.  Mais  ces  deux  forces  directement  oppo- 
sées se  détruisent;  la  résultante  totale  est  donc 

H  -f-  H'  =  R.' 

Remplaçant  H  et  H'  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

p»        Q» 

donc 

R*  =  P»-^Q^  C.  Q.   F.    D. 

Théorème  II.  —  La  résultante  de  deux  forces  rec- 
tangulaires, appliquées  à  un  même  point  A,  est  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du 
rectangle  construit  sur  les  composantes. 

Soient  deux  droites  indéfinies  AH,  QH'  perpendicu- 
laires sur  AQ.  Je  prends  sur  QH'  les  longueurs 

QR  =:  AQ,     RR'  =  AR,     R'R"  =  AR', . . . , 

je  mène  les  diagonales  AR,  AR',  AR'*^, ...  ;  ces  diago- 
nales seront  bissectrices  des  angles PAQ,  PAR,  PAR',.-- 

D'après  le  théorème  de  BernouUi,  elles  représentent  en 
grandeur  la  résultante  de  deux  forces  rectangulaires, 
l'une  Q,  constante,  représentée  par  AQ,  l'autre  P,  va- 
riable, dirigée  suivant  AH,  et  successivement  représen- 
tée en  grandeur  par  QR  =  AP,  QR'  =  AF,  QR"  =  AP'. 

Je  dis,  de  plus,  que  ces  diagonales  représentent  aussi 
cette  résultante  en  direction. 

1^  La  proposition  est  évidente  pour  AR,  puisque  dans 
ce  cas  les  deux  composantes  sont  égales  et  que  AR  est 
bissectrice  de  l'angle  PAQ. 

U  en  est  de  même  pour  AR',  puisque,  les  forces  AP, 
AQ  se  composant  en  AR,  le  point  A  peut  Atre  considéré 
comme  sollicité  par  deux  forces  égales,  savoir  :  AR,  PP'> 
dont  la  résultante  aura  pour  direction  AR',  bissectrice 
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de  l'angle  PAR;  AR'  sera  donc  à  la  fois  et  la  résultante 
da  système  (AP',  AQ)  et  celle  du  système  des  deux 


r- 


H 


H' 


forces  égales  et  obliques  AR,  PP'  appliquées  au  point  A 
et  représentées  par  les  côtés  du  losange  dont  AR'  est  la 
diagonale  et  l'angle  aigu  PAR.  La  même  démonstration 
s'applique  à  la  diagonale  AR''. 

2^  Il  en  est  de  même  pour  AS,  bissectrice  de  Tangle 
RAR'=  R'AP. 

Car,  si  l'on  construit  le  losange  AM'SM  semblable 
au  losange  AR'R'^K  et  si  Ton  mène  SS'  perpendicu- 
laire sur  AP,  on  voit  que  la  force  AS  est  équivalente  au 
système  des  forces  (AM,  AM'};  car  il  a  été  démontré 
que  AR^  était  équivalente  au  système  (AR^  AK). 

3a. 


(  5oo  ) 

Mais  le  système  (AM,  A  M')  est  équivalent  au  système 
(  AQ^  AS')  \  car  les  projections  de  AS  sur  AP  et  AQ  sont 
égales  à  la  somme  des  projections  semblables  des  droites 
AM,  AlVr  sur  les  mêmes  axes  rectangulaires.  De  plus,  ce 
qui  précède  démontre  que  toute  force  suivant  AM  et  AM' 
peut  être  décomposée  en  deux  forces  rectangulaires,  re- 
présentées par  les  projections  sur  AQ  et  AP  des  droites 
qui  représentent  en  grandeur  cette  force. 

Donc  AS  est  la  résultante  des  forces  rectangulaires  AS', 
AQ,  formant  les  côtés  du  rectangle  dont  AS  est  la  diago- 
nale. 

On  peut  d'ailleurs  étendre  cette  démonstration  à  toute 
autre  diagonale  bissectrice  des  angles  formés  par  les  pre- 
mières à  rin6ni.  Donc  le  théorème  énoncé  est  vrai  pour 
toute  espèce  de' rectangle. 

Il  peut  s'étendre  aussi  à  toute  espèce  de  losange  :  la 
seule  inspection  de  la  figure  le  démontre. 

Il  s'étend  aussi  facilement  à  toute  espèce  de  parallélo- 
gramme ;  car,  dans  le  parallélogramme,  les  projections 
de  la  diagonale  sur  deux  axes  rectangulaires  sont  aussi 
égales  à  la  somme  des  projections  des  deux  côtés  qui  se 
coupent  sur  la  diagonale. 

Donc,  en  général,  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
représente,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résultante 
des  deux  forces  représentées  par  les  deux  droites  qui  se 
coupent  sur  la  diagonale.  c.  q.  f.  d. 


RBGTIFICATION. 


Dans  l'énoncé  1099,  remplacer  équilaiéraux  par  isoscèles 
semblables,  a,  p, . . . ,  ^'  désignent  les  points  de  rencontre  des 
hauteurs.  On  demande  alors  quand  les  trois  conditions  énon- 
cées sont  remplies.  (H,  BaocAUD.) 


(Soi  ) 


EXPOSITION  BE  U  MfiTHODE  BES  ÉQGIPOLLENCES 

(  suite,  Tolr  même  tome,  p.  297  )  ; 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


TROISIÈME  PARTIE. 

FORMULES  TRIGOfîOMÉTRIQUES  ET  QUELQUES    AUTRES  EXER- 
CICES   DE    LA    MÉTHODE    DES    ÉQUIPOLLENCES. 

Formules  trigonométrîques, 

90.  Pour  qui  connaît  les  expressions  imaginaires  des 
lignes  trîgonométriques  et  se  rappelle  (48)  que  le  ra- 
mun  (indiquant  une  droite  égale  à  l'unité  et  d'inclinai- 
son +  90  degrés)  se  calcule  précisément  comme  le  signe 


^ —  I ,  il  sera  très-facile  d'entendre  ce  qui  va  suivre. 
Je  puis  donc  procéder  rapidement,  et  commencer  par  la 
résolution  d'un  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  lon- 
gueurs a,  by  Cy  et  dont  les  angles  opposés  sont  A,  B,  C 
(fis-  a6).  ^ 

Fig.  36. 


L'inclinaison  du  côté  CA  sur  le  côlé  CB  sera  C,  et 
l'inclinaison  du  côté  AB  sera  —  B.  Par  suite,  la  règle  I 

GA  + AB^CB 
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nous  donnera 

(i)  bê^  -^  cs-'^^a. 

De  cette  équipollence,  sans  qu^il  soit  besoin  d^aucune 
considération  géométrique,  nous  tirerons  la  résolution 
du  triangle,  c'est-à-dire  toutes  les  relations  entre  les  cinq 
éléments  a,  &,  c,  6,  C.  Quant  à  Tangle  A^  il  a  pour 
valeur 

A  =  inc.  AB  —  inc.  AC  =  —  B  —  (C  -^  «)  ; 

par  conséquent 

(2)  AH-B-4-C=7r. 

91.  Pour  trouver  la  relation  entre  deux  côtés  et  les 
angles  opposés,  il  suffira  d'éliminer  a  de  Féquipol- 
lence  (i)  combinée  avec  sa  conjuguée 

et  nous  aurons 

(3)  b  («^'  — «-C)  ^^(gB_  g-B), 

La  règle  XI  nous  montre  que  e^ —  e"^  représente  une 
droite  perpendiculaire  à  Torigine  des  inclinaisons,  et 
dont  la  longueur  dépend  uniquement  de  T angle  C, 
puisque  les  droites  représentées  par  e^ ,  e~"^  ont  une  lon- 
gueur égale  à  F  unité.  On  sait  que  la  moitié  de  cette 
droite  n'est  autre  que  le  sinus  de  Tanglc  C;  par  suite, 
Téquipollence  (3)  divisée  par  2 y/  donne 

^  sin  C  =  c  sia  B. 

92.  Si  nous  décomposons  (5)  la  droite  inclinée  e^  en 
une  droite  d'inclinaison  nulle,  et  une  autre  perpendi- 
culaire à  celle-là ,  et  si  nous  appelons  cosinus  et  sinus 
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ces  deux  composantes,  nous  aurons 

(i)  sC^AfcosC  +  v/sinC, 

ëquipollence  qui,  avec  sa  conjuguée. 

g-c  jbcos  C  —  y^  sinC , 
donnera 

(2)  2cosC'd!3:f«^-H  1"^, 

(3>  2v^sinC^«C— i-c. 

Substituant  à  C  son  complément C,  et  se  rappe- 

2 

lant  que  e^  wA-  y/,  on  démontrerait^que  cosC=sin  ( C  )  ^ 

mais  il  est  inutile  de  s^arrêter  à  des  notions  aussi  con- 
nues. La  tangente  étant  le  rapport  du  sinus  au  cosinus 
est  donnée  par 

jC  —  g— c  giC  —  I 

tang C^  ,,^,  ,  ^^.  ^ 


93.  Revenant  à  la  résolution  du  triangle,  cherchons 
la  relation  qui  existe  entre  un  angle  et  les  côtés.  De  Té- 
•    quipollence  (i)  du  n^  90  nous  devrons  éliminer  B,  ce 
qui  se  fera  immédiatement  en  multipliant 

a  —  bi^'é^cr'^ 
par  Téquipollence  conjuguée 

et  nous  donnera 

l^ous  pourrons  aisément,  par  la  relation  (a)  du  n^  92, 
en  déduire  la  valeur  de  cosC.  Autrement,  en  résolvant 


(  5o4) 

cette  équipollence  par  rapport  à  e^,  nous  aurons 


(4) 


nao  ^  y  \       7.ab       ] 


Cette  équipollence,  comparée  i  celle  (i)  du  n^  92,  donne 
les  expressions  de  cos  C  et  de  sin  C,  au  moyen  des  trois 
côtés.  En  outre,  extrayant  la  racine  de  (4)9  et  posant 


on  a 


fl»  -4-  ^>  —  c» 


(5)  ,»^Y/-_+yy/__., 

d'où   Ton   tire    aisément  les   expressions    connues   de 

C      .    C  C 

cos-1  sm -5  tang  -• 

94.  Il  nous  reste  i  chercher  la  relation  entre  deux 
côtés,  l'angle  compris  et  un  angle  opposé.  De  Téqui- 
pollence  fondamentale  (i)  du  n^  90  on  élimine  c  en  re- 
tranchant de 

l'équipollence  conjuguée;  puis  on  résout  par  rapport  à 

e*,  et  Ton  a 

„       a  —  br-^ 
—    fl  — 6,c 

Au  moyen  de  la  relation  (4)  du  n°  92,  on  en  déduit 

et  aussi 

/«       C\   .at^-^b    (at   ^b        \^^a-^b         C 
(7)tang^B+-j-t^^:(^^-^+ij^-t^~^tang-. 
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Cette  relation  pourrait  atissi  s'obtenir  en  décompo* 
sant,  au  moyen  de  la  règle  II,  Téquipollence 


dans  les  deux  équations 


c ces  (  B  -f-  -  ]  =  la  —  b)  ces  - ^ 


m  (  B  H-  -  j  =  (^i4-  o)  sin  - 


95.  Je  ne  m'arrêterai  pas  i  démontrer,  an  moyen  des 
cquipoUences  du  n^  92,  les  formules  relatives  aux  lignes 
trigonométriques,  ces  notions  étant  très-connues.  De 
préférence,  j'ajouterai  encore  un  exemple  montrant  que, 
dans  notre  méthode,  il  n'est  nécessaire  de  recourir  k  au- 
cune considération  géométrique. 

Fig.  27. 


Supposons  que,  dans  un  quadrilatère  (Jtg*  '^y)  dont 
les  côtés  sont  a,  &,  c,  d^  l'angle  intérieur  compris  entre 
les  côtés  a,  b  ait  pour  valeur  B,  et  que  A  soit  la  valeur 
des  deux  angles  opposés  compris  entre  les  côtés  &,  c  et 
dj  a.  En  considérant  les  inclinaisons  mutuelles  des 
côtés,  on  voit  que  la  règle  I  donne  Féquipollence 

On  éliminera  B,  en  multipliant  membre  à  membre 
TéquipoUence 

a  —  d€^  ^{b  —  ee'^)g~^ 


3 
9 


(  5o6  ) 
par  sa  conjuguée.  On  obtient  ainsi 

(ad  —  bc)  (i^  4-  £-A  ) ^û»—  6»  —  c^  -h  rf 

d'où  l'on  peut  déduire  (93)  les  valeurs  de  cos  A,  sin  A, 

.      A 
sm  — )  .... 

2 

96.  Si  u  est  l'inclinaison  de  la  droite  LM  sur  AB,  on  a 
LM  :  AB  ^  6«  gr.  LM  :  gr.  AB, 
et,  multipliant  (52)  par  AB  cj.  x\B'di:fgr*  AB, 
(  I )  cj.  AB . LM  %Aa  gr.  AB  gr.  LM  8«. 

Combinant  cette  équipollence  (i)  avec  sa  conjuguée,  il 
en  résulte 

(aj    y^(ABcj.LM  —  cj.AB.LM)ï!t-2gr.  ABgr.  LMsinu, 
(3)         AB  cj.LM  -h  cj.  AB.LM^^agr.  ABgr.LMcostt. 

Si  Ton  change  LM  en  AC,  la  relation  (a)  nous  donne, 
d'après  la  règle  XII,  l'aire  du  triangle  ABC.  Les  équî- 
pollences  (2)  et  (3)  peuvent  être  regardées  comme  des 
conséquences  des  règles  XI  et  X. 

Au  premier  membre  de  la  relation  (3)  on  peut  faire 
subir  une  transformation  telle,  que  tous  les  termes  soient 
réduits  à  avoir  une  inclinaison  nulle,  si  bien  que  Téqui- 
polleuce  se  change  en  une  équation.  On  a,  en  effet, 

ABcj.LM-hcj .  AB .  LM^AB(cj.  AM— cj.  AL)-4-cj.  AB(AM— AL) 

^  (AL  ~  AB  )  (cj.  AL  —  cj.  AB) 

—  (AM— AB)(ci.AM  — cj.AB) 
-~  AL  cj.  AL  +  AM  cj.  AM 

•:A-BL  cj.  BL  —  BM  cj.  BM 

—  ALcj.  AL  •+-  AM  cj.  AM. 


(5o7) 
Ainsi  nous  aurons  (52) 

(4)     2gr,ABgr.LMcos«%&>gr»AM-hgr»BL  — gr>AL  — gr*BM. 

.97.  Si,  aux  règles  rappelées  plus  haut  (61),  nous 
ajoutons  les  définitions  exprimées  par  les  formules  du 
n^  92,  et  les  relations  (3),  (4)  du  numéro  précédent,  nous 
aurons  tous  les  principes  de  la  méthode  des  équipollences, 
appliquée  à  Pétude  des  figures  planes  composées  de 
points,  de  droites  ou  de  circonférences.  Toute  considé- 
ration de  Géométrie  ou  de  Trigonométrie  devient  super- 
flue, parce  que  tout  se  trouve  implicitement  compris 
dans  la  méthode  elle-même  *,  mais  ,  comme  on  ne  peut 
employer  rapidement  un  instrument,  si  simple  qu'il  soit, 
à  moins  qu'un  exercice  répété  n'en  ait  rendu  Tusage  ha- 
bituel, nous  ajouterons  ici  divers  exemples.  On  pourra 
d'ailleurs  les  étudier  seulement  jusqu'au  n^  120,  ou 
même  jusqu'au  n^  109^  et  passer  ensuite  à  la  théorie  des 
courbes  (133),  qui  forme  la  dernière  partie  de  ce 
Mémoire. 

Exercices  sur  le  triangle. 

98.  Problème.  —  Étant  donnés  deux  côtés  CA  =  b 
ijig*  28),  CB  =  a  ei  V angle  compris  C,  déterminer  la 

Fîg.  28. 


distance  CE  =.z  du  sommet  C  àun  point  E  qui  divise 
la  base  dans  un  rapport  donné. 


(5o8  ) 

e 
c 


La  condition  du  problème  est  exprimée  par  AE^d^r  -  AB  ; 
appelant  u  Tangle  ACE,  on  aura 

Isolant  ^e**,  puis  multipliant  par  rëquipollence  conju- 
guée, K  disparait  et  z  est  donné  par  la  relation 


dans  laquelle  (92) 

Si  c  est  la  longueur  du  côté  AB  (et  par  suite  AE= e), 
on  a 

Ainsi,  de  la  précédente  relation  donnant  z^  ^  nous 
pourrons  éliminer  l'angle  C.  Nous  aurons  de  la  sorte 

cz^=z  b^(c  —  e )  -f-  a^e  —  [ce  —  <?), 
ou 

AB.(CE)»=AE.(CB)»  +  ï;B.(CA)»— AB.AE.EB- 

U9.  Théorème.  —  Quels  que  soient  les  points  A,  B, 
C,  • . . ,  e£  les  coefficients  numériques  m,  m',  m"', . . . ,  il 
existe  un  point  G,  tel  que 

lîfGA-f-iw'GB-f-  m" GC -+-... ^iifO. 

Dans  le  cas  de  trois  points  seulement,  les  aires  des 
triangles  GAB,  GBC,  GCA,  ABC  sont  proportionnelles 
aux  coefficients  wP^  m,  m',  m  -f-  m^  -f-  wP. 

Ayant  choisi  arbitrairement  un  point  O  (qui  pourra 
être  un  des  points  donnés  A,  B,. .  •},  il  sera  facile  de 
construire  OG,  de  telle  sorte  que 

(OT-f-/w'-h. .  .)OGïCbi«OAH-m'OB-f-. .,, 


f 
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et,  d'après  la  régie  I,  on  verra  que  le  seul  point  G,  ainsi 
déterminé,  satisfait  à  la  condition  demandée  par  le  théo- 
rème; nous  appellerons  ce  point  le  baty centre  (*)  des 
points  A,  B, . . .  affectés  respectivement  des  coefficicnjLs 
(ou  masses)  /n,  m\ ....  Quand  tous  les  coefficients  sont 
égaax,  G  est  dit  le  barycentre  des  points  A,  B, . . . . 

100.  Si,  de  la  précédente  équipollence  multipliée  par 
cj.OP>  nous  retranchons  sa  conjuguée  multipliée  par 
OP,  nous  obtiendrons 

(iw -4- m' -+-  •..)(OGcj.OP—  cj.OG.OP) 

^m (OAcj.OP— cj.  OA.OP)-H/ii'(OBci.OP— cj.0B.0P)4- . .  . 

De  là,  d'après  la  règle  XII, 

(«i-Mw' -*-... )GOP  = /«  AGP -h //l' BOP -h 

Faisant  coïncider  O,  P  successivement  avec  deux  des 
trois  points  A,  B^  G^  on  a  les  équations 

(/n  -H  m'  H-  //i'')  GBC  ~-=  m  ABC, 
(m  -f-  /7i'  -H  m")  GCA  --  m' BCA, 
(m  -f-  m'  +  m")  GAB  —  /w"CAB, 

qui  démontrent  la  seconde  partie  du  théorème. 

On  fera  attention  (57)  au  signe  négatif  que  prend 
l'aire  d^un  triangle  lorsqu'on  renverse  l'ordre  dans  lequel 
sont  énoncés  les  sommets. 

401.  Problème.  —  De  quels  coefficients  fauUil  affec^ 
ter  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  pour  que  leur  baty- 
centre  soit  le  centre  R  du  cercle  circonscrit? 


(*)  Nous  employons  avec  M.  Bellavitis  ce  mot  de  harjctntre^  plus  la- 
conique et  peut-être  plus  expressif  que  l'expression  centre  de  gravité^ 
dont  il  est  l'équivalent.  {Note  du  Traducteur.) 
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Nous  pourrions  admettre,  comme  choses  très-connues, 
que  Tangle  ARB  {fig^  a8)  est  double  de  ang.ACB  2c=C, 
et  que  Taire  du  triangle  ARB  est  proportionnelle  au 
sinus  de  ARB*,  nous  le  démontrerons  néanmoins  au  moyen 
des  équipollences. 

Pour  exprimer  la  condition  que  R  est  équidistant  des 
trois  sommets,  nous  poserons 

RA  %â*  rs*,     RB  ^  ri?,     RC  %i?  riT. 
Diaprés  la  régie  XII  et  le  n^  51 ,  on  a 

RABdi?^r»(ï*-P  —c-^^)  =  -  sin  (p  —  a), 

et,  d'après  les  règles  IX  et  I,  le  double  de  Finclinaison  du 
côté  CB,  moins  le  double  de  Tinclinaison  de  CA  ou  aC, 
est  donné  par 

GBcj.GA  :  ci.CB.CA^(eP—  Eï)(e--*—  i-t)  :  («Hi—  «-^)(f*—  s-) 

•sue  67"*+  g-T— *  %îo  E^C.      • 

Donc  |3  —  a  =  2C.  De  là,  et  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, nous  aurons 

(i)  sinikA.RA  -h  sin^B.RB  +  8ÎnaG.RG«â;o. 

102.  Problème.  —  Déterminer  Vintersection  com- 
mune H  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC  (Jig*  28). 

La  condition  que  GH,  BH  soient  perpendiculaires  aux 
côtés  AB,  CA  est  exprimée  par 

équipollences  au  moyen  desquelles  nous  devrons  déter- 
miner m  et  71.  Nous  éliminerons  d'abord  le  point  in- 
connu H,  ce  qui  donnera 

v'CB^/iAB  — lîiGA, 


(5ii  ) 
puis,  au  moyen  de  la  conjuguée,  nous  obtiendrons 

v/(CBcj.CA-i-cj.CB.CA)^7i(ABcj.CA  — cj.AB.CA). 

Par  les  formules  (3),  (2)  du  n°  96,  ou  bien  par  les 
règles  X  et  XI,  la  valeur  de  n  se  réduira  à  une  expres- 
sion trigonomëtrique.  Écrivant  GB  —  CA  à  la  place  de 
Â6,  on  trouve 

;i=V^(CBq.CA-hc3.CB.CA)  :  (CBcj.CA  — cj.CB.CA)  =  cotC. 

■. 

Donc  CH  est  égal  au  côté  A6  divisé  par  la  tangente 
de  r angle  opposé  G.  Le  point  H  n'eût  pas  changé  si  l'on 
avait  cherché,  au  contraire,  l'intersection  des  droites 
GH,  AH,  perpendiculaires  aux  côtés  opposés. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N»  102. 

Thâorême.  —  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  même 
point. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  sans  chercher  à  déterminer  le  point 
commun,  et  sans  avoir  besoin  de  recourir  aux  expressions  conjuguées. 
.Soit  H  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  CH  et  BH,  abaissées 
respectÎTement  sur  AB  et  CA.  On  aura 

(i)  *  /CH  A  n  AB,     /BH  A  mCA. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  AH  est  perpendiculaire  à  BC,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

/AH  A  /BC, 
l  étant  un  nombre. 
Or  les  équipoUences  (i)  peuvent  s'écrire 

/(AH  —  AB  —  BC)  A  n  AB, 
/(AH  —  AB)  A  —  m  AB  —  mBC. 

En  éliminant  AB  entre  ces  deux  relations,  on  trouve 
(î)  /AHA— ---BC. 

AH  est  donc  bien  perpendiculaire  à  BC,  et  le  coefficient  /  dont  il  est 

parlé  ci-dessus  est 

I  —  mn 

/  := 7 

7/î  -+-  « 
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ce  qui  donne  entre  les  trois  coefficients  la  relation  remarquable 

Im  -+-  mn  -i-  nl  =  i. 

Cette  relation  peut  prendre  la  forme 

gr.AHgr.BH       gr.BHgr.CH       gr.CHgr,AH_ 
gr.BCgr.  CA'*"gr.CAgr.AB  "*"  gr.  ABgr.BC  ""'' 
ou 

gr.  AH  gr .  HB  gr.  BA  -f-  gr.  BH  gr .  HC  gr.  GB  -f-  gr.  CH  gr.  HA  gr.  AC 
=  gr.  AB  gr.  BC  gr.  CA , 

c'est-à-dire  qÉc  la  somme  des  produits  des  côtés  des  triangles  HAB,  HBC, 
HCA,  pris  séparétHentt  est  égale  au  produit  des  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

103.  Si  l'on  a 

AB^tangCVCHy 

BG^tangA.v/AH, 

CA^tangBVBH, 
TéquipoUeuce 

BC-f-CA  +  AB^o 
nous  donne 

(2)  uogA.HAH- tangB.HB+ UngC.HG^o. 

Les  équîpoUences  (i),  (a)  nous  montrent  .de  quels 
coefficients  il  faut  afTecler  les  sommets  du  triangle,  pour 
que  leur  baryceptre  soit  le  centre  R  du  cercle  circonscrit, 
ou  bien  le  point  de  rencontre  H  des  trois  hauteurs. 

104.  Rapportons  ce  point  H  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit. D'après  ce  qui  a  été  exposé  au  n^  101,  nous  au- 
rons 

AB^r(»f-,'),     tengC^^j^."'^^     [92(4)]. 

Par  suite, 

CH  çAf  r(e?  -f-  •«)  A  RB  -h  RA, 

relation  exprimant  que  CH  est  double  de  la  distance  du 


r 
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centre  R  au  côte  AB,  on  en  conclut  l'équipoUence  re- 
marquable 

(3)  RH^RA  +  RB  +  RG. 

Si  G  est  le  barycentre  des  points  A,  B,  C  (et  il  est  ap- 
pelé alors  en  même  temps  barycentre  du  triangle),  on  a, 
quel,  que  soit  R, 

3RG^RA  +  RB  +  RG; 
donc 

RH<^3RG, 

c'est-à-dire  que,  dans  tout  triangle,  le  barycentre  est 
situé  au  tiers  de  la  droite  qui  va  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

105.  Voici  une  conséquence  bien  facile  de  Téquipol- 
lence  (3).  Si  a  la  circonférence  de  centre  R  appartient 
un  quatrième  point  D,  et  si  Ton  fait 

RI^RA  +  RB  +  RD, 
RL  «A^  R  A -4- RD  +  RG, 
RM«â«RD  +  RB  +  RG, 

I,  L,  M  seront  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des 
triangles  ABD,  ADC,  DBC.  H  résulte  de  ces  équipol- 
lences  que 

HI^RI-RH^CD,     HL^BD,     HM^AD« 

Par  suite,  la  figure  HILM  est  égale  à  DCBA  et  sem- 
blablement  placée. 

i06.  Les  quatre  points  A,  B,  C,  H  sont  liés  entre  eux 
par  cette  propriété,  que  la  droite  qui  joint  deux  d'entre 
eux  est  perpendiculaire  à  celle  qui  passe  par  les  deux 
autres.  SoiiO  {Jig,  39)  leur  barycentre,  c'est-à-dire  (99) 
soit  qu'on  ait 

OA  -H  OB  •+  OC  +  OH  *^  o. 

Ann,  de  Btathémat.,  a*  série,  t.  Xli.  (Novembre  1873.)      33 


(  5i4  ) 

A  Téquipollence  (3)  on  peut»  au  moyen  de  la  règle  I, 
donner  la  forme 

sOEtiî^OA  -f-  OB  -4-OC  —  OH; 

par  suite, 

OR  ^  HO. 

Pareillement,  si  Ri,  R^,  Rs  sont  les  centres  des  cercles 
circonscrits  à  HBC,  AHC,  ABH,  on  aura 

OR.^AO,    OR,%AfBO,     OR,%^GO. 

La  figure  R,  Ri,  Rs,  Rs  est  égale  k  HABC  et  semblable- 
ment  placée;  chaque  côté  de  l'une  de  ces  figures  divise 
perpendiculairement  un  côté  de  l'autre  en  parties  égales; 
A  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  Ri  Rt  Rs, .  •  • . 

107.  Le  point  O  ci-dessus,  qui  se  trouve  déterminé 
par  l'équipoUence 

(4)  R0tAfiRH-jl:f|RG^^(RA4-RB4-RC), 

est  digne  de  remarque.  Le  point  milieu  A^  du  côté  BC 

est  donné  par 

RA»%Aei(RB4-RC); 

par  suite, 

0A«%i?~^RA. 

Donc  les  points  A®,  B»,  C«  sont  sur  une  circonférence 
de  centre  O  et  d'un  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  de  la 
circonférence  ABC. 

Sur  cette  même  circonférence  A^B^^O,  le  point  A\ 
diamétralement  opposé  à  A^,  sera  le  milieu  de  AH  (puis- 
que O  est  le  barycentre  des  quatre  points  A,  B,  C,  H)  ;  en 
effet,  réquipoUence 

OA'-A  — OA^'rii-iRA 

donne 

OA'^ ;  (OA  —  OR)%^|(OA  4-  OH), 
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car  (106) 

—  OR^OH. 

Tout  angle  droit  A*  Ai  A'  est  incrit  dans  la  demi- 
circonférence  de  centre  O,  et,  par  suite,  cette  circonfé- 
rence passe  aussi  par  Ai*  Donc  : 

Pour  tout  triangle  ABC,  il  existe  un  cercle  (dont  le 
rayon  est  la  moitié  de  celui  du  cercle  circonscrit)  qui 
coupe  les  côtés  en  leurs  points  milieux,  et  passe  aussi 
par  les  pieds  des  trois  hauteurs  du  triangle  ;  U  diydse,  en 
outre,  en  deux  parties  égales  ces  perpendiculaires  AH, 
BH,  CH,  terminées  à  leur  point  commun  d^ intersection. 
Son  centre  est  situé  au  milieu  de  la  droite  qui  unit  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  point  d'intersection  H 
des  trois  hauteurs, 

108.  PnoBLÈME*  —  Déterminer  le  centre  P  du  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  ABC  (fig*  ^9). 

Les  triangles  PAB,  PBC,  PCA,  ayant  des  hauteurs 
égales,  sont  proportionnels  à  leurs  bases,  lesquelles  sont 
elles-mêmes  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  oppo- 
sés; par  suite  (99),  on  a 

(5)  sinA.PA  H-  sinB.Pfi  +  sinC.PC^o. 

Nous  pourrons  exprimer  les  relations  (i),  (a),  (5),  en 
disant  que  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  point  de 
rencontre  des  trois  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  in^ 
sent  sont  les  harycentres  des  sommets  du  triangle^ 
affectés  de  coefficients  respectivement  proportionnels 
aux  produits  des  sinus  par  les  cosinus,  aux  tangentes, 
ou  aux  sinus  des  angles  opposes» 

Les  arcs  BC,CA,  AB  du  cercle  circonscrit  étant  divisés 
par  moitié  eu  A^^,  B^%  C^%  le  centre  P  du  cercle  inscrit 

33. 
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est  le  point  de  rencontre  des  droites  AA®%  BB**,  CC**, 
lesquelles  sont  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle 

Fij.  99. 


^00^00(^00.  p  çgj  donc,  par  rapport  à  ce  triangle,  ce 
qu*est  H  par  rapport  à  ABC,  et,  par  suite,  la  rela- 
tion (3)  nous  donne 


(6) 


RP  %fie  RA»*  +  RB"  -h  ko: 


Si  Ton  n'avait  pas  voulu  profiter  de  ces  faciles  consi- 
dérations géométriques,  les  formules  du  n®  101  nous 
eussent  conduit  directement  à  Téquipollence  {6),  à  la- 
quelle on  peut  donner  la  forme 

A"  P  ^  C*'  B**  %i*  B*'  €•• , 

C^S  B^S  A®'  étant  les  points  diamétralement  opposés  à 
eo,B«%  A^\  Ces  points,  de  même  que  C^%  B^%  A»% 
divisent  aussi  en  parties  égales  les  arcs  AB,  CA^  BC,  et 
Ton  a  trois  autres  points  Pi,  Pt,  Ps,  équidistants  des 
côtés  du  triangle  ABC,  et  qui  sont  les  centres  des  cercles 
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exinscrits.  Ils  sont  fournis  par  les  équipoUences 

RP,  «=4-  R A"  -4-  RB»«  -4-  RC»'  ^  RA^  —  RB"  —  RC~ 
RP,  -rA^  —  RA'»  -4-  RB»«  —  RC", 
RP,  ^  -  RAw  —  RRw  4-  RC«\ 

Elles  nous  montrent  que  A<»%  B'»^  C<»%  A",  B^*,  C* 
sont  les  milieux  des  distances  PP| ,  PPt^  PP»,  Ps  P»,  Pi  Pj, 
P,  Pi,  et  que 

(7)  RP%âeRPi  +  RP,  +  RPs^o, 

c'est-à-dire  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  est  le. 
barycentre  des  quatre  centres  des  cercles  inscrit  et  ex- 
inscrits. 

Ce  que  les  points  H,  O  sont  par  rapport  au  triangle 
ABC,  les  points  P,  R  le  sont  par  rapport  au  triangle 
PiPtPi9  et,  sur  la  droite  PR,  on  pourrait  également 
déterminer  les  points  qui  seraient,  par  rapport  au  second 
triangle,  ce  que  sont  G,  R  par  rapport  au  premier. 

109.  Cherchons  k  déterminer  par  voie  directe  le 
rayon  p  du  cercle  inscrit,  au  moyen  de  celui  r  du  cercle 
circonscrit.  Si  les  inclinaisons  a,  (3,  y  (101)  sont  ran- 
gées par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  côtés  AB,  BC,  CA  seront 

p<  '  ,  /7S  *  ,  — ;7s  *  •  Puisque  le  pied  de  la  première 
tombe  sur  la  droite  AB,  dont  les  extrémités  sont  don- 
nées par 

RA  %&/••%    RB«â^rfi% 

on  devra  avoir  (  44) 

RP  +  /»t  '  %A*(l  —  !»)/•• -4- /wr«% 

OU 

•+* 

RP+A'i  »    —ri* 


iP  — 


'éemn 
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Le  premier  membre  doit  donc  être  éqaipoUent  à  son  con- 
jugué 

_  «+P  «+? 

cj.  RP-f-;>t      '  —  rg—  ^j^  c*-*-Pcj.RP  -f-p<  '  —  r%^ 

d'où 

De  la  même  manière,  les  deux  autres  perpendiculaires 
donneront 

rkp^r\t  "  4-«  *  /— «"   *  RP  — i  »  cj.RP, 

—  2/>%^r(f  »   4-f  >  7— «      '  RP—  c  »  cj.RP. 

Dans  ces  trois  équipoUences,  nous  considérerons  RP, 
cj.  RP,  a^,  comme  trois  inconnues  différentes,  et  nous 

trouverons 

8  *  -4-f  >  — «  *  y, 

toA-rX        î:i?       t:^       ê^       ï^       ^^       ^=^ 
(8)    a  (  ^--^  IhA^i»   -hs»   4-1'   -f-«*   —«'   — «  *', 


c'est-i-dire 


~  -h  I  =:  cosC  H-  cosB  -4-  cosA. 


n  est  facile  de  reconnaître  que  rcosC  est  la  distance 
de  R  au  côté  AB;  nous  le  démontrerons  en  observant 

que  r\  e  '  +  <  '  /  ne  difi%re  qu'en  direction  de 

r(«*-h«^)^RA4-RB, 

laquelle  expression,  à  cause  de  gr.RA  =  gr.RB,  est 
double  de  cette  distance. 


(5.9) 
Noos  avons,  en  outre, 

2»*  /  i±i         t±l         ï±î\  /  -î±f         ~t±I         -î±±\ 

%A?-^RPcj.RP. 

Par  suite,  la  somme  des  rayons  r,  p  des  cercles  cir- 
conscrit et  inscrit  est  égale  (104)  à  la  demi-somme 
des  distances  des  sommets  du  triangle  au  point  de  ren- 
contre H  des  trois  hauteurs,  et  la  distance  RP  de  leurs 
centres  est  moyenne  proportionnelle  entre  r  etr —  ap. 

{J  suwre.) 


SilR  LB  TfiTRiiDRB-, 

Par  m.  Absl  TRAIVSON. 


Entre  le  triangle  [trigone)^  qui  est  le  plus  simple  des 
polygones,  et  le  tétraèdre,  qui  est  le  plus  simple  des  po- 
lyèdres, il  existe  plusieurs  analogies  dont  Tune,  que  je 
présenterai  à  la  fin  de  cette  Note,  n^a  pas  été,  que  je  sache, 
remarquée  jusqu'ici . 

Comme  il  y  a  pour  le  triangle  trois  équations  expri- 
mant que  chacun  des  côtés  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
jections des  deux  autres  sur  lui-même,  il  y  a,  pour  le 
tétraèdre,  quatre  équations  exprimant  que  chacune  des 
faces  est  égale  à  la  projection  des  trois  autres  sur  elle^ 
même* 

Soient  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ÂBCD,  repré- 
sentées par  a,  &,  c,  d\  et  soient  représentés  chacun  dea 
angles  dièdres  par  son  arête,  qui  est  en  même  temps 
Tune  des  arêtes  du  tétraèdre,  de  sorte  que  A6  r^pr?^çnter|^ 


(  Sao  ) 

Pangle  diAdre  qui  est  entre  les  faces  c  et  ^;  ÂC  Tangle 
entre  d  el  b^  etc.;  on  a  les  quatre  équations 

a=z  b  cosCD  -h  c  cosDB  ■+■  <f  cosBC, 
b  ==  ccosDA  -4-  rfcosAC  +  «cosCD, 
c  =  i/cosAB  -+■  a  cosBD  +  b  ccsDA, 
d=:za  cosB€  +  b  cosCA  +  e  ces  AB. 

Or  OD  peut  déduire  de  ces  équations  des  résultats  ana]o« 
gués  à  ceux  que  procurent  les  trois  équations  du  triangle. 
Premièrement,  —  Si  l'on  élimine  les  trois  angles  ad-- 
jâcents  à  une  même  face,  on  obtient,  pour  le  carré  de 
cette  face,  la  formule 

fl'  =  ^'  -h  c»  -h  rf*  —  acr/cosAB  —  !idb  cosAG  —  2^c  cosAD, 

ce  qui  correspond  à  la  formule  pour  le  côté  du  triangle 
en  fonction  des  deux  autres  côtés  et  de  Fangle  qu'ils 
comprennent. 

Deuxièmement.  —  Les  quatre  équations  du  tétraèdre 
étantbomogènes.etdu  premier  degrépar  rapport  auxfaces, 
on  peut  éliminer  celles-ci  ;  et,  par  le  simple  développe- 
ment d'un  déterminant  symétrique,  on  obtient  la  relation 
qui  existe  entre  les  six  angles  dièdres  d'un  tétraèdre,  re- 
lation donnée  autrefois  dans  les  Noux^elles  Anncdes 
(1846,  p.  374)9  d'après  un  article  de  M.  L.  Clausen,  iu- 
séré  en  i83a  dans  le  Journal  de  CreUe  (t.  VIII,  p.  i38); 
mais  déjà,  antérieurement,  ainsi  que  Ta  fait  remarquer 
M.  Terquem,  cette  relation  avait  été  donnée  dans  les 
Annales  de  Gergonne (t.  YI^  p.  a53,  i8i5-i8t6),  par 
Bérard,  alors  professeur  au  lycée  de  Besançon  {*). 

Troisièmement,  —  Chaque  face  du  tétraèdre  est  pro- 
portionnelle à  une  certaine  fonction  des  éléments  de 

(*)  La  même  relation  est  donnée  sous  forme  d'un  déterminant,  et 
comme  cas  particulier  d'une  relation  polyédrométrique  très-générale, 
par  M.  le  D>"Baltzbr  (Théorie  des  déterminants,  trad.  Ho6el,  p.  217). 
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Tangle  trièdre  qui  lui  est  oppose,  ce  qui  constitue  une 
belle  analogie  avec  cette  propriété  du  triangle,  que  les 
côtés  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 
Voici  ce  qu'il  en  est  :  j'appellerai  PA  la  demi-somme 
des  angles  dièdres  qui  composent  Tangle  trîèdre  A,  de 

« 

sorte  qu^on  aura 

aPA  =  AB  +  AC  +  AD. 

Cela  posé,  la  formule 

V^cosPA  C08  ( PA  —  AB)  cos (  PA  —  AC)  cos  { PA  —  AD ), 

impliquant  exclusivement  les  éléments  du  trièdre  A,  on 
peut,  sans  ambiguïté,  la  désigner  par  le  symbole  ^(A), 
et  Ton  voit  ce  que  seront  respectivement  f  (B),  <f  (C), 
f  (D).  Or  une  combinaison  convenable  des  quatre  équa- 
tions du  tétraèdre  conduit  aux  égalités  suivantes  : 

41     _     ^     c     d 

^  ""  "^  -  ^)  ~  ;(D)  ' 


TOÉORÉMB  D  AR1THM0L06IB-, 

Par  m.  Bisni  ANDRÉ. 


i.  Théorème.  —  Les  nombres  A,  B,  a,  ^,  étant  des 
entiers  supérieurs  à  zéro,  si  la  somme 

A-  +  BP 

est  un  nombre  premier,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  a  et  ^  est  l* unité  ou  une  puissance  de  a. 

En  effet,  s'il  n'en  était  point  ainsi,  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  admettrait  un  facteur  impair  Xr,  supérieur 
k  Tunité  ;  on  aurait 
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La  somme  considërëe  pourrait  s'écrire 

sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  qu'elle  serait 
divisible  par 

elle  ne  pourrait  donc  être  un  nombre  premier. 

2.  Corollaire.  —  Si  la  somme 

A«4-i 

est  un  nombre  premier,  a  est  égal  à  V unité  ou  à  une 
puissance  de  a . 

En  effet,  cette  nouvelle  somme  peut  s'écrire 

et  ce  est  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  considéré 
dans  le  théorème  précédent. 

3.  Remarque.  —  Ce  corollaire  est  connu  depuis  long- 
temps ;  mais  le  théorème  qui  précède  me  semble  nouveau. 

GORRESPOmANCB. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.  A.  de  Saint-Germain  à 
M.  Gerono,  rédacteur  des  Nouvelles  Annales. 

Monsieur, 

Il  est  peut-être  utile  d'indiquer  quelques  réserves  i 
faire  au  sujet  de  questions  résolues  dans  le  numéro  d'oc- 
tobre dernier. 

Sur  la  question  56,  M.  Brocard  dit  :  Considérons  une 
droite  intérieure  à  un  cône  et  partant  de  son  sommet  ; 
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il  est  évident  que  tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite 
rencontrera  les  génératrices  da  cône,  et  les  droites  du 
système  qui  leur  sont  parallèles.  Rien  n'est  moins  évi- 
dent^ car  soit  un  cône  droit  dont  Tangle  au  sommet  soit 
de  lao  degrés;  tout  plan  dont  Taxe  forme  avec  l'axe  du 
cône  un  angle  compris  entre  3o  et  60  degrés  sera  paral- 
lèle à  deux  génératrices  et,  par  suite,  à  deux  droites  du 
système,  à  moins  que  celles-ci  ne  se  rencontrent  et  que 
le  plan  ne  les  contienne  toutes  deux.  D'ailleurs,  le  tbéo- 
rème  énoncé  n'est  pas  vrai  sans  restriction  ;  que  le  sys- 
tème donné  comprenne  les  génératrices  de  deux  parabo- 
loïdes,  il  n'^y  a  pas  de  plan  qui  ne  soit  parallèle  à  deux 
droites  au  moins. 

Sur  la  question  103i,  la  relation  segmentaire  indiquée 
pour  que  les  plus  courtes  distances  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  gauche  se  coupent  est  bien  exacte;  mais, 
comme  elle  est  vérifiée  pour  tous  les  couples  de  droites 
EF,  GH,  qui  se  rencontrent,  on  désirait  peut-être  une 
condition  plus  spéciale  aux  perpendiculaires  communes. 
Ainsi,  en  menant  par  un  point  des  parallèles  aux  quatre 
côtés  et  des  normales  aux  plans  déterminés  parles  paral- 
lèles à  chaque  couple  de  côtés  opposés,  ces  six  droites 
doivent  être  sur  un  cône  du  second  degré.  Cette  condition 
est  intéressante,  en  ce  que  les  longueurs  des  côtés  n'y  in- 
terviennent pas;  mais  il  y  en  a  sans  doute  d'autres  plus 
élémentaires  et  plus  remarquables. 

A  propos  de  rectification,  je  dois  m'excuser  moi-même 
au  sujet  de  la  dernière  phrase  d'un  petit  article  paru  en 
août  dernier  ;  je  dis  (p.  357)  :  que  le  centre  de  l'ellipse 
est  le  pôle  de  la  droite  P  =  o...;  en  réalité,  il  est  le 
pôle,  par  rapport  à  chaque  couple  de  tangentes,  de  la 
droite  qui  va  de  leur  point  de  rencontre  à  l'intersection 
de  la  troisième  tangente  et  de  la  droite  P  =  o.  J'avais, 
du  reste,  prié  M.  Brisse  de  faire  supprimer  cette  der- 
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nière  phrase,  et,  s^il  Ta  oublié,  c'est  que  la  chose  était  de 
très-minime  importance. 

Vous  trouverez  peut-être,  Monsieur  le  rédacteur,  quMl 
serait  utile  de  rapprocher  ces  observations  des  articles 
auxquels  elles  se  rapportent;  je  vous  en  laisse  juge. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M,  Gambejr.  —  Ma  solution 
de  la  question  1067  est  erronée,  parce  que  j'ai  négligé, 
dans  l'expression  de  Taire  de  Tellipse,  l'influence  du 
terme  constant  de  l'équation  réduite. 

En  dérivant,  par  rapport  à  A,  l'expression  du  produit 
des  axes,  on  arrive  à  une  équation  du  troisième  d^ré 
qui  donne,  dans  le  cas  particulier  où  les  segments  X,  X', 
fx,  fi'  ont  les  valeurs  i,  a,  a  et  3,  les  racines 

h'  =3, 

mais,  comme  on  doit  avoir  h  <^  ^7â,  il  faut  prendre  la 
racine  3. 

J'ai  calculé  les  valeurs  de  Taire  pour  les  valeurs  o,  i, 
a,  3,  3,1  de  A,  et  j'ai  trouvé  qu'elle  est  proportionnelle 
aux  fractions  suivantes  : 

49       900        9        4        2078600 
27       i33i       32      27       13651919 

formant  une  suite  décroissante  jusqu'à  Tavant-demière 
inclusivement,  de  sorte  que  le  minimum  de  Taire  est 
donné  par  la  valeur  A  z=  3.  Il  est,  du  reste,  évident  que 
Taire  augmente  quand  h  décroît  au-dessous  de  zéro. 
Voici  l'équation  du  troisième  degré  en  question 

4A»--4(>-hV)(pi-hfx')A« 

-4-  [3f*fi'(i  H-  l'y  +  3xv(ft  -h  tt')»-  4uVf*']  A 

~  2U' fiipi'(X  4.  V)  (fi  4.  il')  =  o. 
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Noie  du  Rédacteur.  —  M.  Bourguet,  en  m' informant, 
de  même,  de  Terreur  qui  s'est  glissée  dans  la  solution 
de  la  question  1067^  m'a  de  plus  adressé  une  autre  so- 
lution de  la  question  dont  il  s*agit  j  elle  sera  prochaine- 
ment publiée. 

Lettre  à  M.  Ad.  Quetelet,  sur  diverses  questions  de 
Mathématiques, par  M.  Genocchi,  professeur  à  VVrur 
versité  de  Turin  {*). 

Nous  transcrivons  ici,  en  entier,  la  dernière  page  de  ce 
remarquable  écrit  : 

«  Je  ne  parlerai  point  de  la  Géométrie  à  n  dimensions;  ce 
n*est  que  de  l'Analyse,  sous  des  noms  empruntés  à  la  Géométrie* 
Cette  étude  remonte  aux  lieux  analytiques  At  Cauchy,  qui,  du 
moins,  ne  cherchait  pas  à  cacher  sa  pensée  et  à  donner  le  change 
par  des  dénominations  absurdes  (voir  Comptes  rendus^  1847» 
t.  XXIV,  p.  885).  Au  moyen  de  ces  espaces,  dont  nous  ne  pou- 
vons avoir  aucune  idée,  et  aussi,  peut-être,  au  moyen  de  la 
considération  des  points  et  des  lignes  à  distance  infinie,  ou  ima- 
ginairesy  dont  je  crains  que  les  modernes  n'aient  un  penabaséf 
on  dépouille  la  Géométrie  de  ce  qui  forme  son  meilleur  avan- 
tage et  son  charme  particulier,  de  la  propriété  de  donner  une  re- 
présentation sensible  aux  résultats  de  l'Analyse,  et  l'on  remplace 
cette  qualité  par  le  défaut  contraire,*  puisque  des  résultats  qui 
n'auraient  rien  de  choquant,  sous  leur  forme  analytique,  n'of- 
frent plus  de  prise  à  l'esprit  ou  paraissent  absurdes  lorsqu'on 
les  exprime  par  une  nomenclature  géométrique,  supposant  des 
points,  des  lignes  ou  des  espaces  qui  n'ont  aucune  existence 
réelle,  et  dont  l'admission  répugne  au  bon  sens  ou  dépasse  l'in- 
telligence. » 

(*)  Extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgiqucy  i*  série, 
t.  XXXVI,  n»  8;  août  1873. 
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Novembre.  —  Vite  di  matematîci  arabi  tratte  da  un'  opéra 
inedita  di  Bernardino  Baldi,  con  note  di  M.  Steinschneider. 

DicEMBEE.  —  Vite  di  matematici  arabi  tratte  da  un*  opéra 
inedita  di  Bernardino  Baldi,  con  note  di  M.  Steinschneider 
(fiue). 

Intorno  ad  una  Lettera  del  sig.  conte  L.^F.  Menabrea,  Ap^ 
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QUESTIONS. 


1119.  Parmi  les  triangles  rectangles,  on  sait  qu'il  en 
est  une  infini  té  dont  lescôtés  sont  mesurés  par  des  nombres 
entiers. De  même,  parmi  tous  les  triangles  ayant  un  même 
angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  supposés  commen- 
surables,  il  en  est  une  infinité  dont  les  côtés  sont  en 
nombres  entiers. 

Parmi  les  tétraèdres  dont  un  des  angles  solides  est  tri- 
rectangle,  il  n'en  est  aucun  dont  toutes  les  arêtes  soient 
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mesurées  par  des  nombres  entiers  ]  mais  il  en  est  une  infi- 
nité dont  les  quatre  faces  ont  leurs  aires  mesurées  par  de 
tels  nombres.  (Abel  Transoiv.) 

1120.  Construire  géométriquement  une  hyperbole 
équilatère  connaissant  le  centre,  une  tangente  et  un  point. 

(A.  nB   SAlHT-GE&MÀItf.) 

1121.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  ayant 
une  eictrémité  de  Taxe  focal  en  un  point  donné,  et  tou- 
chant une  droite  en  un  autre  point  donné. 

(A.  DE   SAlMT-GERMÀIfr.) 

1122.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  hyperbo- 
liques passant  par  deux  droites  non  dans  un  même  plan 
est  un  conoïde  droit ^  chercher  ses  sections  par  des  plans 
parallèles  à  son  axe.  (A.  de  Saint-Germàih.) 

1123.  Les  conditions  pour  que  Thyperboloïde 

afz  -f-  bzx  -4-  exy  -+■  abc  =:  o 

soit  de  révolution  sont,  X,  fz,  v  étant  les  angles  des  axes 
et  a,  i,  c>o, 

a  b         c 

1  —  COS>  I  — COSfA  1  —  cosv 

On  propose  d'interpréter  géométriquement  ces  relations. 

(A.  DE  SÂiNT-GEaicÀiir.) 

ERRATA  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHROS. 


Page  102,  log  58a44  •  ^^  ^^^  ^^  4>76Si5i2,  lise* 
497652513. 

Cette  faute  typographique  a  été  signalée  par  M.  Victor 
Pluzanski. 
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EXPOSITION  DE  U  MÉTHODE  DES  ÉODIPOLLSIIGES 

(  satto,  voir  aite*  tooM,  p.  soi  )  ; 

PAa  M.  G.  BELLAYITIS. 

(Traduit  de  Titalien  par  M.  Laisakt,  capitaine  du  Génie.) 


HO.  Problème.  —  Déterminer  le  bary centre  F  du 
périmètre  d^un  triangle. 

Le  barjcentre  du  côté  AB  est  en  son  point  milieu  C^  \ 
par  suite,  la  somme  géométrique  de  toutes  les  droites 
joignant  un  point  quelconque  F  à  tous  les  éléments  in- 
finiment petits  de  ce  côté,  éléments  dont  le  nombre  est 
proportionnel  à  la  longueur  c,  sera 

cFC»^-(FA-f-FB). 

On  peut  en  dire  autant  pour  les  deux  autres  côtés 
BC  =  â,  Câ  =  i;  et,  pour  que  F  soit  le  barjcentre  de 
Tensemble  de  ces  trois  côtés,  on  devra  avoir  (99) 

(9)         (^-!-c)FA-H  (cH-a)FB -f.  (a-4- i)FC%ieo. 

Pour  rendre  tout  i  fait  directe  et  facile  la  manière 
d^employer  cette  équipoUence,  il  convient  (au  moyen  de 
la  règle  I)  de  rapporter  tous  les  points  à  un  point  arbi- 
traire O;  alors  Téquipollence  (9)  devient 

2(a4-*4-c)0F^(^4-c)0A-+-  (c  +  «) OB  +  (a -4-  ^)  OC. 

La  formule  (5)  du  n^  108,  en  raison  de  la  proportionna- 
lité des  côtés  a,  &,  c  aux  sinus  des  angles  opposés,  devient 

(a  4-  ^  -*-  c)OPd!^flOA-f-  *0B  -t-  cOC. 
Ann.  de  Mathémat,,  t.  XH,  3«  lérie.  (Décembre  1873.)     34 
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Par  mile, 

aOF  -^  OP  ^  OA  -h  OB  +  OC  %^ 3ÛG, 

G  étant  le  barycentre  des  trois  poiala  A,  B,  C.  Chan- 
geant O  en  F,  on  a 

<io)  FP«&»3FG, 

relation  qui,  combinée  avec  la  formule  (3)  du  n^  i04, 
RH4â#3RG,  donne  aussi 

(il)  HP%&2FR. 

Par  suite,  dans  tout  triangle,  le  barycenlre  G  est  au 
tien  de  la  droite  qui  va  du  baiy  centre  F  du  périmètre 
au  centre  P  du  cercle  inscrit,  et  la  droite  menée  entre 
V intersection  ^  des  trois  hauteurs  et  le  centre  du  cercle 
inscrit  est  équipollente  au  double  de  celle  menée  entre 
le  barycenire  du  périmètre  et  le  centre  R  du  cercle  cir- 
conscrit. 

\\i.  On  pourrait  aussi  démontrer  <{ue  F  est  le  point 
nûliea  de  la  droite  joignant  H  au  centre  du  cercle  qui 
passe  par  les  centres  Pi,  Pt,  Ps  des  cercles  exinscrits  au 
triangle  ABC.  Les  relations  (3),  (4)9  (^o),  entre  les 
points  R,  H,  G,  O,  P,  F,  permettent  de  les  déterminer 
lorsqu'on  en  connaît  trois  seulement,  indépendants  entre 
eux* 

1 IS.  Des  relations  analogues  existent  par  rapport  aux 
barycentres  Fi,  Fs,  Fs  des  trois  côtés  du  triangle,  lors- 
qu'on affecte  les  éléments  infiniment  petits  de  Tun  des 
côtés  d'un  coefficient  négatif.  Comme  au  n^  106,  on 
trouve  que  la  figure  FFiF^Fg  est  semblable  à  la  figure 
PPiPsPs^  les  côtés  de  la  première  sont  les  moitiés  de 
ceux  de  la  seconde^ 
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Exerd'oes  sur  les  aires  polygonales^ 

113.  Problème.  —  Exprimer  le  produit  des  aires  de 
deux  polygones  au  moyen  des  distances  entre  les  sosn-^ 
mets  de  Vun  et  ceux  de  V  autre  * 

Dans  le  cas  de  deux  triangles  ABC,  LMN^  la  ré* 
gle  XII  (57)  nous  donne  le  produit  cherché  au  moyen 
d'une  équîpollence  que  Ton  pourrait  bien  construire, 
mais  qi^'il  ne  serait  pas  facile  de  calculer,  parce  que  les 
termes  représentent  des  droites  non  parallèles;  fort  heu- 
reusement, elle  peut  se  résoudre  en  quatre  de  ces  binômes 
que  DOus  avons  vus  (96)  être  réductibles  à  des  termes, 
tous  d'inclinaison  nulle.  L'équipollence  se  convertit  de 
la  sorte  en  Téquation  désirée.  Voici  le  calcul  : 

lôABC.LMN'd^:?— (ABcj.AC  — cj.AB.AC) 

X  (LM  cj.LN  —  cj.  tM  .LN) 

^ABcj.ACcj.LM.LN  +  cj.AB.AC.LMcj.LN 

— ABcj.AC.  LM  cj.LN— cj.AB.ACcJ.LM.LN 
%Ûrf(ABcj.LM-f-cj.AB.LM) 

X  (AC cj.LN  -+-  cj.  AC.LN) 
.      — (ABcj.LN  +  cj.AB.LN) 

X(ACcj.LM-+-cj.AC.LM) 
%^  (gr»AM  4-  gr-BL  —  gr^AL  —  gr^BM) 

X  (gr^AN  -h  gr»CL  —  gr»AL  —  gr»CN) 
—  (gr'AN  +  gr'BL  —  gr»AL  —  gr'BN) 

X  (gr^AM  +  gr»CL  —  gr»  AL  —  gr'CM). 

Dans  le  développement  du  dernier  membre,  les  termes 
dépendant  des  côtés  AB,  LM  se  réduisent  aux  deux  seuls 

gr>  AL  gr»BM  —  gr'AM  gr>BL, 

ei  un  binôme  analogue  s'obtient  pour  chaque  oondDi* 

34. 
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naison  d'un  côté  du  triangle  ABC  avec  un  côté  du  tnan«- 
gle  LMN,  étant  bien  entendu  que  les  côtés,  dans  les  deux 
triangles,  doivent  être  pris  dans  le  même  sens. 

Le  produit  des  aires  des  deux  triangles  est  ainsi  donné 
par  un  polynôme  de  dix-huit  termes,  qui  peut  s'exprimer 
symboliquement  comme  il  suit  : 

(i)     i6 ABC.LMN  =  ( AB  -f-  BC  -f-  CA)  (LM  -h  MN  -f-  NL), 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  second  membre, 
on  substitue  à  chaque  produit  ÂB.LM  le  binôme 

(AL.BM)»  — (AM.BL)^ 
114•  Si  au  triangle  ABC  est  adossé  un  autre  trian- 
gle ACD,  de  sorte  qu'ils  forment  ensemble  le  quadri- 
latère ABCD,  on  aura  la  valeur  de  i6ABCD.LMN,  en 
ajoutant  au  premier  facteur  du  second  membre  de  (i)  les 
termes  AC+CD  +  DA.  Or  les  binômes  qui  résultent  du 
termeAC,etquîsont,parexemple,  (AL.CM)'— (AM.CL)*, 
détruisent  évidemment  ceux  résultant  de  CA,  et  qui  sont 
(CL.AM)*  —  (ÇM.AL)*,. .  ••,  donc,  en  admettant  la 
convention  précédente  (li3),  nous  aurons 

1 6  ABCD .  LMN  =  (  AB  -f-  BC  4-  CD  -i-  DA  )  (  LM  -f-  MN  -I-  NL) . 

Par  le  même  raisonnement,  nous  pourrions  étendre  la 
formule  au  produit  de  deux  polygones,  et  le  problème 
serait  ainsi  résolu;  il  resterait  à  combiner  chaque  côté 
de  l'un  des  polygones  avec  chaque  côté  de  l'autre,  et  à 
calculer,  pour  chaque  combinaison,  l'un  des  binômes 
ci-dessus. 

1 15.  Ce  théorème,  de  même  que  son  analogue  relatif 
au  produit  de  deux  polyèdres,  a  été  publié  par  moi,  avec 
divers  autres,  dans  les  Annales  des  Sciences  du  royaume 
lombard-vénitien,  t.  IV,  p.  a56,  i834)  ^t  t.  VIII,  p.  96, 
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§  106, 1 838.  Il  a  ëtë  reproduit  depuis  lors  dans  le  Journal 
fur  die  Mathematik,  Bd.  XXIV,  §  252^  x842,  et  aussi  dans 
les  Nouvelles  ji  finales  de  Mathématiques.  On  Ta  attribué 
à  Staudt. 

116.  Si  R  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian* 
gle  ABC,  la  formule  symbolique  (i)  se  réduit  à 

16ABG.RMN  =  (AB  -H  BC  +  CA)  (MN), 

parce  que  les  termes  exprimés  symboliquement  par 
(AB  +  BC+CA)(RIM[HtNR)  sont  tous  multipliés  par 
une  des  quantités  égales  (AR)*=  (BR)*  =  (CR)*,  et  se 
détruisent  réciproquement. 

Si  Ri  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ACD,  la  somme 

'  i6ABC.aMN-f-i6AGD.R,MN 

sera  exprimée  (114)  par 

(AB+BC  +  CD  +  DA}(MN), 

expression  qui  dépend  des  côtés  et  non  des  diagonales  du 
polygone  ABCD;  par  conséquent,  si  ce  polygone  avait 
été  divisé  d'une  autre  manière  en  triangles,  cela  n'aurait 
pas  cbangé  la  valeur  de  la  somme  des  produits  de  chaque 
triangle  par  le  triangle  ayant  pour  sommet  le  centre  du 
cercle  circonscrit  a  ce  triangle,  et  pour  base  une  droite  MN 
choisie  arbitrairement. 

Il  résulte  de  là  et  d'une  propriété  connue  des  bary- 
centres,  pouvant  facilement  se  déduire  de  la  définition 
qu'on  en  a  donnée  (99) ,  que  : 

Pour  tout  polygone  ou  assemblage  de  polygones 
{situés  dans  un  même  plan)^  il  existe  un  point  gui  est 
le  harycentre  de  masses  proportionnelles  aux  aires  des 
triangles  distincts  en  lesquels  le  polygone  peut  être 


•      t     » 
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i,  ces  masses  étmt  sitàées  aus:  centres  des  cerchs 
eirconforits  à  ces  triangles,  au  lieu  de  Véire  aux  barjr^ 
centres  de  ceux-^^ 

A  ce  point  remarquable,  qui  n'a  été,  à  ma  oomiftis-^ 
sance,  observe  par  personne,  j'ai  donné  le  nomà^pseudo' 
centré. 

117.  Supposons,  par  exemple ,•  .qu'un  triangle  ABC 
soit  divisé  en  trois  triangles  GBC,  GCÂ^  GAB,  dont  les 
aires  soient  a,  j3,  y,  d'où  résulte  que  l'on  a  (100) 

aGA  4-  ^GB  +  7GG%^o; 

le  pseudo-centre  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire  le  centre R 
de  son  cercle  circonscrit,  sera  aussi  le  pseudo-centre  de 
Fensemble  des  trois  triangles,  c'est-à-dire  sera  le  bary- 
centre  des  centres  Ri,  R^,  Bt  des  cercles  circonscrits  à 
GBC,  GCA,  GA6,  affecté»  des  coefficients  numériques, 
ou  masses,  a,  j3,  y\  cela  revient  à  dire  qu'on  aura 

aRR,+  pRRa4-7RR3'--::b'0. 

En  particulier,  si  G  est  le  baryccntredu  triangle  ABC, 
R  sera  celui  du  triangle  Ri  R^Rs. 

118.  Nous  pourrons  appeler  ntuitilmtéral  un  système 
de  droites  MN,  PQ,  • . .  dont  la  somme  géométrique  est 
nulle,  et  qui,  par  conséquent,  sont  équipoUemes  aux 
eûtésd'un  polygone  fermé.  La*  somme  des  triangles OMN,  ^ 
OPQ, . . . ,  qui  ont  un  sommet  commun  O  et  povr  bases 
les  cAtés  d^un  multilatéral ,  sera  exprimée,  d'après  la 
règle  XII,  par 

^(0Mcj.MN4t0Pcj.PQ+...  — cj.OM.MN  — cj.OP.PQ  — ...). 
4 

Pareillement,  pour  un  autre  point  O],  nous  aurons 
|(0,Mq\MN-f-O.Pcj.PQ+...--.ci.O.UJdN--.cjAP.PQ--.:-> 


La  différence  de  ces  deux  expressions  est 

^ [00,  (cj.MN  -4-  cj.PQ  H- . .  0  —  cj.0O,(ilII  -4-  PQ  -«-. .;.)! 

valeur  qui  est  nulle,  puisque 

MN  -4-  PQ  -+• .  - .  *  a. 
Dooc  : 

TeéoiJsiis.  —  La  somme  des  aù^s  /tes  triangles  gui 
ont  pour  bases  les  côtés  d^un  multilatéral  MN,  PQ>.  •  • 
et  un  sommet  commun  est  constante,  quel  que  soit  ce 
sommet;  elle  est  dite  aire  du  mullilatéral. 

Le  plus  simple  multilatéral  est  celui  formé  de  deux 
droites  parallèles  égales  et  directement  opposée^  c'est- 
à-dire  telles  que 

MN  4-  PQ  %^  o. 

Son  aire  est  la  moitié  de  celle  du  parallélogramme  MM PQ, 

119.  THÉoràiis.  —  Le  produit  des  aires  d^un  poly- 
gone ABCD  et  d'un  multilatéral  MN,  PQ, ...est  exprimé 

symboliquement,  selon  la  convention  du  n^  113^  par 

* 

Vë{AB  +  BC  4-  CD  -h  DA)  (MN  -h  PQ  -H. .  .)• 

On  le  démontre  en  prenant  pour  aire  du  multilatéral 
la  somme  des  triangles  RMN,  RPQ, . ..  ayant  pour  sommet 
commun  le  pseudo-cenlre  R  du  polygone  ÂBCD» 

120.  Etant  données  plusieurs  droites  MN,  PQv  '«^ 
l'on^^veut  déterminer  uâe  droite  XY  telle  que  le  multi- 
latéral MN,  PQ,...,  XTait  une  aire  nulle,  on  detra  tout 
d'abord  choisii;  la  grandeur  et  la  direolioa  de  la  droite  RS, 
de  telle  sorte  que  Ton  ait 

JIM -f-  PQ -*- . .  .-*-  RSdto, 
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d^où  résulte 

XY-A-RS; 

puis  l'autre  condition 

OBiN  -h  OPQ  -h ...  H-  OXT  =  o 

sera  satisfaite,  si  Ton  détermine  le  point  X  de  manière 
qne  Ton  ait 

OMcj.MN  +  OPcj.PQ+.-.+  OXcj.RSd^o. 

Le  point  X  étant  déterminé  de  cette  manière,  si  Ton 
considère  qu  un  muftilatéral  d^aire  nulle  peut  représenter 
un  système  de  forces  en  équilibre  (^),  on  voit  que,  si  les 
forces  MN,  PQ, .  • .  tournent  d*un  même  angle  autour 
de  leurs  points  d^ application  M,  P, ...y  leur  résul^ 
tante  TX  tourne  elle-même  d^un  angle  égal  autour 
d^un  point  X. 

ADÙmON  DU  TRADUCTEUR  AU  N»  120. 
Qmelquits  propriétés  des  harjeeiUres. 

1.  Si  MN,  PQ|...  est  tut  multilatéral,  le  karjrcentre  G  des  points 
M,  Py . . .  est  le  même  que  celui  &  des  points  N,  Q|  • .  •. 

En  eilet,  on  a 

MN-4-PQ-h...Ao, 

on  I 

ON -^  OM  +  OQ  —  DP -+.. .  .il  o, 

0N-+-0QH-...A0llH-0P-h..., 

€*<esl-4-d{^t  ®B  appelant  ii  le  nombre  des  oôtAe, 

JiOG'ik  nOG; 

d'où 

OG'ikOG. 

SI  LL%  MM',  NN'  font  des  droitee  égalea  et  parallèles  au  edtét  BC, 

(*)  n  ett  ftieile,  en  effet,  de  Toir  que,  si  l'aire  eal  nulle,  la  aornBie  dei 
momento  est  nulle  par  rapport  à  un  point  qneleonque,  de  aorte  que 
toutes  les  conditions  d'équilibre  aont  rempliea. 

(Suie  du  Trmdmueur.  ) 
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CA^  AB  d'un  trianfle»  les  deux  triangles  LMN,  UM'N'  mront  même 
baryoentre;  c'est  une  conséquence  Immédiate  de  ce  qui  précède. 

2.  Soient  ABC  mu  triangie,  O  tut  point  quelconque.  Si  Von  mène  LL'A  AO, 
MM' il  BO,  NN'  il  CO,  et  qu'on  nppeUe  G  le  harrcentre  du  triangle  ABC, 
G,  celui  du  triangf^  LMN,  Qf^  celui  du  triangle  VM*  N',  la  figure  OGG,  G^, 
9era  un  paraUélogramme, 

On  a  eilectWemeni 

LO— L'OilAO, 

MO  — M'OaBO, 

NO  —  N'O  A  CO, 

et,  par  addition, 

3G,0  — 3G;Oil3GO, 

G(  G'i  il  GO. 

Il  est  aisé  d'étendre  ce  théorème  à  un  système  d'un  nombre  de  points 
quelconque,  et  même  de  l'établir  dans  l'espace,  ainsi  que  le  précédent. 

Si  LL'il  iiAO,...,  on  aura  G|G|=£iiGO.  Si  le  point  arbitraire  O 
coïncide  avec  le  barycentre  G,  les  deux  points  G„  G',  coïncideront.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'alors  les  droites  LL',  MM',  NN'  forment  un  multilatéral 
de  trois  côtés,  correspondant  à  un  triangle  semblable  à  ABC. 

3.  Soient  ABC  un  triangle,  O  un  point  quelconque,  G  le  haryeentre;  pn 
mène  A  A',  BB',  CC%  perpendicuhùret  et  respectivement  égales  à  AO,  BO,  CO. 
Si  Von  appelle  G'  le  barycentre  du  trituigle  k*  fi'  C,  les  trois  points  O» 
G,  G'  formeront  un  triangle  rectang^  isosekle^ 

On  anra,  en  effet, 

AO  — VOil  v^AO, 

BO— B'O  A  i^BO, 

CO  — CO  Ai^CO, 


et,  par  addition, 


3GO  — 3G'Oil3|^GO, 
GG'  A  v^GO. 


Si  les  angles  A'AO,...  étalent  égaoi  à  an  angle  «  an  lien  d'être 
droits,  le  triangle  G'GO  serait  encore  isoscèle,  mais  l'angle  G  serait 
égal  à  «;  et,  en  général  : 

Si  Von  forme  les  triangles  OAA',  OBB',  OCC  semhhMes  entre  eux,  le 
triangle  OGG'  sera  semblable  à  chaeuM  des  précédents, 

4.  La  propriété  dn  n*  2  pent  receroir  encore  une  extension  asses  inté- 
reaaante  t 

Soient 
A,  B,  C,. . .  un  système  de  points  de  barycentre  G  ; 
A',  B',  C',...  unsystèsna  de  points  {en  même  nombre)  de  barycentre  G'; 
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Ll',  MMT,  Mlf',...  urne  fine  de  d^oitgf  ruspettimÊtêtti  éfm^oSbmtms  à 

A  A  f  *Bd  I  Gfii  I  •  »  •  y 
G|  ie  barjrcentre  du  système  des  points  L,  M,  N,. . .; 
Gj  te  barycentre  du  système  des  points  L',  M',  H'  . . . . 

La  figure  GG'G'|G,  sera  un  parallélogramme. 

Car  LL'  A  AA'  peut  s'écrire 

LO  —  L'O  A  AO  — A'O. 


De  même 


MO— M'OABO  — B'O, 
NO  — N'O  ACO  — C'O, 


Ajoutant 


«G,0  — /iG;0  AwGO  — «G'O, 
G,  G'.  dIL  GG'. 

5.  Soient 
A|,  A,, . . . ,  A„  «72  système  de  n  points  sur  an  plan; 
G  le  harycentre  de  tous  ces  points; 
G-  celui  de  ces  points ^  moins  le  point  A-. 

La  figure  G|  G,. . .  G^  est  homothétique  à  A^  A,. . .  A^;  le  centre  de 

similitude  est  G,  ei  le  rapport  de  similitude  • 

On  a 

A,  A, -1- A,  A, -4- .  »  .-^  A„  Af  A  Ay  A«  y 

(A,0-i-A,0-t-...-hA,O)  — (A,  0+A^O-+-...-t-A,  O^  A  A,  A,. 

Ajoutant  A,  O  aux  deux  membres, 

w GO  —  (/ï  — .  i)  G,  O  A  A,  0 , 
GO  -*-  (il  —  i)  GG.  A  A,  O, 
A,  G 


GG,  A 


n  —  I 


Exercices  sur  quelques  questions  de  Géamàtrie 

supérieure. 


4â4.  Notis  aTcyns  m,  an  n^  29,  que 

AB.CD  +  AD.BCi^  AG.BD, 

ce  qui  peut  s'écrire 

AB.CD       AC.BD    ^ 
▲D.CE       AD,B€ 
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'        *  *      * 

Les  doubles  rapports  qui  forment  les  âeux  termes  du 
premier  membre  de  cette  ëquipollence  eobt  appelés  par 
M.  Chasles  rapports  ankarmomqêêes,  pourvu  que,  en 
outre,  les  quatre  points  Â,  B,  C,  D  soient  en  ligne  droite;^ 
mais,  d'après  le  principe  général  (24)  qui  s'applique  à 
la  méthode  des  équipoUences,  toute  propriété  de  points 
en  ligne  droite  s'étend  aux  points  d'un  plan.  Nous  pré- 
senterons quelques  exemplease  rapportant  à  cette  ikéoiifie. 

12S.  Je  démontrerai  tout  d'abord  une  formule-  tfès^ 

facile  à  retenir  de  mémoire,  laquelle  comprend,  comme 

cas  particuliers,  un  grand  nombre  d'autres  données  par 

Mœbius,  Chasles,  etc.  On  propose  d'exprimer  un  double 

DE.FG  j      j     VI  AB.CD 

rapport  au  moyen  des  doubles  rapports  > 

AB.CE    ÂB.CF    AB.CG    j,        i  i    i 

COÊ'  cOf'  CB:ïg'  ^^"'  ^"'9"^^'  ^^'  quatre  points 

du  premier  sont  rapportés  à  trois  points  constants  Â,B,C. 
Nous  représenterons  par  dy  e,  f^  g  ces  derniers  douMes 
rapports. 

On  remarquera  que  nous  ne  suivons  pas  ici  la  conven- 
tion, toujours  adoptée  par  nous  jusqu'à  présent,  consis- 
tant à  indiquer  par  les  lettres  d^..*  des  rapports  numé- 
riques; tout  au  contraire,  chacune  de  ces  lettres  pourra 
exprimer  un  nombre  multiplié  par  une  puissance  quel- 
conque du  ramun.  . 

Au  moyen  du  théorème  déjà  cité  (29),  on  a 

—  AC.DE  iVAÊ.CD  — AD.CE, 

—  ÀC.FG  «dir»  AG.GF  —  AF.CG, 

—  AC.DG^i^AG.CD  — AD.CG, 

—  AC.FE-G-AE.CF  ^AF.CE. 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  double  rapport     ■  '    -.» 
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celai«ci  devient 

(AE.CD->AD.CE)(AG>CF--AF,CG) 
(AG.CD— AD.CG)(A£XP  — AF.CE)' 

qae  Ton  reconnaît  facilement  comme  identique  à 

La  même  démonstration  peut  s'étendre  à  des  rapports 
pins  compliqués,  de  forme  analogue  au  précédent,  et  que 

nous  appellerons  rapports  multiples»  Donc  : 

AB  CD 
Connaissant  tous  les  doubles  rapports      '      ^d,...^ 

i^B»  AD 

tout  autre  rapport  multiple  sera  déterminé  par  unefor^ 
mule  analogue  à 

DN.MG.FE"~(rf  — «)(«— ^)(/  — e)' 

Si,  dans  le  rapport  que  Ton  veut  exprimer  au  moyen 
des  doubles  rapports  //,  e,y*,« ..,  entrait  quelqu^un  des 
points  A,  B,  C,  la  même  formule  subsisterait,  pourvu 
qu'on  fit  la  remarque  que,  évidemment,  on  a 

C  ^  V9  O. 

CB . AC         ' 
.    ^   AB.CB  ^ 
CB.AB         ' 
^  AB.CA 
"CB.AA"- 

Ainsi,  par  exemple,  on  aura 

AC.BD   ,   b-^d  ^  ^  AB.CD 

BC.AD~^  — c""  "         CB.AD 

AC.DE    ^  d-^e 

DC.AE  "     d 

AE.BD    .    i  —  rf^    /CB  _  CD\  .  /CB  _  CE\ 

BE.AD        I  — «""VAB       AD/*\AB       AE j  ' 
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C'est  la  formule  au  moyen  de  laquelle  M.  Chasles 
{Géométrie  supérieure,  §  33)  exprime  le  rapport  anhar- 
monîque  des  points  Â,  E,  B,  D  au  moyen  d'un  cinquième 
point  C. 

i23.  Soient  pris  arbitrairement  les  points  A,  B,  Cy 

D,...,  et  arbitrairement  aussi  les  trois  points  A',  B',  C, 

que  nous  considérons  comme  correspondant  aux  trois 

premiers.  On  détermine  les  points  D',  E',. . .  de  manière 

que 

AB.CD   ^   A'B'.C'jy 

CB.AD'^C'B'.A'D''"" 

Tout  rapport  multiple  entre  les  points  A,  B,  C,  D,  • . . 
sera  équipoilent  au  rapport  formé  par  les  points  corres* 
pondants  A',  B',  G',  D',.«-  )  <^*6st  une  conséquence  immé- 
diate du  théorème  du  n^  122. 

124.  Si  au  premier  système  de  points  considéré  ap- 
partient un  point  J  situé  à  une  distance  iu finie,  on  aura, 
quelle  que  soit  la  direction  des  droites  tracées  vers  ce 
point, 


par  suite,  - 

(0 

AB.a   ,   AB  ^  A'B'.C'J' 
CB.AJ  ~CB  ~C'B'.A'J' 

Semblableinent,  le  point  I  du  premier  système,  qui  cor* 
respond  à  tout  point  V  situé  à  une  distance  infinie  et 
considéré  comme  appartenant  au  second,  est  donné  par 

/   N  AB.a  ^  A'B' 

^^  CB.AI       C'B" 

divisant  Tune  par  Tautre  ces  deux  équipollences,.  on 
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(3)  U.J'A'^IC.rC 

Tout  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  A,  C  peut  se  ré* 
péter  pour  deux  autres  points.  Ainsi  les  droites  qui,  de 
dmix  points  I,  J',  correspondant  dans  chaque  système 
deg  points  à  V infini  de  r autre,  vont  aboutir  à  deux 
points  correspondants,  ont  entre  elles  un  produit  con- 
stant en  grandeur  comme  en  direction* 

125.  Les  deux  figures  inverses  étant  situées  sur  le 
même  plan,  nous  pourrons  chercher  le  point  E  qui  coïn- 
cide avec  son  propre  correspondant  E\  Nous  emploie- 
rons, dans  ce  but,  TéquipoUence 

lE.J'E^IA.J'A'    (85) 
ou 

IE(IE  — IJ')%A#IA.J'A'. 

Posant  IJ'  ^  a  10,  on  aura 

(lE)»  —  alO.IE  H-  (lOy  ^  lA.J'A'  -h  (10)». 

Pour  extraire  plus  facilement  la  racine  du  second 
membre,  nous  supposerons  que  O'  soit,  dans  la  seconde 
figure,  le  point  qui  correspond  à  O  considéré  comme 
appartenant  à  la  première,  si  bien  (124)  que' 

D'après  cela,  nous  aurons 

(4)  lE  — 10 ^±  V^IO  (10  -+-  J'O')  -i^  ±  v/OJ'. 00'. 

Penc  il  jr  a  deux  points  E,  F  qm,  dans  deux^gures 
inyerses,  coïncident  av'ec  leurs  propres  correspondants. 
La  droite  FOE  est  bissectrice  de  V angle  J'OO',  et  les 
droites  OE  ^  FO  sont  moyennes  proportionnelles  entre 

ai\  oo'. 
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Ces  conclusions  sont  identiques  avec  celles  qni  exh»' 
tent  pour  des  points  situés  sur  une  même  ligne  droite 
(ChàsleS)  Géométrie  supérieure,  §  454). 

5i  les  points  L,  Lt  sont  déterminés  par  l'équipollence 

(OL)*rdtIO.rO', 

nous  verrons  plus  loin  que  E,  F  sont  les  foyers  de  Tellipse 
ayant  pour  diamètres  conjugués  lOJ',  LOLi. 

126.  Connaissant  les  trois  couples  de  points  corres-   * 
pondants  A,  B,  C,  A',  B',  C,  les  centres  d'inversion  I,  J' 
seront  déterminés  par  les  équipollences 

,rv     AT  A         AB.AC.CB'  ,,„   ^       A'B'.AC'.CB 

(5)    AI^ ï    A  J  di* 


AB.C'B'— A'B'.CB  ""  A'B'.CB— AB.C'l' 

lesquelles  deviennent  plus  simples  si  Ton  connaît  les 
points  Ey  F  se  correspondant  à  eux-mêmes ,  puisque  alors 
oti  a 

ic\  -cT  *   CE.C'F  ,    .   EC'.CF 

(^^  ^--cc-'    "--ce- 

127.  Si  Ton  considère  les  poiots  E,  F  (dont  cbacon 
se  correspond  à  lui-même),  il  y  aura,  pour  tout  couple 
de  points  correspondants,  constance  du  double  rapport 

/   X  EA'.FA   , 

On  a,  eneflet  (123), 

EB.FA^.  EF.FA" 
EA.FB~"  EA'.FB'* 

A  TéquipoUence  (7),  on  peut  donner  la  forme 

EA       EA'    , 

f^FA       FA' 
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OU 

^    '  ¥A       FA'  F£ 


? 


puisque,  en  ajoutant  la  première  avec  la  seconde  mul- 
tipliée par  FE,  on  obtient  une  équipollence  identique. 

La  relation  (8)  peut  s^exprimer  en  disant  que  E  est, 
par  rapport  à  Vorigine  F,  le  centre  harmonique  des 
points  A,  Â'y  affectés  des  coefficients /x,  t .  Dans  cet  énoncé, 
fi  doit  être  regardé  d'une  façon  générale  comme  imagi- 
naire. On  a  aussi 

A'F       A'E   ^ 

u  —  -H  *d^O 

'^  AF         AE 
ou 

^^'  AF        AE         AA' 

d*où  il  résulte  que  A'  est,  par  rapport  à  l'origine  A«  le 
centre  harmonique  des  points  F,  E,  affectés  des  coeffi- 
cients fA,  I. 

128.  L'imaginaire  /x  s'exprime  très -facilement  au 
moyen  des  centres  d'inversion  I,  J'.  Il  suffit,  en  effet,  de 
faire  tendre  vers  l'infini  l'un  des  points  A,  A',  pour  que 
la  relation  (7)  donne 

FI       EJ' 

(10)  —  a*A* — *A- 

v«";  f^  —  EI       FJ' 

ou 

fArF^-J'E^iA^o, 

c'est-i-dire  (99)  que  J'  est  le  barycentre  des  points  F,  E 
affectés  des  coefficients  |x,  i  • 

129.  Dans  le  cas  particulier  où 

AB.C'B'^A'B'.CB, 
les  points  I,  J' n'existent  plus,  et  les  deux  figures,  au  lieu 
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d'être  inverses,  sont  semblables  ;  le  point  E  ci*dessus, 
qui  coïncide  avec  son  propre  correspondant,  est  seul,  et 
se  trouve  détermine  par 

AB  ,  A'B' 
AE""  A'E 

Nous  Tavons  déjà  trouvé,  au  n^  40,  désigné  par  la  lettre  I. 

i30<  Quand  deux  figures  inverses  ont  leurs  centres 
d'inversion  coïncidant  en  un  seul  point  I,  il  nous  suffît, 
pour  le  trouver,  d'avoir  deux  couples  de  points  corres- 
pondants A,  A',  B,  B'.  En  effet,  de 

IA.IA'<iA^IB.IB^ 
on  déduit 

lA. AA'  %A,  IA(  AB'  -f-  AB)  -h  AB.  AB' 
ou 

/>  ,^^,      AB.AB' 

iii  AI  tit • 

^^  AB-f-A'B' 

Les  points  E,  F  sont  déterminés  par  TéquipoIIence 
(2)  lE^  — IFr^v^IA.IA'. 

Dans  ce  cas  spécial,  la  valeur  de  fi  est  (128) 

—  FI:IF%fe  i; 
par  suite,  on  a  (127)  le  double  rapport  harmonique 

EA'.FA  , 

■ ik  —  I  . 

EA.FA' 

Ceci  exprime  que  le  quadrilatère  EAFA^  outre  qu'il 
est  inscriptible  dans  un  cercle,  a  le  produit  de  deux  côtés 
opposés  égal  au  produit  des  deux  autres.  Je  l'appelle 
quadrilatère  harmonique,  parce  qu'il  est  par  rapport  à 
un  plan  ce  que  sont  par  rapport  à  une  droite  deux  cou- 

Jnn,  de  Mathémat,,  a«  série»  t.  XII.  (Décembre  1873.)       35 
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pies  de  points  conjugués  harmoniques.  Ainsi,  par  la  con- 
struciion  des  équipollences  (i),  (a),  on  trouve  les  deux 
points  E,  F,  qui  forment  un  quadrilatère  harmonique, 
aussi  bien  avec  A,  A'  qu'avec  B,  B'. 

131.  Dans  le  cas  ci-dessus  d'un  seul  centre  d'inver- 
sion I,  si  au  point  A  de  la  première  figure  correspond  le 
point  A'  de  la  seconde,  et  que  Ton  considère  ce  point  A' 
comme  appartenant  à  la  première  figure,  il  est  évident 
qu'à  ce  point  correspondra  le  point  A  dans  la  seconde 
figure.  On  aura,  par  suite  (123), 

ÀB.CA'        A'B'.CA 

(3)  ^- 


.  AA'.CB  ""  A'A.C'B' 

ou 

AB.CV.B^C^^ 

^^'  AC'.B'A'.CB   ""  '• 

En  même  temps  que  cette  équipollence,  et  de  la  même 
manière,  on  en  a  aussi  trois  autres^  que  Ton  obtient  en 
disposant  dans  un  autre  ordre  les  points  des  trois  cou- 
ples A,  A',  B,  B',  C,  C.  On  a  également 

,^,  AB.A'C   ,   A'B'.AC 

^    ^  AC.A'B       A'C'.AB' 

ou 

^    '  AC'.A'B'.AC.A'B~^' 

et  deux  autres  équipollences  analogues. 

Nous  avons  déjà  parlé  au  n^  42  de  ces  relations  simul- 
tanées entre  six  points  d'un  plan.  En  outre  du  point  I, 
nous  avons  les  deux  points  E,  F,  qui  forment  les  trois 
quadrilatères  harmoniques  EAFA',  EBFB',  ECFC. 

132;  Je  pourrais  étendre  beaucoup  plus  ces  applica- 
tions de  la  méthode  des  équipollences;  mais  ce  que  j'ai 
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dit  me  parait  suffisant  pour  faire  connaître  les  avantages 
qu'elle  présente  en  comparaison  de  l'application  ordi- 
naire de  TAlgèbre  à  la  Géométrie.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que,  par  cette  dernière  méthode,  on  ne  traite  aucune 
question  qui  ne  puisse  aussi  être  traitée  avec  le  secours 
du  calcul  des  équipollences  ;  par  exemple,  lorsqu'on  rap- 
porte un  point  M  à  deux  axes  coordonnés  passant  par 
l'origine  O  et  qu'on  le  détermine  au  moyen  des  coor- 
données x,y^  c'est  comme  si  l'on  posait 

a  étant  l'angle  des  deux  axes  coordonnés. 

La  méthode  des  équipollences,  outre  les  avantages  ré- 
sultant des  artifices  qui  lui  sont  propres,  présente  aussi 
celui  de  déterminer  les  positions  respectives  des  éléments 
d'une  figure,  sans  donner  lieu  à  aucune  chance  d'erreur, 
parce  qu'il  n'est  nécessaire  d'avoir  aucune  figure  sous  les 
yeux,  et  que  tout  s'exécute  au  moyen  d'un  algorithme 
connu  et  selon  des  règles  fixes. 


QUATRIEME  PARTIE. 

APPLICATIONS    DIVERSES    A    LA    THÉORIE    DES    COURBES. 

Préliminaires. 

133.  En  passant  à  l'étude  des  courbes,  nous  aurons 
encore  occasion  de  reconnaître  les  avantages  de  notre 
méthode.  Si  nous  voulons  rapporter  les  points  d'une 
courbe  à  des  coordonnées  orthogonales,  nous  pourrons 
poser 

35. 
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et  imaginer  que  les  deux  variables  réelles  j:,  y  soient 
liées  entre  elles  par  une  équation. 

Mais  il  convient  de  considérer  la  question  à  un  point 
de  vue  plus  général  \  nous  traiterons  ainsi  en  même  temps 
et  des  coordonnées  parallèles  et  des  coordonnées  polaires 
et  des  autres  systèmes  qui  paraîtront  s'appliquer  le  mieux 
à  chaque  circonstance  spéciale. 

Supposant  que  O  soit  un  point  fixe,  si  OM  était  donné 
par  une  équipollence  sans  aucune  variable,  le  point  M 
serait  entièrement  déterminé;  mais  si,  dans  cette  équipol- 
lence entre  une  variable  /,  pouvant  recevoir  toutes  les 
valeurs  réelles  de  —  oo  à  -f-  oo  ,  à  chaque  valeur  de  t 
correspondait  un  point  différent  M,  tous  ces  points  con* 
stitucraient  un  lieu  géométrique  ou  une  ligne  :  donc  l'ex- 
pression générale  d*une  ligne  droite  ou  courbe  est 

OM^<î»(r). 

Dans  la  fonction  4>,  entreront  deux  ou  plusieurs  droites 
connues  de  grandeur  et  de  position,  et  pourra  entrer  aussi 
leramun.  Dans  les  cas  spéciaux  où  la  forme  de  la  fonc- 
tion est 

ou 

en  admettant  que  x,  j*  ou  js,  u  soient  des  fonctions 
réelles  de^,  la  courbe  sera  rapportée  aux  coordonnées 
orthogonales  ou  aux  coordonnées  polaires. 

134.  Imaginant  que  i  soit  le  temps,  l' équipollence  pré- 
cédente 

OMïi-*(r) 

exprime  le  mouvement  d'un  point  le  long  d'une  courbe 
déterminée  et  suivant  une  loi  déterminée,  si  bien  que, 
par  les  mêmes  calculs,  nous  étudierons  en  même  temps 


(549) 
les  diverses  sortes  de  mouvements.  La  science  du  mouve- 
ment {cinématique  d^  Ampère)  considérée  comme  un  fait, 
sans  se  préoccuper  des  causes,  tend  toujours  à  s'associer 
de  plus  en  plus  à  la  science  de  Tétendue.  Du  reste,  nous 
pourrons  faire  abstraction  de  cette  considération,  et  exa- 
miner une  courbe  indépendamment  du  mouvement  d'un 
point  générateur. 

135.  Nous  résoudrons  les  problèmes  relatifs  aux  courbes 
en  employant  la  forme  générale 

sans  attribuer  à  cette  fonction  une  forme  plutôt  qu'une 
autre.  Nous  emploierons  pour  cet  objet  un  calcul  tout  à 
fait  semblable  au  calcul  algébrique,  sans  qu'il  soit  aucu- 
nement nécessaire  de  recourir  aux  considérations  de  la 
Géométrie  inGnitésimale,  ou  à  celles,  peut-être  plus  ri- 
goureuses et  certainement  plus  pénibles,  que  leur  ont 
substituées  quelques  mathématiciens  plus  lagrangistes 
que  Lagrange  lui-même. 

Avant  d'aborder  les  généralités,  j'espère  donner  plus 
de  clarté  à  mon  exposition,  en  m'occupant  de  quelques 
cas  particuliers. 

Parabole, 

136.  Cherchons  les  propriétés  de  la  courbe  exprimée 
par  l'équipoUence 

(i)  OM%ii^r»OA-4-rOB, 

où  OA,  OB  (fig-  3o)  sont  deux  droites  déterminées  non 
parallèles,  et  où  t  est  la  variable  réelle. 

Faisant  X  =  o,  nous  voyons  que  la  courbe  passe  par  le 
point  O;  faisant  f  =  +  oo  ,  on  s'aperçoit  que  la  courbe  a 
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deux  branches  infinies,  lesquelles  tendent  toujours  de 
plus  en  plus  à  devenir  parallèles  à  la  droite  OA  (puisque 
f  =z  Qo  rend  tOB  négligeable  relativement  à  r*OA).  Ces 

Fig.  3o. 


branches  n'ont  pas  d'asymptotes ,  puisque  toute  droite 
parallèle  à  OÂ  est  coupée  par  Tune  d'elles  {*), 
La  courbe  est  appelée  parabole. 

137.  Si  le  point  Mi  de  la  courbe  correspond  à  <  4-  (1^9 
on  a 

MM,-^OMt  —  OM^  2rwOA -4- «OB -h  fti'OA. 

Si  0)  diminue  indéfiniment,  MMi  a  pour  limite  une 
droite  qui  est  dite  tangente  à  la  courbe.  La  direction  de 
MMj  est  la  même  que  celle  de 

MM,  :  (^'^2tOA'h  OB-4-wOA 

dont  la  limite,  lorsque  Ton  fait  diminuer  a>  indéfiniment, 
est 

(2)  MT-A-2f0A4-0B. 

(*)  En  effet,  si  une  droite  parallèle  à  OA  coupe  OB  en  D,  il  suiBt  de 

CD 

prendre  '  =  77^  pour  avoir  Tintersection. 

{Note  du  Traducteur.) 
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Ou  voit  ainsi  qu'au  point  O,  correspondant  à  f  =  o,  la 
courbe  est  tangente  à  OB. 

138.  Pour  trouver  le  point  S  où  la  tangente  MT  ren* 
contre  OÂ,  nous  observerons  que 

OS  ^  OM  -f-  MS 

devra  être  parallèle  à  OÂ  (en  appelant  aussi  parallèles 
deux  droites  superposées)^  ce  qui  exprime  (4)  que  le 
point  S  appartient  à  la  droite  OA. 

Semblablement,  MS  devra  être  parallèle  à  la  droite 

MTt^arOA  +  OB; 
douc^  ayant 

on  voit  d'un  coup  d'oeil  que,  pour  que  dans  l'expression 
de  OS  n'entre  pas  la  droite  OB,  on  doit  avoir 

OS  %Aj?OM  —  rMT  ^—  /'OA. 

La  droite  OM  est  la  somme  géométrique  de 

OPçAjfîOA,     PM%^/OB; 
par  suite 

(3)  SO^A^OP, 

propriété  connue  de  la  tangente  à  la  parabole. 

139.  Tirant  MG,  qui  forme  avec  la  tangente  MT  un 
angle  égal  à  l'inclinaison  de  MT  sur  OA,  une  portion 
de  MG  sera  exprimée  (16)  par 

MGïi?  g^(MT)»  :  OA  —  ^gt'OK  -^ ^gtOQ  +  ^(OB)»  :  OA 

et  l'on  aura 

00  %Ae  OM  +  MG. 

Si  F  est  le  point  de  la  droite  MG  correspondant  à 
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gr  =  —  I,  on  a 

(4)  0F%4?— (0B)':40A, 

qui  est  indépendant  de  t  ;  par  suite,  dans  la  parabole,  il 
existe  un  point  F  (foyer),  tel  que  chaque  rayon  vecteur  FM 
forme  avec  la  tangente  en  IM  un  angle  égal  à  T  inclinaison 
de  cette  tangente  sur  le  diamètre  OA. 

140.  Si  un  point  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  son 
mouvement  se  trouve  exprimé  par  TéquipoUence 

La  vitesse  correspondante  d^un  tel  mouvement  est 
donnée  en  grandeur  et  en  direction  par  Texpression 

MT'i^arOA-hOB, 

qui  est  la  dérivée  de  OM  par  rapport  au  temps  t.  Les  cal- 
culs du  paragraphe  précédant  donnent 

FMiif(MT)»:40A. 

Cette  équipollence  signifie  que  la  vitesse  d'un  point 
pesant  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  sa  distance 
au  foyer. 

141.  La  droite 

(5)  NM.=fi-/OB  4-  (0B)«  :  aOA 
fait  avec  la  tangente 

MT^arOA  +  OB 

un  angle  égal  à  celui  que  forme  OB  avec  OA  (16). 
Ayant  PM  ^  f  OB,  on  a  aussi 

(6)  PNfli  — (OB)»:  20A%û:?2  0F, 
c'est-à-dire  que,  en  menant  du  pied  P  de  l'ordonnée  une 
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droite  équipollente  à  la  constante  aOF,  on  obtient  un 
point  de  la  droite  MN  ci -dessus.  Si  Tangle  A06  est  droit, 
cela  nous  donne  la  propriété  connue  de  la  sous-nor- 
male PN. 

142.  En  changeant  Torigine  O,  nous  pouvons  tout  ra- 
mener au  cas  où  Tangle  AOB  est  droit,  ce  qui  rend  les 
calculs  plus  simples.  Si,  en  elTet,  G  est  un  point  de  la  pa- 
rabole, de  telle  sorte  que 

OC^£i-c'OA-hcOB, 
nous  aurons 

CM^  (/»— c»)  OA -+- (r  —  c)  OB 

^  [t  —  cy  OA  -¥-  {t  —  c)  {ncOA  H-OB), 

équipoUence  de  même  forme  que 

0M^f»0A4-r0B, 

ce  que  l'on  reconnaît  évidemment  en  changeant  t —  c  en 
r,  et  acOA  +  OB  en  CB.  II  sera  toujours  possible  de 
donner  à  c  une  valeur  telle  que  acOA  +  OB  soit  per- 
pendiculaire à  OA . 

Changeant  t  en  at^  nous  pouvons  en  outre  rendre  égales 
les  deux  droites  qui  sont  multipliées  par  t*  et  par  f  ;  et, 
les  prenant  pour  unité  de  longueur,  on  peut  donner  k 
Féquipollence  de  la  parabole  la  forme  plus  simple 

Dans  ce  cas,  le  foyer  est  donné  par 

CF^i  :  4, 

la  tangente  en  M  par 

(8)  MJ '^li'^^, 
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et  la  normale  par 

(9)  MN^i-^v^    (J?^.3i), 

Fig.  3i. 


1 43.  Un  point  R  quelconque  de  la  normale  est  donne  par 

CR  «^  CM  +  2/?  MN  %^  r'  -+-  />  -I-  (/  —  2tp)  ^. 

Pour  que  ce  point  R  soit  le  point  d'intersection  de  la 
normale  MN  avec  celle  inGniment  voisine,  il  faut  que  le 
point  R  ne  change  pas  lorsqu'on  donne  à  t  un  accroisse* 
ment  infiniment  petit  o),  d'où  résulte  pour  p  un  accrois- 
sement correspondant  u.  Selon  les  principes  du  Calcul 
difTérentiel,  cela  s'exprime  par  ^CR^  o,  ou 

Séparant  la  partie  multipliée  par  le  ramun,  cette  équi- 
poUence  donne  les  deux  équations 

2/  w  -h  cr  =  o, 
(l  —  2/?)û>  —  2iur  =  o. 

On  en  déduit 

par  suite  Téquipollence 

(lo)  CR%&|-f-3/»— 4r>v^ 

est  celle  de  la  développée  de  la  parabole* 
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144.  Le  rayon  de  courbure  est  donc  exprimé  en  gran- 
deur et  en  direction  par 

La  droite  MN,  étant  la  somme  géométrique  de  deux 
droites  perpendiculaires,  a  pour  longueur  ^  \/i  -+-4^*î 
par  suite  le  rayon  de  courbure  MR  est  proportionnel  au 
cube  de  la  normale  MN^  terminée  à  Taxe  de  la  parabole. 
Si  ML^^jMR,  c'est-à-dire  si  L  est  le  milieu  de  MR, 
ayant  CF^-j,  on  aura 

FL^é^Oil  -»•  ML  —  CF  -iii*  2f»-+-  (I  —  2/^)  fy^, 
c*est-à-dire  que  FL  est  perpendiculaire  à 

Donc  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  portion  ML 
de  la  normale  qui  est  hypoténuse  du  triangle  MFL,  rec- 
tangle au  foyer  F.  Si  l'on  prend  sur  le  prolongement  du 
rayon  RM  la  longueur  MK  ^  LM,  on  a 

(II)  CK^— {-h  (^^  +  2/')v^, 

et  par  suite  le  point  K  appartient  à  la  directrice  DK  de  la 
parabole. 

Ellipse. 

145.  L'ellipse  est  exprimée  par  Téquipollencc 
(i)  OM%A*j?OAH-rOB     (Jig.32), 

pourvu  que  les  quantités  réelles  x,  y  satisfassent  à  l'é- 
quation 
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ce  que  l'on  peut  faire  en  posanl 


Les  deux  valeurs  égales,  mais  de  signes  contraires,  que 
prend  chaque  variable  pour  toute  valeur  de  l'autre,  nous 


montrent  que  OA  et  OB  sont  deux  demi-diamèlres  con- 
jugués de  l'ellipse. 

La  direction  de  la  tangente  au  point  M  est  donnée  par 
dxOA  -h  ^OB,  dx  et  dy  étant  lies  par  l'équation 

xdx  +  ydy  =  o , 

qui  est  la  dérivée  de 

Far  suite,  nous  déterminerons  la  direction  de  la  tan- 
gente par  l'équi  pollen  ce  suivante  : 
(3)  KT-^—yOk-i-xOB 

que  nous  eussions  pu  obtenir  immédiatement,  eu  dérivanl 
par  rapport  i  I  la  relation 

OH-^GOS/OA  +  siotOB. 

Cette  tangente  MX  rencontre  la  droite  OA  au  point  S, 
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que  l'on  détermine  en  faisant  la  somme  géométrique  de 
OM  et  d'une  droite  parallèle  a  MT  telle  que  le  terme  con- 
tenant OB  disparaisse.  De  là 

(4)  OS'di-OM  -  ^MT-bÛe  (x  -4-^\  OA^^  OA. 

Par  conséquent,  si  OP^&xOA  (de  sorte  que  PM  soit 
parallèle  à  OB),  on  a 

OP.OS*à?(OA)«. 

146.  La  droite 

MN  *à?  MTOB  :  OA  ^—  /OB  -f-  :c(OB)»  :  OA 

forme  (16)  avec  la  tangente  l'angle  constant  ÂOB.  On  a 

(5)  ON  %â#  OM  4-  MN  ^  arOA  -f-  jc(OB)«  :  OA  ^  xA,  E, 

si  l'on  pose 

OE%Ae(OB)»:  OA, 

c'est-à-dire  si  Ton  forme  le  triangle  BOE  directement 
semblable  à  AOB. 
Il  en  résulte  en  outre 

PN%fi#ON  — OP%fi*j:OE, 

et  le  triangle  OPN  est  homothétique  au  triangle  constant 
AïOE  (ayantprîs  AiO*à?OA). 

Quand  OA,  OB  sont  les  axes,  MN  devient  la  normale, 
et  elle  coupe  dans  un  rapport  constant  l'abscisse  OP. 

147.  Si 

et 

(6)  OC  %â*  cOA -h  rfOB,     OD  %fe  —  JOA -h  cOB, 

ces  droites  OC,  OD,  dont  chacune  est  parallèle  (14^)  à 
la  tangente  menée  par  l'extrémité  de  l'autre,  sont  deux 
demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 
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En  effet,  on  dëduit  des  ëquipollences  (6) 

OA  %Aj  rOC  —  dODy     OB  %iî*  dOC  +  cOD, 

et,  substituant, 

OM  %Ao  (ex  4- û[r ) OC  4- { rj^  —  ^)  OD, 

équipoUence  de  la  même  forme  que 

OM  '^  cos/OA  +  sin/OBy 

car  il  est  facile  de  vérifier  que  Ton  a 

{ex  -+-  dyY  -h  [cy  —  dxy  =  i  • 

La  première  expression  dQ  la  règle  XII  (o7)  nous 
montre  immédiatement  que  les  aires  des  triangles  OCD, 
OAB  sont  égales  entre  elles. 

148.  Entre  deux*  demi -diamètres  conjugués  a  lieu 
(147)  Téquipollence 

(OC)» 4-  (0D)'%&  (0A)«  -f-  (0B)>; 

par  suite,  en  posant 

(7)  (0A)»-f-(0B)'%A,(0F)», 

nous  déterminerons  deux  points  indépendants  du  choix 
des  diamètres.  Ces  points  remarquables  F,  F|  sont  les 
foyers  de  Tellipse. 
L*équipollencc 

(OA)»^(OF  —  OB)  (OF  -h  OB), 

laquelle,  au  moyen  de  OF%i* — OF^,  et  en  vertu  de  la 
règle  I,  se  transforme  en 

(OA)'^— BF.BFi, 

nous  montre  que  :  en  un  point  quelconque  B  de  V ellipse, 
les  deux  rayons  vecteurs  BF,  BFi  forment  des  angles 
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égaux  avec  la  tangente  à  la  courbe,  et  leur  produit  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  OA  parallèle  à  cette 
tangente. 

149.  I^e  problème  consistant  à  trouver  les  foyers  d'une 
ellipse,  étant  donnés  deux  demi-diamètres  conjugués,  est 
directement  résolu  par  réquipoUence  (7).  On  peut  la 
construire  de  plusieurs  manières  :  ayant  déterminé  la 
droite  OE  (146),  on  a 

(OF)'*A*  OA  (OA  -f-  OE)  ^  A.O.A.E; 

par  suite,  Pexcentricité  OF  sera  moyenne  proportion- 
nelle entre  OA  et  AiE,  et  parallèle  à  la  bissectrice  de 
l'angle  OA|E. 

Observant  également  que 

(OF)»  %Aa  ( OB -f.  v^OA)  (OB  —  v^OA), 

il  suffira  de  mener  6K,  BKi  perpendiculaires  et  égales 
au  demi-diamètre  OA,  et  Ton  aura 

ON^dzV^OK.OK,. 

Donc  l'excentricité  est  aussi  moyenne  proportionnelle 
enire  OK,  OKi,  et  bissectrice  de  Taugle  de  ces  deux 
droites. 

150.  Si  Ton  prend,  sur  Tune  des  droites  OK,  OKi,  la 

longueur 

0L%4?  jOK  ^r  (OB  -4-  BK), 

on  aura 

LM  %A#  arOA  —  ^BK  %Af  (ar  — /v^)  OA. 

Or  X  — y  y/,  puisque  a:*  -h  j^*  =  1  exprime  une  droite 
égale  à  Tunité;  par  suite,  LM  est  égale  à  OA. 

On  prolonge  LM  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OA  en  I;  il 
faudra  donc  joindre  a 

OL%i;?r(OB -i-HK) 
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une  parallèle  à 

LM%4?xOA— jBK, 

telle  que  OI  ait  la  même  direction  que  OA,  c'est-à-dire 
que  OH;  et  comme  HK.,  BK  ont  la  même  direction,  il 
en  résulte  que  LI  s'obtiendra  en  multipliant  LM  par  le 
rapport  numérique  HK  t  BK,  en  sorte  que 

01  ^  rOH  +  jtOA.  HK  :  BK. 

Ayant  établi  tout  à  l'heure  que 

gr.  LM  =  gr.  OA  =  gr.  BK. , 

il  en  résulte  que 

gr.LI=  gr.  HK. 

Par  suite  :  V ellipse  est  décrite  par  le  point  M  de  la 
droite  IL  de  longueur  constante,  qui  se  meut  entre  les 
droites  fixes  OA,  OK. 

151.  Dans  le  mouvement  exprimé  par  Féquipollence 

OM  ^  cosrOA  +  sin/OBy 

la  vitesse  est  donnée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
première  dérivée  par  rapport  au  temps  t 

MT  ^  —  sin/OA  +  cosrOB. 

La  seconde  dérivée  est 

—  cos^OA  —  sin/OB  %û*  MO. 

Cette  eipressiou,  étant  la  dérivée  de  la  vitesse,  peut  être 
appelée  Y  accélération  du  mouvement  (^);  elle  égale, 

(*)  Mous  traduisons  par  accélération  le  mot  italien  turbazione^  peat- 
ètre  plus  expressif,  en  ce  qu'il  n'irapHque  pas  Tidée  d'une  augmentation 
de  vitesse  ;  mais  nous  tenons  à  n'employer,  autant  que  possible,  que  des 
expressions  bien  connues  dans  le  langa^^e  mathématique  en  F>ance. 

{Note  du  Traducteur,) 
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en  grandeur  et  en  direction,  ce  qu'on  nomme  la  force 
accélératrice.  La  précédente  équipollence  nous  montre 
que  Taccélération  du  mouvement  est  exprimée  par  le 
demi-diamètre  de  L'ellipse,  de  sorte  que  ce  mouvement 
est  celui  d'un  point  attiré  par  un  centre  en  raison  directe 

de  la  distance. 

{j4  suivre*) 


I8SAI  SDR  LA  DBTSRIMTION  DD  FROTTBMBNT  DB  L'AIR 

SUR  UN  PROJBGTILB  0BL0N6; 

Par  m.  h.  RESAL. 


La  résistance  de  l'air  proprement  dite  n'a  aucune  in* 
fluence  sur  le  mouvement  d'un  projectile  oblong  autour 
de  son  ^xe,  mais  ce  mouvement  doit  être  retardé  par  le 
frottement  développé  entre  sa  surface  et  l'air,  résistance 
sur  laquelle  nous  n'avons  aucune  donnée  expérimentale. 

Si  l'on  admet  que  le  frottement  est  le  môme  que  dans 
les  tuyaux  de  conduite  des  gaz,  en  le  rapportant  à  TuDilé 
de  surface,  il  a  pour  expression 

o,  0003555 />U*, 

U  étant  la  vitesse  d'un  point  de  la  surface  du  corps  et  p 
le  poids  spécifique  de  l'air  que  Ton  peut  prendre  égal 
à  i*«,3. 

On  peut  sans  inconvénient  négliger  la  partie  ogivale 
du  projectile,  en  exagérant  légèrement,  si  l'on  veut,  la 
longueur  du  cylindre  pour  établir  une  sorte  de  compen- 
sation. 

Soit  JR'  le  moment  d'inertie  du  cylindre  par  unité  de 
longueur,  R  étant  son  rayon,  nous  avons,  dans  Thypo-* 

Ann,  â»  Mathémat,,  a«  série,  t.  XJl.  (Décembre  1873.)      36 
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thèse  actuelle, 

JR  -p-  =  —  o,ooo355  X  i*^S3  X  a^rRU^R, 
de 

d'où 


U=: 


VoR^ 

I  4-  O1O029  ■— — 


en  appelant  Uo  la  valeur  initiale  de  U. 

Il  serait  assez  facile,  il  me  semble,  de  vérifier  si  cette 
formule  est  exacte  ou  non,  en  opérant  sur  un  cylindre 
creux  très-léger,  en  aluminium  par  exemple,  assez  long 
par  rapport  au  diamètre  pour  que  l'on  puisse  négliger  ce 
qui  est  relatif  aux  extrémités,  reposant  par  deux  tou- 
rillons sur  les  jantes  croisées  de  deux  couples  de  poulies 
identiques  à  ceux  de  la  machine  d'Atwood.  La  réduction 
du  nombre  de  tours  dans  les  minutes  successives,  accusée 
par  un  compteur  et  un  chronomètre,  permettrait  d^établir 
la  loi  du  mouvement,  et  par  suite  celle  de  la  résistance. 

Cherchons  à  voir  maintenant  à  quoi  peut  conduire 
{^hypothèse  admise  par  Navier  dans  le  mouvement  des 
Quides. 

Soient  X  le  rayon  d'une  couche  fluide  quelconque,  V 
la  vitesse  des  molécules  de  ceue  couche  au  bout  du 
temps  f,  le  frottement  par  unité  de  surface  de  la  même 
couche  sur  la  couche  de  rayon  x  —  dx^  en  remarquant 

que  -T—  est  négatif,  est  de  la  forme  —  ep  -7— j  :  étant  une 

constante,  et  doit  être  considéré  comme  force  motrice 
pour  la  première  couche^  le  moment  moteur  pour  la 

couche  entière  est  —  airx'  06  -7-;  le  moment  résistant 

'      dt  ' 

dû  au  frottement  sur  la  couche  suivante  est 

dV  ''^'^^. 

*    dx  dx 
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On  a  donc 

2ir  — j 2icx'p  -];r  =  o. 

Si  l'on  considère  que  le  mouvement  de  Pair  devient  in- 
sensible à  une  distance  assez  faible  d'un  corps  tournant, 
on  peut  considérer  p  comme  constant,  et  alors  Téquation 
ci-dessus  se  réduit  à  la  suivante  : 

dl         il  dV      d^y\ 

qui  n'est  autre  chose  que  celle  du  mouvement  de  la  cha- 
leur dans  une  sphère. 

Le  frottement  entre  le  corps  et  le  fluide  est  de  la  forme 

a(U-V,), 

OL  étant  une  constante  etV^  la  vitesse  de  la  couche  fluide 
en  contact  avec  le  corps.  On  a,  d'après  Navier, 

dS 

—  tp  — =:a(U  — V.)     pour     a:  =  R, 

OU,  en  posant  —  =  /i, 

(2)  — -  4-/i(U— V,)=:o     pour     xz=zK\ 

nous  avons  maintenant  comme  seconde  condition 

(3)  V=/(x)    pour    1  =  0, 

f\x)  étant  une  fonction  donnée. 

En  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  forces 
extérieures  ne  donnent  pas  de  couple  perpendiculaire  a 
Taxe,  nous  aurons 

d\\ 

(4)  J-5r--2^«(u-voR, 

36. 
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avec  la  condition 

(5)  U=U«    pour    r  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (4)9  avec  les  conditions  (2),  (3), 
(5),  doivent  résoudre  complètement  le  problème. 

La  première  de  ces  équations  est  satisfaite  par 

(6)  V  = (Acos/iJc-hBsin/ij:), 

n  étant  un  nombre  positif  quelconque,  A  et  B  deux 
constantes  arbitraires. 
Si  l'on  pose 

les  conditions  (2)  et  (4)  donnent 

A I  --  ( --  -h  A I  cos/tR  4-  n  sin/iR  1 

-f-  B    —  f-i^  4-  A)  sin/iR  —  n  cos/zR  1  =  AC, 
=  e  —  Acos/iR  —  BsioifR, 


2iraR 


ce  qui  permettra  de  déterminer  A  et  B  en  fonction  de  C 
et  de  n. 

On  aura  ensuite 

/(or)  ar  =  2(AcD8/ix  H- Bsin/ix),     U9  =  2C| 

pour  déterminer  les  n  et  les  C^  mais  je  ne  vois  pas  de 
méthode  qui  puisse  conduire  à  ce  résultat. 

Pour  que  les  intégrales  des  équations  (i)  et  (4)  ne 
renferment  chacune  qu'un  seul  terme,  il  faut  que 

/(jc)a:=  A  cos/îj:  4- Bsin/ïx,    11,=  C, 
et  la  fonction  ne  dépendra  ainsi  que  d^un  paramètre  n. 
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On  pourrait,  par  exemple,  se  proposer  de  déterminer 
la  valeur  que  doit  avoir  n  pour  que  f{x)  par  rapport 
à  X  fût  un  maximum,  de  manière  à  se  rapprocher  de 
Faclualité  on  f(x)  =o.  Nous  ne  croyons  pas  devoir 
nous  livrer  à  cette  recherche. 

Le  fait  important  pour  nous  est  que  U  doit  être  de  la 
forme  He'^^  H  et  m  étant  des  fonctions  de  R  qu'il  appar- 
tient à  l'expérience  de  déterminer,  si  toutefois  l'hypo- 
thèse de  Navier,  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  est 
exacte. 


APPLICATION  DE  LA  GfiNÉRALiSATION  DH  PRINaPB 
DE  CORRESPONDANCE  A  LA  TH&ORIE  DE  L'fiLlIUlATION; 

PàA  M.  Louis  SALTEL. 


Principe  fondamental.  —  Lorsqu'on  a  sur  une  droite 
k  séries  de  points  Si,  S|,  Ss,.  •  •>  Si  tels  que,  prenant 
arbitrairement  :  i^  un  point  Ai  de  la  première  série, 
:i?  un  point  As  de  la  seconde  série,  3^  un  point  A9  d«l  la 
troisième  série, . .  • ,  au  point  Ai^i  de  la  (k  — 1)'*»«  série, 
correspondent  a^  points  de  la  k'^"^'  série,  et,  de  même,  k 
k  —  I  points  de  [k  —  i)  quelconques  de  ces  séries  cor- 
respondent oci  points  pour  la  série  restante  S,-,  il  existe 
«iH-ai-l-as  H-«  • -H-tt*  points  qui,  considérés  comme 
appartenant  à  [k — i)  quelconques  des  k  séries,  coïncident 
chacun"' afvaa  un  point  correspondant  pris  dans  la  série 
restante.  ^'^.^t*. . 

Nota.  —  Si  Ton  ne  considère  quô^deux  séries  de  points, 
on  retrouve  le  principe  de  correspondance  de  M.  Chasles. 

De  ce  principe  fondamental  résultent  immédiatement' 
les  théorèmes  suivants  : 
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Th^orèmb  I.  —  Le  degré  de  Vequation  du  heu  géo^ 
métrique  obtenu  en  éliminant  le  paramètre  r  entre  les 
équations 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  {x^j)y  (jc>^>«), 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a^  j3 
par  rapport  au  paramètre  r,  est,  en  général,  d'un  ordre 

marqué  par 

ap  -H  ba, 

THéoRÈME  n.  —  Le  degré  de  Vequation  du  lieu  géo- 
métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s  entre 
les  équations 

(^ )  //  (**  r>  ry  s)  =  o,     //(or,  y,  z,  r,  s)  =  o, 

(3)  /cM*» r»  ^  ^)  =  o»     y?(*>r»  «1  '•^  *)  =  Of 

i:/e  «fe^ré  a^  b^  c  par  rapport  aux  variables  x^y^  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a^  |3,  y 
pf^r  rapport  aux  paramètres  r,  s^  est,  en  général,  d*un 
ordre  marqué  par 

«P7  H-  b*fa  H-  ca^* 

ThAorèhs  III.  —  Le  degré  de  Vequation  du  lieu  géo* 
métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  5,  t 
entre  les  équations 

(  I  )        /«  (*»r»  ^  s,  t)  =  o,     f;{x,y,  2,  r,  s,  i)  =  o, 
(3)        //(^,/-.  r,  «,  0  =  o>     /? (^' /»  *>  '•'  '»  0  =  o, 

(4)     /il^,/,'-,*,')^»»   /?(^ij,»,'-»^,0  =  o, 

de  £fe^r&  aj  bj  Cyd  par  rapport  aux  variables  or,/,  «, 
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et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  f3, 
/,  S  par  rapport  aux  paramètres  r,  5,  t^  est,  en  général, 
d^un  ordre  marqué  par 

Nota,  —  La  loi  générale  est  évidente. 

Théokèmb  IY  •  —  Le  degré  de  V équation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s  entre 
les  équations 

(  ï  )        /«  (*>  r»  ^  *)  =  o»   /«  (^>  r^  ^9  o  »)  =  o, 

(3)  /T(r,5)  =  o,  /T(r,5)=o, 

de  degré  a,  i  par  rapport  aux  variables  x^y,  Zj  et  dont 
les  coefficients  sont  des  Jonctions  de  degré  a^  ^^  y  par 
rapport  aux  paramètres  r,  J,  est,  en  général,  d^un  ordre 
marqué  par 

7(ap-h  ba). 

Théorème  V.  —  Le  degré  de  l'équation  du  lieu  géo^ 
métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t 
entre  les  équations 

(0  fâi^^yy  ^  *>  0  =  o»  /«  (-^f  J»  ^y  n  s,  t)  =  o, 

(2)  //(*,r»  '•i  s,  t)  =  o,  fl{x^y,  3,  r,  f,  /)  =  0, 

(3)  /T(r,  5,  r)  n^  o,  /T(r,  ^,  r)  =  o, 

(4)  f\r,s,t)  =  o,  /\r,s,t)^o, 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  x^  y^  js,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  P,  y,  d 
par  rapport  aux  paramètres  r,  5,  f,  es/,  en  général, 
d^un  ordre  marqué  par 

7^(flp  -h  bix). 
TfiÉaRÈMB  VI.  —  Le  degré  de  V équation  du  lieu  géo- 
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métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t,  u 
entre  les  équations 

(a)  //('tri''. *»'i«)  =  o»    //(^,Ji2i'','»^k)  =  o, 

(3)    /T(r,5,^ii)  =  o,  /T(r,*,/,«)  =  o, 

(4)  /*(^^,^«)  =  o,         /•*(r,^,/,a)=o, 

(5)    /^(r,j,r,i/)  =  o,  f\r,s,t,u)z=io, 

de  degré  a,  h  par  rapport  aux  variables  a:,  y,  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  /3, 
y,  d,  X  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  ii,  est,  en 
général,  d^un  ordre  marqué  par 

Nota.  —  La  loi  générale  est  évidente.  ' 

TaÉoaÈMB  VU.  —  Le  degré  de  Véquation  du  lieu 
géométjique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t 
entre  les  équations 

(  '  )      /a  (*i J'  '■»  ^'  0  =  o>   fâi^^y^  *i  ^  *»"0  =  o> 
.  (2)     AH^^fy  ''i  *i  0  =  o>   AH^^yy «» ^ '» 0  =  o» 

(3)  /A^yJy  r,  s,  t)  =  o,     /J{x,x.  «,  '•,  '1  0  =  o, 

(4)  /Vi^,0  =  O,  /»(r,x,0  =  o, 

^  degré  a,  b,  c  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  jS, 
7,  d  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  est^  en  général, 
d^un  ordre  marqué  par 

^{af^y  -4-  byoL  -h  cap). 

Théorème  VIII.  —  Le  degré  de  Véquation  du  lieu 
géométrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t,  u 
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entre  les  éi/uations 

(3)  /^[x,x,r,s,t,u)z=:io,     /J(x,j,  8,  r,j,r,  a)z=:o, 

(4)  /*(^*»^»)  =  o,  /«(r,i,*,«)  =  o, 

(5)  /^(r,j,r,a)  =  o,  /^(r,  5,  r,  11)1=0, 

r/e  degré  a,  &,  c  par  rapport  aux  variables  x^y^  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  Jonctions  de  degré  a,  ^9 
y,  J,  X  par  rapport  aux  paramètres  r,  5,  r,  m,  est,  en 
général,  d^un  ordre  marqué  par 

^(apy  -h  b'^a  -h  cap). 

« 

Théouems  IX.  —  Le  degré  de  Véquation  du  lieu  géo^ 
métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  5,  t,  11,  %f 
entre  les  équations 

(0    /a(*>r>''>*>^''>0  =  o,     /;{x,jr^z,r,s,t,u,p)=io, 

(3)  •/eT(*>r>''»'i'>««>'')  =  o,  /J(^,rJ«>^'>^«1•')  =  o, 

(4)  /^(r,f,r,«,(')=o,  /*(r,*,/,  tf,p)  =  o, 

(5)  /^(r,*,^«,p)  =  o,  /^(r,5,/,if,ir)=o, 

(6)  /»'(r,*,r,«,.^)  =  o,  /i»(r,5,r,tf,(^)  =  0, 

e^e  degré  a,  b,  c  par  rapport  aux  variables  x,y,  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fondions  de  degré  a,  ^^  y, 
ij  1,  fx  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  u,  v,  est,  en 
général,  d^un  ordre  marqué  par 

Nota.  —  La  loi  générale  est  évidente. 

Théohème  X.  —  Le  principe  fondamental  permet  de 
trouver  immédiatement  le  degré  de  Véquation  du  lieu 
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géométrique  obtenu  en  éliminant  n  paramètres  entre 
7»  + 1  équations  de  degrés  donnés  par  rapport  aux  va- 
riables x^  jTj  z  [quelques-unes  d^ entre  elles  pouvant 
d 'ailleurs  être  de  degré  zéro  par  rapport  à  ces  'varia- 
bles x^y^  z),  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
de  degrés  également  donnés  par  rapport  aux  n  para^ 
mètres. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  lettre  de  M,  John  Casey,  à  Tivoli 
[Nord)^  Kingstown,  —  Dans  la  Note  de  M.  Lagaerre, 
relative  à  nn  article  de  M.  Cayley,  dans  le  numéro  de 
juillet  1870  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
se  trouve  le  passage  suivant  :  «  M.  Cayley,  dans  la 
Note  qui  précède,  attribue  à  M.  Casey  T élégant  théo* 
rème  qui  permet  de  construire  I^  courbe  de  pénombre 
comme  Tenveloppe  d'une  série  de  cercles  :  j*ignore  dans 
quel  Mémoire  et  à  quelle  époque  M.  Casey  a  énbncé 
cette  propriété.  » 

Afin  de  fixer  M.  Laguerre  h  ce  sujet,  je  viens  lui  faire 
connaître  que  ce  théorème  est  l'une  des  bases  de  mon 
Mémoire  sur  les  Courbes  biquadratiqueSy  publié  dans  le 
tome  XXIV  des  Comptes  rendus  de  l* Académie  royale 
d^ Irlande^  p.  457-569.  Ce  Mémoire  fut  rédigé  eu  1866 
et  lu  devant  ladite  Académie  le  10  février  1867.  Le  théo- 
rème fondamental  fut  découvert  en  i865,  et  je  l'avais 
considéré  comme  un  théorème  isolé.  Je  ne  le  crovaîs  cer- 
tainement  pas  d'une  aussi  grande  importance^  je  m'étais 
trompé,  car  je  le  reconnus  très-fertile  par  ses  consé- 
quences, et  j'en  fis  la  base  d'une  nouvelle  méthode  de 
recherches  géométriques.  Cette  méthode  est  appliquée 
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dans  mon  Mémoire  sur  les  Courbes  biquadratiques  et  a 
été  très-favorablement  accueillie  par  les  mathématiciens. 
J'ajoute,  en  terminant,  qu'avant  ce  numéro  des  iVbii- 
velles  Annales  \e  n'avais  vu  aucun  mathématicien  récla- 
mer la  priorité  de  ma  découverte  et  que  sa  publication 
n'avait  pas  soulevé  la  moindre  réclamation  d'aucun  autre 
auteur. 

Extraà  d'une  lettre  de  M.  Bourguet,  à  Nantes.  ^— 
A  propos  de  la  question  1049,  M.  Doucet  semble  croire 
que  les  équations  de  deux  tangentes  à  une  courbe  rec- 
tangulaire doivent  avoir  nécessairement  la  forme 

Il  n'en  est  rien,  et  cette  hypothèse  conduit  k  un  résultat 
faux.  Pour  qu'une  droite  j^  =  px  +  q  soit  tangente  à  une 
courbe,  il  faut  que  p  eiq  satisfassent  à  une  certaine  re- 
lation 

F(p,  g)  =  o. 

Soient 

g=/{p)     €t      q=/t{p) 

deux  racines  de  cette  équation  en  ^;  il  est  clair  que,  si  les 
deux  tangentes 

yz=ipx^f(p)     et    jr=-i;r-f-/,  f  —  M 

se  coupent,  pour  toutes  les  valeurs  de  /?,  sur  une  circon- 
férence fixe,  la  courbe  jouira  de  la  propriété  énoncée  par 
la  question  et  ne  satisfera  pas  à  la  condition  trouvée  par 
M.  Doucet. 

Il  me  semble  que  la  solution  la  plus  générale  de  la 
question  est  celle-ci  : 
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Soient 

(r  -  P)»  4- /»  (*- a)  (r  -  P) -^  (*  ^  «)»=o 

deux  droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  (0c,  (3)^ 
a,  |3,  lit  étant  trois  paramètres  arbitraires,  satisfaisant 
aux  relations 

a»-f-  p»— R>=o,     F(a,  p,  iii)  =  o, 

F  désignant  une  relation  arbitraire  .-Dans  ces  conditions, 
l'enTeloppe  des  deux  droites  jouira  de  la  propriété  énon- 
cée par  la  question.  Lorsque  F  sera  donné,  on  obtiendra 
la  courbe  correspondante  en  éliminant  a,  |3,  m  entre  les 
quatre  équations 

(r-p?-Hm(*  — a)(7.-P)-(x-a)>  =  o, 
a»-hp»--R'=:o,     F(a,  p,/w)  =  o, 
a(j^— P)-+-iw{x— a)   — 2(x— a)-h/n(/— p)   (^— a)(r— p) 
p  a  o 

SOLOTieNS  DE  QOBSTMNS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


=  0. 


Question  944 

(  roir  a*  •éri«,  l.  V(1I,  p.  176}; 

Pàe  m.  moret-blanc. 

Deux  ellipses  égales  sont  tangentes  à  la  même  droite 
au  même  point  fixe,  Vune  par  Vextrémité  du  grand 
axe,  Vautre  par  Vextrémité  du  petit  axe.  Les  deux 
demi-axes  sont  liés  par  la  relation  ab  =  const.  On  de- 
mande.: 

i^  Le  lieu  des  points  d^ intersection; 

a^  Le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 
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Prenons  le  point  fixe  pour  origine  des  coordonnëed 
rectangulaires  et  la  tangente  donnée  pour  axe  des  x^  et 
posons  ab  =  k^. 

Les  équations  des  deux  ellipses  sont 

(i)  a*y^  -f-  ^'-r*  —  aa'^j  =  o, 

(2)  b\Y*  ■+■  a^x^  —  2aby  =  o. 

1*^  Pour  avoir  le  lieu  des  points  d^intersection,  il  faut 
éliminer  a  et  &  entre  ces  deux  équations,  et 

(3)  fl^  =  X». 

Ajoutant  les  deux  premières,  multipliées  respectivement 
par  —  &  et  +  a,  on  a 

{a*  —  ^«)  X»—  k^(a  —  *)/'=  o. 

Ek»irtons  le  cas  de  a:=z  b^  que  nous  examinerons  â 
part,  et  divisons  par  (a  —  b)\  il  vient 

(4)  [(a  4-  ^)»—  A^]x'  —  Ây=:  o, 
ou 

(4')  (a-hbyx^=k'{x'-hy'). 

Si  Ton  retranche  Téquation   (3)   de  l'équation   (1), 

on  a 

(fl»—  b')  (/>  —  or")  —  2A>  (a  —  b)j  =  o, 

et,  en  divisant  par  (a  —  i), 

(5)  (a-hb)(r^'^  x^)  —  !iX>/  =  o. 

Eliminant  enfin  (a-hb)  entre  les  équations  (4^)  et  (5), 
on  a 

(6)  4X*x»j2  —  (^1  _  j^ty  (^î  ^  ^j) 

pour  Téquation  du  lieu  des  intersections ,  ou  en  coor- 


domiéea  polaires 

i^  MIl'2 9  zzz  r'  COS'2 Oy 

(7)  rz=±k  tàng^B. 

En  vertu  de  l'équation  (4),  ^  =  tang'9  a  sa  valeur 
minimum  pour  a-i-b  minimum ,  ce  qui  a  lieu  pour 

a  =  &  =  A  ;  alors  tang' 9=3,  tangS  =  y3  ^  il  en  résulte 
qu'il  faut  faire  varier  9  seulement  de  60  a  120  degrés; 
et,  comme  r  ne  doit  avoir  que  des  valeurs  positives,  il 
faut  d'abord  prendre 

r=:—  taDg29.  . 
Poure  =  6o% 

rz=ks/3,     x=-^,     -^^T' 

6  croissant  de  60  à  90  degrés,  r  décroit  de  k^  ko\ 
puis,  tangaO  devenant  positive,  on  prendra  la  formule 

r=  k  tang 2 6 ; 

6  croissant  de  90  à  1 20  degrés,  r  croîtra  de  o  i  A  ^3 . 

Pour  des  valeurs  supplémentaires  de  d,  les  valeurs 
de  rsont  égales;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
Taxe  des^.  Elle  le  sera  aussi  par  rapport  à  l'axe  des  x, 
si  l'on  construit  les  ellipses  des  deux  côtés  de  la  droite 
fixe. 

Si  Ton  fait  a  =  &,  les  deux  ellipses  se  confondent  avec 

la  circonférence 

-a?'  +  ^*—  2^7  =  0. 

2^  Sohjr^=mx-hn  l'équation  d'une  tangente  com- 
mune. 

En  remplaçant  j^  par  mx-^n  dans  les  équations  (i) 
et  (2),  elles  deviennent 

(&*iB'-f-a*)x*4-2^^w(/i — a)x'hb*(n* —  2a*)  ==o* 
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Exprimant  que  chacune  de  ces  équations  a  deux  ra- 
cines égales,  on  a,  toutes  réductions  faites, 

fl'm* —  ii'-H  afc/i  =  o, 
b*m* —  /i'  -f-  afl«  =  o, 

d'où  Ton  tire  successivement 

(a'— ^*)m*=2(a  — ^)ii,     m»(a  4- A)  =  2/1, 

(a  -h  ^)  «»  —  2  (a* -4-  a^  4-  ^»)  u  =  o, 

/i  = ^^ 9      m^=i ; : 

a-hb  (a-^by 

/i  ==  o  donne  l'axe  des  x  tangent  aux  deux  ellipses  à 
l'origine. 

Les  coordonnées  des  points  de  contact  sont,  pour  la 
première  ellipse, 

,_a^m{b  —  n)         ^ a*m*b  -^  b^n 

et,  pour  la  seconde, 

^       b^m(a  —  n)  ab^m'-h  n^n 


X 


T-'   y 


Les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  cherché  sont 

X  =  — »        y  =r  _!l-  , 

2  2 

OU 

__  à^b*{a-\-b  —  2/ï)/7ï»-ha6(fl'4-  ^»)///  —  (fl*-f- ^*)/w/i 
■^"^  2(«»/?t»-h  b^)[b^m^-\'a^)  ' 

Si  l'on  pose 

a  -h  b  z=Zy     ab  '.=  A*', 

d'où 
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les  valeurs  de  j?  et  ^  deviennent 

_(4z*— i8X»g«-h28/^2'— i6X'*)(z'— X')s 
•^""  4««— aoX^z«-|-4iit*z*  — 4oi«z»-f  i6^»  ' 

z  devant  varier  de  aA  à  +  oo. 

L'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  conduirait 
à  celle  de  la  courbe,  lieu  des  milieux  des  tangentes  com- 
munes ;  mais ,  comme  cette  équation  serait  fort  compli- 
quée, il  est  plus  simple  de  regarder  la  courbe  comme 
définie  par  les  deux  équations  précédentes. 

Pour  z  =  aA", 

2  "^  2 

On  peut  aussi  exprimer  a:  et  ^  en  fonction  de  m.  On 
trouve 

^  _  ^^  (1  — iii')(4  —  m'Ym'-i-{3m'"  8)  (4  —  w»)  —  (m«--  8)  w^ 

[(m*-hi)(4  — iii^)»H-  2  1/M*— 8)/w»]  v^4— m> 
_    ,  (4~« iwVm<  -^  (4—  m') (3 m'— 8)  iw»  +  (m*—  8)m*-4-  (4—  w')'  ^^ 
"~  [(/w*  -h  i)  (4  —  w»)«  4-  2 (m*—  8} m^]  v^4  —  m' 

rn*  devant  varier  depuis  sa  valeur  minimum  3,  corres- 
pondant à  a  =  &  =  A,  jusqu'à  sa  valeur  maximum  4* 
Pour  m"=  3, 

Pour  m'=  4?  JC  et  r  sont  infinis*,  mais  -  =  ±:  a. 
Le  coefficient  angulaire  des  asymptotes  est  zti  a. 

iVb/e.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 
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Questions  970  et  1028 

(folr  1*  ferle,  t.  X,  p.  uo); 

Par  m.   MORET-BLANG. 

Étant  donnée  une  ellipse,  on  lui  circonscrit  un 
triangle  dont  les  liauteurs  passent  par  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  correspondants  :  troui^er  le 
lieu  des  sommets  de  ces  triangles.  (F.  V.) 

Soient 

Téquation  de  Tellipse  donnée,  a  et  (3  les  coordonnées 
d'un  point  du  lieu.  L'équation  de  la  corde  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point  (a^^^)  sera 

(2)  a^Px  +  b^axzrza^b*. 

Éliminant  successivement^  et  x  entre  ces  deux  équa- 
tions, on  a,  pour  déterminer  les  coordonnées  des  points 
de  contact  de  ces  tangentes,  les  équations 

(3)  (fl^P'-h^*a»)x>—  2a^b^0Lx-ha*(b^'^  P')  =  0> 

(4)  {a^p'-h  b^a})  r'—  aû'^'pr  -4-  b'(a^—a^)  =  o, 

d'où 


Les  tangentes  aux  points  (x^  ji)^  (xt,  jr%)  et  les 
normales  aux  mêmes  points  ont  respectivement  pour 
équations 

(5)  b^Xi  X  +  a'jt  y  =  a^  b\ 

(6)  b^Xt  X  -f-  a^X'iy  =  fl' A% 

(7)  a^yxx-'b^x,y^c^x,y^^ 
(8  )  a'/a  X  —  b'^x^y  =  c*-c,  ja. 

^/in.  cfe  Mathémat,,  a*  série,  t.  XII.  (Décembre  1873.]        87 
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Appelant  x'^y  les  coordonnées  du  point  d'inlersec- 
tion  des  lignes  (6)  et  (7),  et  x",  y^  celles  du  point 
d^ intersection  des  lignes  (5)  et  (8),  ces  équations  donnent 

,  _       a^b^—  b^c'x.x^  _       a'p^+  (^'— g»)  a»-|- g'g' 

^,__       a^b^—b''c^x,x^  __       a'P'-f-(/>'— cM«'-f-g'c' 
-^   ~""^'  a^y,y^-^-b^x^x^  ""-^^     «^(rt»+ fc»— a>— p^) 

Posons,  pour  abréger. 


U — —  AT         '  jV 


on  aura 

Il  faut  exprimer  que  les  points  (j?',  j^'),  (x^\y")  sont 
sur  une  même  tangente  à  Pellipse. 

Appelons  jTs,  j^  les  coordonnées  du  point  de  contact^ 
ou  aura  les  deux  conditions 

a^y'n  H-  b^xfx^  =  «»ÔS 
d'où  Ton  tire 

Ces  coordonnées  doivent  vérifier  l'équation  de Fellipse, 
ce  qui  donne 

ou 

(9)  ô'M»(«,-x,)»+a«N'(7,-7,)»=lPN»(ar.^,-.Xa^0'- 


(579) 
Or  on  a,  en  posant,  pour  abréger, 

Xi  —  X3  = 


2â 

D      ' 

r^ 

.-r.= 

D 

R 

—  j 

XxXi 

—  ar,7, 

rv 

L'équation  (9)   devient,   en  supprimant  le   facteur 

4<i'6»R»         .     ,       .        .         , 
- — 5  qui  n  est  jamais  nul, 

ou 


a> 


P-  = . 


et  enfin,  en  remettant  pour  M  et  N  leurs  valeurs, 

-  la 


On  vérifie  sans  peine  que  la  normale  à  l'ellipse,  au 
point  (xs,  y^)^  passe  par  le  point  (a,  (3). 

iVore.  >^  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gambey. 


Seconde  solution  de  la  question  1034; 
Par  m.  L.  PAINVIN. 

La  question  1034  résolue  dans  un  des  derniers  numéros 
des  Nouvelles  Annales,  même  tome,  p.  364,  peut  en- 
core se  résoudre  de  la  manière  suivante. 

Le  théorème  à  démontrer  est  ainâi  énoncé  : 

On  prend  sur  une  surface  du  second  ordre  une  section 
plane  quelconque;  cette  courbe  peut  être  prise  pour  la 
focale  d^une  surface  nouvelle  circonscrite  à  une  quel- 
conque des  surfaces  du  second  ordre  homofocales  à  la 
première, 

37. 


(  S8o  ) 
Soit  i'équaiion  langentielle  de  la  surface  donnée 

(l)  û*«*-4-  Ô'i''-|-C**v' — i=ro; 

Téquation  d*une  section  plane  sera 

où  i/q)  f^o>  '^0  ^^^^  '^^  coordonnées  fixes  du  plan  sécant, 
et 

{i  bis)  /o  =  fl'a;-+-^*p;-4-c>«';—  I. 

Or,  si  Ton  considère  la  surface 

(3)  /,tfl*«'-+-  *V-4-  c«f»'»—  i)  -f.  X^(a»4-  p«-*-  rp») 

—  (a^u^u  -+-  i'poP  -h  e^w^w  —  i)*  =  o, 

h  étant  une  constante  arbitraire,  cette  surface  est  évi- 
demmeut  circonscrite  à  une  des  homofocales  de  la  surface 
(i),  et  elle  admet  pour  focale  la  courbe  plane  (a).  En  effet, 
pour  déterminer  les  focales  d'une  surface  F  (u,  i^,  w)  =  o, 
il  suffît  de  déterminer  X  de  manière  que  Téquation 

F(tt,  V,  w)  -+-  X(tt« -h  «»»+»'»)  =  o 

représente  une  courbe  plane;  or^  si  Ton  applique  cette 
règle  à  la  surface  (3),  en  faisant  X  =  —  Xr,  on  obtient  la 
courbe  plane  [i)\  donc,  etc. 

CORRESPONDANCE. 


La  proposition  énoncée  (même  tome,  p.  520,  troisiè» 
tnement)  est  démontrée  dans  la  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions^ publiée,  en  1872,  par  M.  Painvin. 

J'en  ai  été  informé  récemment  par  deux  lettres. 

G. 


(58i  ) 


RECTIFICATION  POUR  LA  QUESTION  1119. 


Au  lieu  de  :  «  Parmi  tous  les  triangles  ayant  un  même 
angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  supposés  commen-  , 
surables,  »  lisez  :  a  dont  le  cosinus  est  commensurable.  )> 

OUESTION. 

■ 

1124.  Si,  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  pris  pour 
unité,  on  trace  une  courbe  quelconque,  ojï  a,  entre  les 
coordonnées  x,^,  z  de  tout  point  de  cette  ligne,  la  relation 

4- [:r  (y  z''— z  V  )  +  jr  (  8' j"  —  a:' î'^  ) -h  2  {  x'y — /  x*')  ]>, 

dans  laquelle  les  accents  des  dérivées  sont  relatifs  à  une 
variable  indépendante  ^  (^)*  (Catalan.) 

ERRATlIiî. 


Dans  le  Bullettino  du  prince  Boncompagni,'  les  articles 
suivants  : 

Dieci  lettere  inédite  di  Giuseppo  Lufgi  La  g  range  ad  Autonio 
Maria  Lorgna. 

Intorno  a  nove  lettere,  in  lingna  îtaliana,  di  Giuseppo  Luigi 
Lagrange.  —  B.  Boneompagni, 

ont  été  publiés  en  mars  1873,  et  non  en  septembre  1873. 

C^)  Voir,  Nouvelles  Annales,  p.  /|8,  i865,  une  relation  analogue  à  celle-ci  : 
Remarque.  —  Cette  identité  peut  servir  à  trouver  une  infinité  de  solu- 
tion^  de  l'équation  indéterminée 

(P«-4_  Qi  ^  R«)  (X«  -f- Y«-h  Z»)  =  U*  -h  V». 

On  en  conclut,  par  exemple, 

(24»  -+- 7«H-  i5*)  C3o«H-  36*+  a3«)  =  375»-*-  1476*. 
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